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Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone �
zadania i problemy II

Streszczenie. W prezentowanej cz¦±ci drugiej pracy (w przygotowaniu jest ju» trzecia cz¦±¢
pracy) przedstawiamy rozwi¡zania (peªne, b¡d¹ cz¦±ciowe) wielu zada« i problemów z cz¦±ci pierw-
szej tej pracy. W wybranych rozwi¡zaniach sformuªowano nowe zadania i problemy badawcze.

Sªowa kluczowe: ci¡gi, równania rekurencyjne, monotoniczno±¢, punkty skupienia, granice, prze-
bieg zmienno±ci funkcji, szeregi liczbowe, iloczyny niesko«czone, nierówno±ci dla sum szeregów,
warto±ci iloczynów niesko«czonych.

W wszystkich trzech cz¦±ciach stosujemy nast¦puj¡ce standardowe oznaczenia:

N = {1, 2, 3, . . .}, N0 := N ∪ {0}, Z = {x : x ∈ N0 ∨ −x ∈ N},
Q − zbiór liczb wymiernych, R − zbiór liczb rzeczywistych, R+ := {x : x ∈ R ∧ x > 0},

z :=

{
{an} ⊂ R+ :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r :=

{
{an} ⊂ R+ : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

z0 =

{
{an} ⊂ (0, 1) :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r0 =

{
{an} ⊂ (0, 1) : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

gdzie dla ci¡gów niesko«czonych: an ∈ R dla ka»dego n ∈ N, stosujemy specjalne oznaczenie: {an}.
Ponadto zapis: {an} ⊂ X, gdzie X ⊂ R, X 6= ∅, oznacza, »e (∀n ∈ N) : an ∈ X. W sytuacji niebudz¡cej

w¡tpliwo±ci dla szeregów liczbowych
∞∑
n=1

an (odpowiednio
∞∑

n=n0

an) b¦dziemy stosowa¢ uproszczony zapis∑
an (odpowiednio

∑
n>n0

an). Piszemy te» dla zwi¦zªo±ci zapisu, »e {an} ⊂ R jest ci¡giem zerowym, je±li

lim
n→∞

an = 0, czyli gdy {an} jest ci¡giem zbie»nym do zera.
Podkre±lmy, »e w prezentowanych rozwi¡zaniach zada« z cz¦±ci pierwszej pracy korzystano wybiórczo

z literatury cytowanej w tre±ciach odpowiednich zada«, zamieszczonej w cz¦±ci pierwszej pracy.

Autor korespondencyjny: M. Ró»a«ski (michal.rozanski@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 23.11.2022.
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1. Z de�nicji ci¡gu {xn} wynika zale»no±¢:

xn+1 − xn = |xn|β − xn − δβ + δ. (1)

Rozwa»my funkcj¦:
f(x) := |x|β − x− δβ + δ, x ∈ R.

Po zró»niczkowaniu dostajemy:

f ′(x) = β sgn(x)|x|β−1 − 1 =

βxβ−1 − 1, x > 0,

−β(−x)β−1 − 1, x < 0,

sk¡d wynika, »e funkcja f ′ jest malej¡ca w póªosi (−∞, β−
1

β−1 ) i rosn¡ca w póªosi [β−
1

β−1 ,∞).

Poªó»my x0 =: β−
1

β−1 . Poniewa» f(δ) = 0 i x0 < δ wi¦c funkcja f(x) ma dokªadnie dwa ró»ne
pierwiastki rzeczywiste: jeden to δ, drugi oznaczymy przez γ. Oczywi±cie γ < x0. Z powy»szych
rozwa»a« o pierwiastkach funkcji f(x) oraz z (1) otrzymujemy, »e je±li dla pewnego α ∈ R ci¡g {xn}
jest zbie»ny, to musi zachodzi¢ lim

n→∞
xn = γ albo lim

n→∞
xn = δ.

Poka»emy, »e: w przypadku, gdy δ > x0 oraz ci¡g {xn} jest zbie»ny do δ,

to istnieje n0 ∈ N takie, »e xn0
= δ.

(2)

W tym celu zauwa»my, »e je±li n ∈ N oraz xn 6= δ, to na podstawie twierdzenia Lagrange'a o warto±ci
±redniej zachodzi równo±¢:

xn+1 − δ = |xn|β − δβ = xβn − δβ = β(x∗n)
β−1(xn − δ), (3)

gdzie x∗n ∈ (xn, δ) je±li xn < δ lub x∗n ∈ (δ, xn) je±li δ < xn. Gdyby dla ka»dego n ∈ N zachodziªo
xn 6= δ, to mieliby±my okre±lony ci¡g {x∗n}. Oczywi±cie x∗n → δ, a st¡d, wobec ci¡gªo±ci funkcji
pot¦gowej, mamy β(x∗n)

β−1 → βδβ−1. Ale βδβ−1 > β(x0)
β−1 = 1, wi¦c na podstawie wzoru (3)

zbie»no±¢ xn → δ jest mo»liwa tylko gdy xn = δ dla pewnego n ∈ N, co jest sprzeczne z zaªo»eniem.
Zatem istnieje n0 ∈ N takie, »e xn0

= δ.

Teraz, w oparciu o wªasno±¢ (2) przyst¡pimy do znalezienia wszystkich α ∈ R, dla których lim
n→∞

xn = δ

przy zaªo»eniu, »e δ > 2
1

β−1 . Rozwa»my równanie:

|x|β − δβ + δ = δ.

Jego rozwi¡zania rzeczywiste tworz¡ liczby ±δ. Rozwa»my kolejne równanie:

|x|β − δβ + δ = −δ,

czyli:
|x|β = δβ − 2δ > 0.

Jego rozwi¡zania rzeczywiste tworz¡ liczby ±(δβ − 2δ)
1
β . Ogólnie, rozwa»my równanie:

|x|β − δβ + δ = c,
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gdzie |c| < δ. Mo»na je zapisa¢ nast¦puj¡co:

|x|β = δβ − δ + c,

sk¡d otrzymujemy, »e x = ±(δβ − δ+ c)
1
β . Oczywi±cie (δβ − δ+ c)

1
β < (δβ)

1
β = δ. Podsumowuj¡c, ci¡g

{xn} jest zbie»ny do δ dokªadnie wtedy, gdy:

α ∈

±δ,±(δβ − 2δ)
1
β , . . . ,±(δβ − δ ± (. . . (δβ − δ ± (δβ − 2δ)

1
β︸ ︷︷ ︸

iteracja dowoln¡ sko«czon¡ ilo±¢ razy

)
1
β . . .)

1
β , . . .

 .

W kolejnym kroku dowodu poka»emy, »e:gdy δ > 2
1

β−1 oraz ci¡g {xn} jest zbie»ny do γ,

to dla pewnego n0 ∈ N mamy xn0
= γ.

(4)

Najpierw udowodnimy, »e:
je±li δ > 2

1
β−1 , to γ < −x0. (5)

W tym celu wystarczy pokaza¢, »e f(−x0) < 0. Dla δ > 2
1

β−1 mamy:

f(−x0) = xβ0 + x0 − δβ + δ 6 xβ0 + x0 − 2
β
β−1 + 2

1
β−1 = xβ0 + x0 − 2

1
β−1 =

1 + β − β(2β)
1

β−1

β
β
β−1

. (6)

Udowodnimy, »e dla β > 1 zachodzi:

(2β)
1

β−1 > 1 +
1

β
⇔ 2β >

β

β + 1

(
1 +

1

β

)β
⇔ 2β + 2 >

(
1 +

1

β

)β
. (7)

Rozwa»my kolejn¡ funkcj¦ pomocnicz¡:

g(x) = 2x+ 2−
(
1 +

1

x

)x
, x > 1.

Mamy:

g′(x) = 2−
(
1 +

1

x

)x [
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

]
.

Dla x > 1 otrzymujemy oszacowanie:(
1 +

1

x

)x [
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

]
< e

ln
(
1 + 1

x

)1+x − 1

1 + x
<
e

2
(ln 4− 1) <

<
e

2
0, 4 = e · 0, 2 < 3 · 0, 2 = 0, 6 < 1,

(albowiem funkcja [1,∞) 3 x 7→
(
1 + 1

x

)1+x
jest malej¡ca) sk¡d g′(x) > 0 dla x > 1. Poniewa»

g(1) = 2 > 0, wi¦c g(x) > 0 dla x > 1, co daje (7). Z (7) i (6) dostajemy, »e f(−x0) < 0, czyli
γ < −x0, a zatem implikacja (5) jest prawdziwa. Przypu±¢my, »e dla pewnego α ∈ R, xn → γ i dla
ka»dego n ∈ N zachodzi xn 6= γ. Wówczas dla dostatecznie du»ych n ∈ N, na mocy twierdzenia
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Lagrange'a o warto±ci ±redniej dostajemy:

xn+1 − γ = |xn|β − δβ + δ − γ = |xn|β − |γ|β = (−xn)β − (−γ)β = β(−x∗n)β−1(xn − γ), (8)

gdzie x∗n ∈ (xn, γ), gdy xn < γ lub x∗n ∈ (γ, xn), gdy γ < xn. Oczywi±cie x∗n → γ, a st¡d β(−x∗n)β−1 →
β(−γ)β−1. Z (5) mamy −γ > x0, wi¦c β(−γ)β−1 > βxβ−10 = 1, a zatem wobec to»samo±ci (8) zachodzi
xn → γ tylko gdy xn = γ dla pewnego n ∈ N i otrzymujemy sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. Tym samym
pokazali±my prawdziwo±¢ implikacji (4). Wªasno±¢ (4) pozwala te» znale¹¢ wszystkie α ∈ R dla których
xn → γ. W tym celu rozwa»my równanie:

|x|β − δβ + δ = γ,

czyli:
|x|β = δβ − δ + γ = γβ ,

sk¡d x = ±γ. Rozwa»my kolejne równanie:

|x|β − δβ + δ = −γ,

czyli:
|x|β = δβ − δ − γ > 0,

sk¡d x = ±(δβ − δ − γ)
1
β . Poniewa» f(−δ) = 2δ > 0, wi¦c −δ < γ, a st¡d (δβ − δ − γ)

1
β < (δβ)

1
β = δ.

Ogólnie, rozwa»my równanie:
|x|β − δβ + δ = c,

gdzie |c| < δ. Jego rozwi¡zania rzeczywiste maj¡ posta¢:

x = ±(δβ − δ + c)
1
β ,

przy czym:
0 < δβ − 2δ < δβ − δ + c < δβ .

Podsumowuj¡c, dla δ > 2
1

1−β ci¡g {xn} jest zbie»ny do γ dokªadnie wtedy, gdy:

α ∈

±γ,±(δβ − δ − γ) 1
β , . . . ,±(δβ − δ ± (. . .± (δβ − δ ± (δβ − δ − γ)

1
β︸ ︷︷ ︸

iteracja dowoln¡ sko«czon¡ ilo±¢ razy

)
1
β . . .)

1
β , . . .

 .

2. a) Niech b := s+1
√
a. Z de�nicji ci¡gu {xn} otrzymujemy zwi¡zek:

xn+1 − b = (xn − b)[α− (1− α)bf(xn)], (9)

gdzie f(x) := xs−bs
(x−b)xs gdy x > 0, x 6= b oraz f(x) = s

b gdy x = b.
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Poka»emy, »e funkcja f jest malej¡ca w póªosi dodatniej. Istotnie, mamy:

f ′(x) =
sx2s−1(x− b)− (xs − bs)[(s+ 1)xs − sbxs−1]

(x− b)2x2s
=

=
(s+ 1)bsxs − sbs+1xs−1 − x2s

(x− b)2x2s
=

(s+ 1)bsx− sbs+1 − xs+1

(x− b)2xs+1
, x 6= b.

Oznaczmy przez g(x) licznik powy»szego wyra»enia. Ró»niczkuj¡c funkcj¦ g dostajemy:

g′(x) = (s+ 1)(bs − xs),

sk¡d wnosimy, »e g′(x) > 0 dla x ∈ (0, b) i g′(x) < 0 dla x > b, a to oznacza, »e g(x) jest rosn¡ca
w przedziale (0, b), a w przedziale (b,∞) jest malej¡ca. Poniewa» g(b) = 0, wi¦c g(x) < 0 dla x ∈
(0, b) ∪ (b,∞), czyli f ′(x) < 0 dla x ∈ (0, b) ∪ (b,∞). Wobec ci¡gªo±ci funkcji f wynika st¡d, »e f jest
malej¡ca w póªosi dodatniej, przy czym:

lim
x→0+

f(x) =∞ i lim
x→∞

f(x) = 0.

Z zaªo»enia mamy, »e α > s
s+1 , tj. α > (1− α)s, czyli α− (1− α)bf(b) > 0.

St¡d i z (9): 
je±li x > b, to dla ka»dego n ∈ N mamy xn > b oraz

xn+1 − b < α(xn − b) < αn(x− b),
co daje zbie»no±¢ lim

n→∞
xn = b.

(10)

Gdy α = s
s+1 i x < b, to z (9) wynika, »e x2 > b i dostajemy sytuacj¦ jak wy»ej. Gdy α > s

s+1 i x < b,
to mamy trzy mo»liwo±ci:

I: α > (1− α)bf(x).
Wówczas xn < xn+1 < b, n ∈ N, sk¡d wobec (9) oraz na podstawie ci¡gªo±ci funkcji f otrzymu-
jemy, »e lim

n→∞
xn = b. Pozostaje zauwa»y¢, »e:

b− xn+1 < α(b− xn) < αn(b− x).

II: α = (1− α)bf(x).
Wówczas xn = b dla ka»dego n ∈ N, n > 2.

III: α < (1− α)bf(x).
Wówczas x2 > b i dostajemy sytuacj¦ jak w (10), czyli lim

n→∞
xn = b. Je±li x = b, to xn ≡ b.

b) Wystarczy zauwa»y¢, »e gdy s > 1 i α ∈
(
0, s−1s+1

)
, to:

|α− (1− α)bf(b)| = |α− (1− α)s| = |α(1 + s)− s| = s− α(1 + s) > s− (s− 1) = 1.
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3. Rozpoczniemy od nast¦puj¡cego lematu:

Lemat 1. Funkcja:

h(x; y, β) =:

xβ−yβ
x−y , gdy x 6= y,

βyβ−1, gdy x = y,

dla ustalonych y, β ∈ (0, 1) jest malej¡ca w przedziale zmienno±ci x ∈ [0, 1].

Dowód. Ustalmy y, β ∈ (0, 1). Niech f(x) := h(x; y, β). Mamy:

f ′(x) =
βxβ−1(x− y)− xβ + yβ

(x− y)2
, x /∈ {0, y}.

Oznaczmy przez g(x) licznik powy»szego wyra»enia. Wówczas:

g′(x) = β2xβ−1 − β(β − 1)yxβ−2 − βxβ−1 = β(β − 1)(x− y)xβ−2, x 6= 0,

sk¡d wynika, »e funkcja g jest rosn¡ca w przedziale (0, y), a malej¡ca w przedziale (y, 1]. Poniewa»
g(y) = 0, wi¦c g(x) < 0 dla x ∈ (0, y)∪(y, 1]. Z ostatniej uwagi otrzymujemy, »e funkcja f jest malej¡ca
w ka»dym z przedziaªów (0, y) oraz (y, 1], a st¡d wobec ci¡gªo±ci funkcji f wynika, »e f jest malej¡ca
w przedziale [0, 1]. �

Niech α ∈ (0, 1). Wówczas dla ka»dego n ∈ N mamy:

x2n−1 ∈ (0, 1) i x2n ∈ (1, 2). (11)

Istotnie, je±li dla pewnego n ∈ N zachodzi xn ∈ (0, 1), to:

2 > 1 + xn > (1− xn)β + xn > (1− xn) + xn = 1,

czyli 2 > xn+1 > 1. Gdy xn ∈ (1, 2), to:

1 = xn − (xn − 1) > xn − (xn − 1)β > xn − 1 > 0,

czyli 1 > xn+1 > 0. Poªó»my x0 = 1− 2−
1

1−β . Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e liczba x0 jest rozwi¡zaniem
równania:

(1− x)β = 2(1− x). (12)

Je±li dla pewnego n ∈ N mamy xn = x0, to:

xn+t =

x0, gdy t ∈ 2N,

2− x0, gdy t ∈ 2N− 1.

W szczególno±ci, je±li xn = 2− x0, to xn+1 = x0. Zaªó»my wi¦c, »e dla ka»dego n ∈ N mamy xn 6= x0

oraz xn 6= 2− x0. Poka»emy, »e wówczas dla ka»dego n ∈ N zachodz¡ nierówno±ci:

|x2n+1 − x0| < |x2n − (2− x0)| < |x2n−1 − x0|. (13)
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Oznaczmy przez f(x) funkcj¦ h(x; 1− x0, β) zde�niowan¡ w lemacie 1. Niech xn ∈ (0, 1) dla pewnego
n ∈ N. Wówczas znajdujemy:

xn+1 − 2 + x0 = xn + (1− xn)β − 2 + x0
(12)
= xn − x0 + (1− xn)β − (1− x0)β =

= (xn − x0)[1− f(1− xn)].
(14)

Poniewa» 0 < f(1− xn) < f(0) = (1− x0)β−1
(12)
= 2, wi¦c −1 < 1− f(1− xn) < 1, a st¡d:

|xn+1 − 2 + x0| < |xn − x0|. (15)

Niech teraz xn ∈ (1, 2) dla pewnego n ∈ N. Wówczas:

xn+1 − x0 = xn − (xn − 1)β − x0
(12)
= xn − 2 + x0 + (1− x0)β − (xn − 1)β =

= (xn − 2 + x0)[1− f(xn − 1)].
(16)

Tak jak poprzednio pokazujemy, »e:

−1 < 1− f(xn − 1) < 1,

sk¡d:
|xn+1 − x0| < |xn − 2 + x0|. (17)

Z (11), (15) i (17) dostajemy nierówno±ci (13). Z (13), (11) i tego, »e x0 ∈ (0, 1) oraz 2 − x0 ∈ (1, 2)

wynika, »e liczby:
b0 = inf{x2n−1}, b′0 = sup{x2n−1}

oraz:
b1 = inf{x2n} i b′1 = sup{x2n}

nale»¡ do przedziaªów, odpowiednio (0, 1) i (1, 2). Niech:

M = max {|1− f(1− b0)|, |1− f(1− b′0)|, |1− f(b1 − 1)|, |1− f(b′1 − 1)|} .

Poniewa»:
0 < f(1− b0), f(1− b′0), f(b1 − 1), f(b′1 − 1) < f(0) = 2,

wi¦c M < 1. Z to»samo±ci (14) i (16) wynika, »e dla ka»dego n ∈ N mamy:

|x2n+1 − x0| 6M2n|x1 − x0|,
|x2n − 2 + x0| 6M2n−1|x1 − x0|,

co implikuje, »e lim
n→∞

x2n+1 = x0 i lim
n→∞

x2n = 2− x0.

5. �atwo sprawdzamy, »e funkcja f(x) =:
(
1 + 1

x

)x
jest rosn¡ca w póªosi dodatniej oraz lim

x→0+
f(x) = 1

i lim
x→∞

f(x) = e. Ustalmy α > e. Oznaczmy przez x0 jedyny pierwiastek rzeczywisty równania x =

α− f(x). Poka»emy, »e:

a) je±li β > x0, to x2n−1 > x0 > x2n, n ∈ N,

b) je±li β < x0, to x2n−1 < x0 < x2n, n ∈ N.
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W tym celu wystarczy zauwa»y¢, »e je±li xn > x0, to xn+1 = α − f(xn) < α − f(x0) = x0, a je±li
xn < x0, to xn+1 = α−f(xn) > α−f(x0) = x0. W kolejnym kroku udowodnimy, »e podci¡gi {x2n−1}
oraz {x2n} s¡ monotoniczne. Przypadek x0 = β jest oczywisty. Zaªó»my, »e β > x0. Gdy x1 = x3, to
x2n−1 = x1 i x2n = x2, n ∈ N. Je±li x1 > x3, to x2n < x2n+2 < x0 < x2n+1 < x2n−1, n ∈ N, natomiast
gdy x1 < x3, to x2n+2 < x2n oraz x2n−1 < x2n+1, n ∈ N. Istotnie, je±li dla pewnego n ∈ N mamy
xn > xn+2, to:

xn+1 − xn+3 = f(xn+2)− f(xn) < 0,

czyli xn+1 < xn+3; natomiast gdy xn < xn+2, to:

xn+1 − xn+3 = f(xn+2)− f(xn) > 0,

czyli xn+1 > xn+3. Analogicznie pokazujemy monotoniczno±¢ podci¡gów {x2n−1} oraz {x2n} gdy
β < x0. Tym samym udowodnili±my, »e dla dowolnego β > 0 ci¡g {xn} ma co najwy»ej dwa punkty
skupienia, oznaczymy je przez A,B, A 6 B przy czym A 6 x0 6 B. Musi by¢ B < +∞ gdy»
xn 6 max{β, α}, n ∈ N. Z ci¡gªo±ci funkcji f i tego, »e f(x) < e mamy:

A = α− f(B) > 0 i B = α− f(A),

sk¡d w szczególno±ci B = α− f(α− f(B)). Zaªó»my teraz, »e α > e+ 1
2 . Rozwa»my funkcj¦:

g(x) := α− f(α− f(x))− x.

Znajdujemy:
g′(x) = f ′(α− f(x))f ′(x)− 1,

przy czym:

0 < f ′(x) = f(x)

[
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

]
< e

[
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

]
.

Funkcja ln
(
1 + 1

x

)
− 1

x+1 jest malej¡ca w póªosi dodatniej, sk¡d dla x > x0 mamy:

0 < f ′(x) <
2e

3

(
3

2
ln 3− 1

)
,

gdy» z zaªo»enia x0 = α− f(x0) > α− e > 1
2 . Podobnie dla x > x0 mamy:

0 < f ′(α− f(x)) < 2e

3

(
3

2
ln 3− 1

)
,

gdy» α− f(x) > α− e > 1
2 . Ostatecznie, dla x > x0 zachodzi oszacowanie:

g′(x) <

[
2e

3

(
3

2
ln 3− 1

)]2
− 1.

Bezpo±rednimi rachunkami sprawdzamy, »e 2e
3

(
3
2 ln 3− 1

)
< 1 sk¡d g′(x) < 0 dla x > x0. Poniewa»

g(x0) = 0, wi¦c g(x) < 0 dla x > x0, a zatem musi by¢ B = x0, a st¡d A = x0. Tym samym
udowodniono, »e gdy α > e+ 1

2 , to ci¡g {xn} jest zbie»ny do x0 dla dowolnego β > 0.



Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone � zadania i problemy II 45

6. Najpierw udowodnimy dwa wyniki pomocnicze:

Lemat 2. Dane s¡ ci¡gi {xn}∞n=1 ⊂ R oraz {αi}ki=1 ⊂ R \ {0}, gdzie k ∈ N. Je±li speªnione s¡

nast¦puj¡ce warunki:

1◦
k∑
i=1

|αi| < 1,

2◦ istnieje lim
n→∞

(xn+k + α1xn+k−1 + . . .+ αkxn),

3◦ ci¡g {xn} jest ograniczony,

to ci¡g {xn} jest zbie»ny.

Dowód. Niech ω′ = lim inf
n→∞

xn, ω
′′ = lim sup

n→∞
xn. Dobieramy podci¡gi

{
x
n
(1)
i

}∞
i=1

oraz
{
x
n
(2)
i

}∞
i=1

takie,

»e lim
i→∞

x
n
(1)
i

= ω′, lim
i→∞

x
n
(2)
i

= ω′′. Wobec ograniczono±ci ci¡gu {xn}∞n=1 mo»na dodatkowo zaªo»y¢,

»e wszystkie ci¡gi: {
x
n
(ε)
i −s

}∞
i=1

, ε ∈ {1, 2}, s = 1, . . . , k,

s¡ zbie»ne. Poªó»my A(ε)
s =: lim

i→∞
x
n
(ε)
i −s

, ε = 1, 2, s = 1, . . . , k. Z warunku 2◦ dostajemy:

ω′ − ω′′ =
k∑
i=1

αi(A
(2)
s −A(1)

s ),

sk¡d:

|ω′ − ω′′| 6
k∑
i=1

|αi| ·
∣∣∣A(2)

s −A(1)
s

∣∣∣ 6 k∑
i=1

|αi| · |ω′ − ω′′| = |ω′ − ω′′| ·
k∑
i=1

|αi| 6 |ω′ − ω′′|,

czyli:

|ω′ − ω′′| = |ω′ − ω′′|
k∑
i=1

|αi|. (18)

Poniewa»
k∑
i=1

|αi| < 1, wi¦c równo±¢ (18) zachodzi tylko, gdy |ω′−ω′′| = 0, tj. gdy ω′ = ω′′, co ko«czy

dowód lematu 2. �

Lemat 3. Niech k ∈ N, k > 2, α1, . . . , αk > 0 oraz xn > 0, n ∈ N. Je±li α1 >
k∑
i=3

(i − 2)αi o ile k > 3

oraz:

xn+k 6
1

M

k∑
i=1

αixn+k−i, n ∈ N, (19)

gdzie M =
k∑
i=1

αi, to ci¡g {xn} jest zbie»ny.

Dowód. Z zaªo»enia (19) wynika, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi:

xn+k +
α2 + . . .+ αk

M
xn+k−1 + . . .+

αk
M
xn+1 6 xn+k−1 +

α2 + . . .+ αk
M

xn+k−2 + . . .+
αk
M
xn,
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sk¡d dostajemy trzy fakty:

a) ci¡g
{
xn+k−1 +

α2+...+αk
M xn+k−2 + . . .+ αk

M xn
}
jest zbie»ny,

b) ci¡g {xn} jest ograniczony,
(±ci±lej, dla ka»dego n ∈ N zachodzi oszacowanie:

xn+k 6 xk +
α2 + . . .+ αk

M
xk−1 + . . .+

αk
M
x1),

c) zachodzi równo±¢:

1−
(
α2 + . . .+ αk

M
+ . . .+

αk
M

)
=

=
1

M

(
M −

k∑
i=2

(i− 1)αi

)
=


α1 > 0, gdy k = 2,

1
M

(
M −

k∑
i=2

(i− 1)αi

)
> 0, gdy k > 2.

Na podstawie tych faktów oraz lematu 2 dostajemy tez¦ lematu 3. �

Wniosek. Niech k ∈ N, k > 2, p1, . . . , pk > 0 oraz xn > 0, n ∈ N. Je±li p1 >
k∑
i=3

(i − 2)pi o ile k > 3

oraz:

xn+k 6

(
k∏
i=1

xpin+k−i

) 1
M

, n ∈ N,

gdzie M =
k∑
i=1

pi, to ci¡g {xn} jest zbie»ny.

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e speªniona jest nierówno±¢:

(
k∏
i=1

xpin+k−i

) 1
M

6
1

M

k∑
i=1

pixn+k−i

(jest to znana nierówno±¢ pomi¦dzy wa»on¡ ±redni¡ geometryczn¡ a odpowiedni¡ wa»on¡ ±redni¡
arytmetyczn¡, zob. [4]) i zastosowa¢ lemat 3. �

10. Ustalmy α, β > 0. Wówczas mamy xn > 0, n ∈ N. Poniewa»:

xn+2 − xn = − xnxn+1

1 + xn+1
< 0, n ∈ N, (20)

wi¦c podci¡gi {x2n} oraz {x2n−1} jako malej¡ce i ograniczone z doªu przez zero s¡ zbie»ne. Ci¡g {xn}
ma zatem co najwy»ej dwa punkty skupienia. Poªó»my:

γ = lim
n→∞

x2n, δ = lim
n→∞

x2n−1.

Z ci¡gªo±ci funkcji (x, y) 7→ x
1+y , x, y > 0 i z de�nicji ci¡gu {xn} wynikaj¡ dwie zale»no±ci:

γ =
γ

1 + δ
oraz δ =

δ

1 + γ
,
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sk¡d ªatwo otrzymujemy, »e co najmniej jedna z liczb γ lub δ jest równa zero. Mo»liwe s¡ wi¦c trzy
przypadki: 

γ = 0 i δ > 0, albo

γ > 0 i δ = 0, albo

γ = δ = 0.

(21)

Poka»emy teraz, »e:
xn+2 − xn+1 > xn − xn−1, n ∈ N, n > 1. (22)

Istotnie, mamy:

xn+2 − xn+1 =
xn

1 + xn+1
− xn−1

1 + xn
=
xn + x2n − xn−1 − xn−1xn+1

(1 + xn)(1 + xn+1)
=

=
xn − xn−1 + x2n − xn−1 ·

xn−1

1+xn

(1 + xn)
(
1 + xn−1

1+xn

) >
xn − xn−1 + x2n − x2n−1

1 + xn−1 + xn
= xn − xn−1.

Z nierówno±ci (22) otrzymujemy w szczególno±ci, »e:

lim
n→∞

(x2n − x2n−1) = γ − δ > β − α,

sk¡d, gdy β > α, wobec (21), mamy δ = 0 i γ > β − α > 0. Ponownie z (22) dostajemy:

lim
n→∞

(x2n+1 − x2n) = δ − γ > x3 − x2 =
α− β − β2

1 + β
,

co przy zaªo»eniu, »e α > β + β2, wobec (21) daje γ = 0 i δ > α−β−β2

1+β > 0. Gdy α = β, to:

x4 =
x2

1 + x3
=
α(1 + α)

1 + 2α
>

α

1 + α
= x3

i przypadek ten sprowadza si¦ do wcze±niejszego dla warto±ci pocz¡tkowych:

α′ =
α

1 + α
, β′ =

α(1 + α)

1 + 2α
.

Gdy α = β + β2, to x3 = x2 i mamy sytuacj¦ jak wy»ej.

11. Z de�nicji ci¡gu {xn} wynikaj¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki:

xn+1 = xn

(
xn −

1−
√
5

2

)(
xn −

1 +
√
5

2

)
, (23)

xn+1 − xn = xn(xn + 1)(xn − 2), (24)

xn+1 + 1 = (xn + 1)(xn − 1)2, (25)
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xn+2 − xn = (xn+2 − xn+1) + (xn+1 − xn)
(24)
=

= xn+1(xn+1 + 1)(xn+1 − 2) + xn(xn + 1)(xn − 2)
(25)
=

= (xn + 1)[xn+1(xn − 1)2(xn+1 − 2) + xn(xn − 2)] =

= xn(xn + 1)[(x2n − xn − 1)(xn − 1)2(xn+1 − 2) + xn − 2]
(24)
=

= xn(xn + 1)(xn − 2)[(x2n − xn − 1)(xn − 1)2(x2n + xn + 1) + 1]
(24)
=

= (xn+1 − xn){[x4n − (xn + 1)2](xn − 1)2 + 1} =
= (xn+1 − xn)[x4n(xn − 1)2 − (x2n − 1)2 + 1] =

= (xn+1 − xn)x2n[x2n(xn − 1)2 − x2n + 2] =

= (xn+1 − xn)x2n(x4n − 2x3n + 2).

(26)

�atwo sprawdzamy, »e dla x ∈ R zachodzi x4 − 2x3 + 2 > 0. St¡d, z (26) i tego, »e je±li xn0 = 0, to
xn0+k = 0 dla ka»dego k ∈ N0 (zob. de�nicj¦ ci¡gu {xn}) dostajemy:

sgn(xn+2 − xn) = sgn(xn+1 − xn), n ∈ N. (27)

Poªó»my f(x) =: x3 − x2 − x. Zauwa»my, »e:

f

(
1−
√
5

2
, 0

)
⊂

(
0,

1 +
√
5

2

)
. (28)

Istotnie, z (23) mamy, »e f
(

1−
√
5

2 , 0
)
⊂ R+. Z kolei f ′(x) = 3x2 − 2x− 1 = 3(x− 1)

(
x+ 1

3

)
, a wi¦c:

max
x∈

(
1−
√

5
2 ,0

) f(x) = f

(
−1

3

)
=

5

27
<

1 +
√
5

2
,

albowiem f(0) = f
(

1−
√
5

2

)
= 0. Zauwa»my jeszcze, »e:

f(x)− x = x(x+ 1)(x− 2), tj. f(x) < x dla x ∈ (0, 2) (29)

oraz:

funkcja f jest rosn¡ca w póªosi [1,∞), przy czym f

([
1 +
√
5

2
, 2

])
= [0, 2]. (30)

Przejdziemy teraz do opisania zachowania ci¡gu {xn} w zale»no±ci od α ∈ R. Z (24) wynika, »e je±li
ci¡g {xn} jest zbie»ny dla pewnego α ∈ R, to zachodzi relacja:

lim
n→∞

xn ∈ {−1, 0, 2}. (31)

Gdy α > 2, to z (24) mamy xn+1 > xn, a st¡d, wobec (31), lim
n→∞

xn = +∞. Gdy α < −1, to z (24)

mamy xn+1 < xn, czyli, wobec (31), lim
n→∞

xn = −∞. Z (25) wynika, »e ci¡g {xn} jest zbie»ny do

−1 dokªadnie wtedy, gdy dla pewnego n ∈ N mamy xn = −1. Rozwa»my równanie f(x) = −1 lub
w postaci równowa»nej (x + 1)(x − 1)2 = 0. Jego rozwi¡zania rzeczywiste, to liczby x = −1 i x = 1.
Z postaci f ′(x) (zob. dowód wªasno±ci (28)) wynika, »e f(x) ma nast¦puj¡cy przebieg zmienno±ci:
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f(x) : −∞ ↗ 0 ↗ 5
27 ↘ 0 ↘ −1 ↗ 0 ↗ +∞

x : −∞ ↗ 1−
√
5

2 ↗ − 1
3 ↗ 0 ↗ 1 ↗ 1+

√
5

2 ↗ +∞

St¡d, w szczególno±ci wynika, »e gdy α > 5
27 , to równanie f(x) = α ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie

rzeczywiste. Gdy α ∈ [1, 2), to wobec uwagi (30) liczba x0 b¦d¡ca rozwi¡zaniem rzeczywistym równania
f(x) = α nale»y do przedziaªu

(
1+
√
5

2 , 2
)
, a wobec uwagi (29) mamy α = f(x0) < x0. Podsumowuj¡c,

mo»emy stwierdzi¢, »e ci¡g {xn} jest zbie»ny do −1 dokªadnie wtedy, gdy α ∈ {αi}, natomiast dla
ka»dego i ∈ N, αi jest liczb¡ rzeczywist¡ nale»¡c¡ do zbioru rozwi¡za« równania rekurencyjnego α0 =

−1, α1 = 1, f(αk+1) = αk, k ∈ N (zauwa»my, »e dla ka»dego k ∈ N równanie f(αk+1) = αk dla danego
αk mo»e mie¢ co najwy»ej 3 rozwi¡zania rzeczywiste αk+1). Ze wzoru Cardano mo»na otrzyma¢ jedn¡
z zale»no±ci opisuj¡c¡ αi+1 dla danego αi:

αi+1 =
1

3 3
√
2

[
3

√
A+
√
B +

3

√
A−
√
B

]
,

gdzie A = 27αi +11, B = (27αi)
2 +22(27αi)− 135, natomiast pierwiastki kwadratowe i sze±cienne s¡

tutaj funkcjami rzeczywistymi. Je±li α ∈
(

1−
√
5

2 , 0
)
, to z (28), (23) i (27) dostajemy nierówno±ci:

1−
√
5

2
< x2n−1 < x2n+1 < 0 < x2n+2 < x2n <

1 +
√
5

2
,

a st¡d i z (26) zale»no±¢:

0 = lim
n→∞

(x2n+1 − x2n−1) = lim
n→∞

[(x2n − x2n−1)x22n−1(x42n−1 − 2x32n−1 + 2)],

czyli albo lim
n→∞

x2n−1 = 0 albo lim
n→∞

(x2n − x2n−1) = 0, co wobec (26) implikuje, »e:

lim
n→∞

x2n−1 = lim
n→∞

x2n = 0, tj. lim
n→∞

xn = 0.

Gdy α = 1−
√
5

2 , to xn = 0, n > 2, wi¦c lim
n→∞

xn = 0. Gdy α ∈
(
−1, 1−

√
5

2

)
, to z (23) oraz z (31)

wynika, »e musi istnie¢ n ∈ N takie, »e:

x1 < . . . < xn <
1−
√
5

2
i xn+1 ∈

[
1−
√
5

2
, 0

)
.

Zatem przypadek ten sprowadza si¦ do dwóch ostatnich i lim
n→∞

xn = 0. Je±li α ∈
(
0, 1+

√
5

2

)
i α 6= 1,

to z (23) oraz z (25) mamy, »e x2 ∈ (−1, 0). W konsekwencji równie» lim
n→∞

xn = 0. Gdy α = 1+
√
5

2 , to

xn = 0, n ∈ N, n > 2. Gdy α ∈
(

1+
√
5

2 , 2
)
oraz α /∈ {αi}∞i=1, to z (24), (23) oraz (31) dostajemy, »e

istnieje n ∈ N dla którego:

x1 > . . . > xn >
1 +
√
5

2
, xn+1 ∈

(
0,

1 +
√
5

2

]
oraz xn+1 6= 1.
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Zatem lim
n→∞

xn = 0. Gdy α = 2, to xn ≡ 2. Udowodnili±my wi¦c, »e ci¡g {xn} jest zawsze zbie»ny

(w rozszerzonym sensie) oraz zachodz¡ relacje:

lim
n→∞

xn =



−∞ gdy α < −1,
−1 gdy α ∈ {αi},
0 gdy α ∈ (−1, 2) \ {αi},
2 gdy α = 2,

+∞ gdy α > 2.

12. a) Udowodnimy jedynie, »e lim
n→∞

hn(α, β) = 0, gdy α+β > 1. W dowodzie wykorzystamy nast¦puj¡cy
fakt.

Lemat 4. Niech n ∈ N oraz {ai}ni=1 ⊂ R, {bi}ni=1 ⊂ R. Je±li a1 6 . . . 6 an i b1 6 . . . 6 bn, to:

n∑
i=1

aibi = max

{
n∑
i=1

aibσ(i)

∣∣∣σ jest permutacj¡ na zbiorze {1, . . . , n}

}
.

Dowód. Zobacz dla przykªadu [3] lub czasopismo �Kwant�, XII, 1985. �

W oparciu o ten lemat udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech an > an+1 > 0, bn > bn+1 > 0, lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0. Je±li zachodzi∑
anbn < +∞, to lim

n→∞

n−1∑
k=1

akbn−k = 0.

Dowód. Ustalmy dowolnie ε > 0. Dobieramy k1 ∈ N tak, by:

∞∑
k=k1

akbk 6
ε

3
, (32)

a nast¦pnie ustalmy k2 ∈ N, k2 > k1 + 2, tak, by:

bl

k1∑
k=1

ak 6
ε

3
(33)

oraz:

al

k1∑
k=1

bk 6
ε

3
(34)

dla ka»dego l ∈ N, l > k2. Wówczas, je±li n ∈ N, n > k1 + k2, to zachodzi rozkªad:

n−1∑
k=1

akbn−k =

k1∑
k=1

akbn−k +

n−1−k1∑
k=1+k1

akbn−k +

n−1∑
k=n−k1

akbn−k,
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przy czym:

k1∑
k=1

akbn−k 6 bn−k1

k1∑
k=1

ak
(33)

6
ε

3
,

n−1∑
k=n−k1

akbn−k 6 an−k1

k1∑
k=1

bk
(34)

6
ε

3

i wreszcie na podstawie lematu 4:

n−k1−1∑
k=1+k1

akbn−k 6
n−k1−1∑
k=1+k1

akbk 6
∞∑

k=1+k1

akbk
(32)

6
ε

3
.

Podsumowuj¡c, otrzymujemy:
n−1∑
k=1

akbn−k 6 ε,

co przez wzgl¡d na dowolno±¢ ε > 0 daje tez¦ twierdzenia 1. �

Uwaga. Niech ϕ : N → N b¦dzie dowoln¡ permutacj¡ (a nawet injekcj¡). Wówczas przy zaªo»eniach
twierdzenia 1 zachodzi równo±¢:

lim
n→∞

n∑
k=1

akbϕ(n−k) = 0.

Dowód tej zale»no±ci bazuje m.in. na ªatwej do sprawdzenia obserwacji, »e lim
n→∞

ϕ(n) =∞. Szczegóªy
dowodu tego faktu pozostawimy do udowodnienia Czytelnikowi.

16. Poka»emy jedynie dwa fakty. Wpierw, »e:

supAs = es, inf As = 1 + s,

supBs = e−s, inf Bs =

1− s, gdy s ∈ (0, 1),

0, gdy s > 1,

a nast¦pnie, »e powy»sze kresy nie s¡ osi¡gane w zbiorach odpowiednio As i Bs. B¦dziemy bazowa¢
na nast¦puj¡cych nierówno±ciach:

1 +
∑

ai <
∏

(1 + ai) < exp
(∑

ai

)
, gdy {ai} ∈ z, (35)

1−
∑

ai <
∏

(1− ai) < exp
(
−
∑

ai

)
, gdy {ai} ∈ z0, (36)

gdzie standardowo posªugujemy si¦ symbolami
∑
ai,
∏
(1+ai),

∏
(1−ai) oznaczaj¡cymi odpowiednio

sum¦ szeregu
∞∑
i=1

ai, warto±¢ iloczynu niesko«czonego
∞∏
i=1

(1+ai) oraz warto±¢ iloczynu niesko«czonego

∞∏
i=1

(1− ai).
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Dowód. �atwo sprawdzamy indukcyjnie, »e dla ka»dego n ∈ N:

1 +

n∑
i=1

ai 6
n∏
i=1

(1 + ai) 6 exp

(
n∑
i=1

ai

)
,

oraz:

1−
n∑
i=1

ai 6
n∏
i=1

(1− ai) 6 exp

(
−

n∑
i=1

ai

)
,

sk¡d równie»:

1 +
∑

ai 6
∏

(1 + ai) 6 exp
(∑

ai

)
, (37)

1−
∑

ai 6
∏

(1− ai) 6 exp
(
−
∑

ai

)
. (38)

Pozostaje zauwa»y¢, »e je»eli {ai} ∈ z, to:

1 +

∞∑
i=1

ai < (1 + a1)

(
1 +

∞∑
i=2

ai

)
(37)

6 (1 + a1)

∞∏
i=2

(1 + ai) =

∞∏
i=1

(1 + ai) = (1 + ai)

∞∏
i=2

(1 + ai)
(37)

6

6 (1 + a1) exp

( ∞∑
i=2

ai

)
< exp(a1) exp

( ∞∑
i=2

ai

)
= exp

( ∞∑
i=1

ai

)
,

natomiast gdy {ai} ∈ z0, to:

1−
∞∑
i=1

ai < (1− a1)

(
1−

∞∑
i=2

ai

)
(38)

6 (1− a1)
∞∏
i=2

(1− ai) =
∞∏
i=1

(1− ai) = (1− a1)
∞∏
i=2

(1− ai)
(38)

6

6 (1− a1) exp

(
−
∞∑
i=2

ai

)
< exp(−ai) exp

(
−
∞∑
i=2

ai

)
= exp

(
−
∞∑
i=1

ai

)
.

Z (35) wynika, »e dla ka»dego {ai} ∈ z, je±li
∑
ai = s, to

∏
(1 + ai) > 1 +

∑
ai = 1 + s. Zatem:

inf As > 1 + s. (39)

Poka»emy, »e równie» inf As 6 1 + s. Niech ε ∈ (0, s). De�niujemy ci¡g {ai(ε)}:

ai(ε) :=

s− ε, dla i = 1,

ε2−i+1, dla i > 1.

Oczywi±cie {ai(ε)} ∈ z oraz
∑
ai(ε) = s, a przy tym:

∏
(1 + ai(ε)) = (1 + s− ε)

∏
(1 + ε2−i)

(35)
< (1 + s− ε)eε. (40)

Poniewa» lim
ε→0

(1 + s − ε)eε = 1 + s, wi¦c z (40) dostajemy, »e inf As 6 1 + s, co wraz z (39) daje, »e

inf As = 1 + s.
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Teraz znajdziemy supAs. Z (35) wynika, »e dla ka»dego {ai} ∈ z, je±li
∑
ai = s, to

∏
(1 + ai) <

exp (
∑
ai) = es, czyli:

supAs 6 e
s. (41)

Poka»emy, »e równie» supAs > es. W tym celu dla ka»dego n ∈ N, n > 2 de�niujemy ci¡g
{
a
(n)
i

}∞
i=1

:

a
(n)
i :=

 s
n , dla 1 6 i 6 n− 1,

s
n2
−i+n−1, dla i > n.

Oczywi±cie zachodzi
{
a
(n)
i

}∞
i=1
∈ z oraz

∞∑
i=1

a
(n)
i = s. Ponadto:

∞∏
i=1

(
1 + a

(n)
i

)
=
(
1 +

s

n

)n−1 ∞∏
i=1

(
1 +

s

n
2−i
)
.

Mamy:

lim
n→∞

(
1 +

s

n

)n−1
= es

oraz:

1 <

∞∏
i=1

(
1 +

s

n
2−i
) (35)
< exp

( ∞∑
i=1

s

n
2−i

)
= e

s
n ,

sk¡d, wobec twierdzenia o trzech ci¡gach dostajemy:

lim
n→∞

[ ∞∏
i=1

(
1 +

s

n
2−i
)]

= 1.

Zatem lim
n→∞

[ ∞∏
i=1

(
1 + a

(n)
i

)]
= es, czyli supAs > es, a st¡d po uwzgl¦dnieniu (41) dostajemy supAs =

es. Wielko±ci inf Bs oraz supBs znajdujemy podobnie. I tak je±li {ai} ∈ z0,
∑
ai = s, to z (36):∏

(1− ai) < exp
(
−
∑

ai

)
= e−s,

sk¡d:
supBs 6 e

−s. (42)

Poka»emy, »e supBs > e−s. Tworzymy przeliczaln¡ rodzin¦ ci¡gów
{
a
(n)
i

}∞
i=1

dla n > [s] + 1, przyj-
muj¡c dla ka»dego i ∈ N:

a
(n)
i =:

 s
n , gdy 1 6 i 6 n− 1,

s
n2
−i+n−1, gdy i > n.

Oczywi±cie
{
a
(n)
i

}∞
i=1
∈ z0 i

∞∑
i=1

a
(n)
i = s. Mamy zwi¡zek:

∞∏
i=1

(
1− a(n)i

)
=
(
1− s

n

)n−1 ∞∏
i=1

(
1− s

n
2−i
)
.
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Poniewa»:

lim
n→∞

(
1− s

n

)n−1
= e−s

oraz z (36):

1− s

n
<

∞∏
i=1

(
1− s

n
2−i
)
< e−

s
n ,

wi¦c na podstawie twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy:

lim
n→∞

[ ∞∏
i=1

(
1− s

n
2−i
)]

= 1.

W konsekwencji lim
n→∞

[ ∞∏
i=1

(
1− a(n)i

)]
= e−s, czyli supBs > e−s, co wraz z (42) daje supBs = e−s.

Wyznaczymy teraz inf Bs. Przypadek s ∈ (0, 1). Je±li {ai} ∈ z0 i
∑
ai = s, to z (36) mamy

∏
(1−ai) >

1− s, a st¡d:

inf Bs > 1− s. (43)

Niech ε ∈ (0, s). De�niujemy ci¡g
{
a
(ε)
i

}
przyjmuj¡c:

a
(ε)
i :=

s− ε, dla i = 1,

ε2−i+1, dla i > 1.

�atwo sprawdzamy, »e
{
a
(ε)
i

}
∈ z i

∑
a
(ε)
i = s. Mamy zwi¡zek:

∏(
1− a(ε)i

)
= (1− s+ ε)

∞∏
i=1

(
1− ε2−i

) (36)

6 (1− s+ ε)e−ε. (44)

Poniewa» lim
ε→0

(1− s+ ε)e−ε = 1− s, wi¦c z (44) wynika, »e:

inf Bs 6 1− s. (45)

Oczywi±cie z (43) i (45) dostajemy, »e inf Bs = 1− s.

Rozwa»my wreszcie przypadek s > 1. Niech ε ∈ (0, 1), δ := s+ ε− 1. Poªó»my:

a
(ε)
i =:


1− ε, dla i = 1,

δ
bδc+2 , dla 2 6 i 6 bδc+ 2,

δ
bδc+22

−i+bδc+2, dla i > bδc+ 2.
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�atwo sprawdzamy, »e
{
a
(ε)
i

}
∈ z i

∑
a
(ε)
i = s. Zachodzi nierówno±¢:

∏(
1− a(ε)i

)
= ε

(
1− δ

bδc+ 2

)bδc+1 ∞∏
i=1

(
1− δ

bδc+ 2
2−i
)

(36)
< ε

(
1− δ

bδc+ 2

)bδc+1

e−
δ

bδc+2 < ε,

sk¡d lim
ε→0+

{∏(
1− a(ε)i

)}
= 0. Zatem inf Bs = 0. Rozpatrzmy teraz kwesti¦ osi¡gania kresów w zbio-

rach As i Bs. Jak wynika z nierówno±ci (35) dla ka»dego {ai} ∈ z, je±li
∑
ai = s, to 1+s <

∏
(1+ai) <

es. Jednocze±nie jak pokazali±my wy»ej inf As = 1+ s i supAs = es. Zatem kresy dolny i górny zbioru
As nie s¡ osi¡gane w tym zbiorze. Podobnie z nierówno±ci (36) dostajemy, »e dla ka»dego {ai} ∈ z0

je±li
∑
ai = s, to 1− s <

∏
(1− ai) < e−s, co wobec tego, »e:

supBs = e−s oraz inf Bs =

1− s, gdy s ∈ (0, 1),

0, gdy s > 1,

oznacza, »e kres górny zbioru Bs nie jest osi¡gany w Bs dla »adnego s > 0, natomiast kres dolny
zbioru Bs nie jest osi¡gnany w Bs dla »adnego s ∈ (0, 1]. Gdy s > 1, to nieosi¡ganie zera w zbiorze
Bs rozstrzyga nast¦puj¡ce twierdzenie � zob. [2]:

Twierdzenie 2. Je±li an ∈ (0, 1), n ∈ N, to:∏
(1− an) = 0⇐⇒ {an} ∈ r0.

�
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