
MINUT 2023 (5), s. 17�36

ISSN 2719-3063

Jakub J. LUDEW1, Michaª RÓ�A�SKI1, Adrian SMUDA1, Wiktor TOMICZEK2,
Roman WITU�A1

1Katedra Matematyki, Politechnika �l¡ska, ul. Kaszubska 23, 44-100 Gliwice
2Ucze« Akademickiego Liceum Ogólnoksztaªc¡cego Politechniki �l¡skiej, ul. Tadeusza Ko±ciuszki 54,
44-200 Rybnik

Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone �
zadania i problemy I

Streszczenie. Tytuª: Wybór zada« i problemów o ci¡gach. . . obejmuje trzy opracowania, które
nazwiemy dalej odpowiednio cz¦±ci¡ pierwsz¡, cz¦±ci¡ drug¡ oraz cz¦±ci¡ trzeci¡ pracy. W prezen-
towanej pierwszej cz¦±ci przedstawimy zestaw zada« i problemów do samodzielnego rozwi¡zania.
W cz¦±ci drugiej i trzeciej tej pracy zaprezentujemy rozwi¡zania i wskazówki do rozwi¡za« wielu
spo±ród zaproponowanych w cz¦±ci pierwszej pracy zada« i problemów.

Sªowa kluczowe: ci¡gi liczbowe, równania rekurencyjne, szeregi liczbowe, iloczyny niesko«czone,
liczba e, staªa Eulera, punkt skupienia ci¡gu, punkt akumulacji ci¡gu, zale»no±ci asymptotyczne
dla wybranych ci¡gów liczbowych.

We wszystkich trzech cz¦±ciach stosujemy nast¦puj¡ce, standardowe oznaczenia:

N = {1, 2, 3, . . .}, N0 := N ∪ {0}, Z = {x : x ∈ N0 ∨ −x ∈ N},
Q − zbiór liczb wymiernych, R − zbiór liczb rzeczywistych, R+ := {x : x ∈ R ∧ x > 0},

z :=

{
{an} ⊂ R+ :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r :=

{
{an} ⊂ R+ : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

z0 :=

{
{an} ⊂ (0, 1) :

∞∑
n=1

an <∞

}
, r0 :=

{
{an} ⊂ (0, 1) : lim

n→∞
an = 0 ∧

∞∑
n=1

an =∞

}
,

gdzie dla ci¡gów niesko«czonych: an ∈ R dla ka»dego n ∈ N, stosujemy specjalne oznaczenie: {an}.
Ponadto zapis: {an} ⊂ X, gdzie X ⊂ R, X 6= ∅, oznacza, »e (∀n ∈ N) : an ∈ X. Piszemy te» dla
zwi¦zªo±ci zapisu, »e {an} ⊂ R jest ci¡giem zerowym, je±li lim

n→∞
an = 0, czyli gdy {an} jest ci¡giem

zbie»nym do zera.
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1. Dla jakich warto±ci α ∈ R, zde�niowany poni»ej ci¡g {xn} jest zbie»ny:

x1 = α oraz xn+1 = |xn|β − δβ + δ, n ∈ N,

gdzie β, δ ∈ R+, β > 1, δ > 2(β−1)
−1

.

2. Niech a, α, x, s ∈ R+, α < 1. De�niujemy ci¡g {xn} nast¦puj¡co: x1 = x oraz xn+1 = αxn+(1−α)ax−sn
dla n ∈ N. Udowodnij, »e:

a) je±li α ∈ [s(s+ 1)−1, 1), to ci¡g {xn} jest zbie»ny do a(s+1)−1

;

b) je±li s > 1 i α < (s− 1)(s+ 1)−1, to ci¡g {xn} jest zbie»ny do a(s+1)−1

dokªadnie wtedy, gdy dla
pewnego indeksu n ∈ N mamy xn = a(s+1)−1

.

Problem. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu {xn} w przypadkach gdy s > 1 i α ∈
(
(s− 1)(s+ 1)−1, s(s+ 1)−1

)
oraz gdy s < 1 i α < s(s+ 1)−1.

3. Poka», »e dla dowolnego α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) ci¡g {xn} okre±lony nast¦puj¡co: x1 = α oraz xn+1 =

xn+[sgn(1−xn)]|1−xn|β dla n ∈ N, gdzie β ∈ (0, 1), ma dokªadnie dwa punkty skupienia: 1−2−(1−β)
−1

oraz 1 + 2−(1−β)
−1

.

4. Je±li dla dowolnych x1, x2 ∈ R+, przyjmiemy:

xn+2 =
√
xn+1 +

√
xn, n ∈ N,

to otrzymujemy ci¡g {xn} zbie»ny do
√

2. Zaªó»my ogólniej, »e dla pewnego k ∈ N, k > 2, dane s¡
liczby ci ∈ R+ oraz si ∈ (0, 1) dla indeksów i = 1, 2, . . . , k (dopuszczamy równie» przypadek, gdy
s1 = 1, c1 < 1 oraz si < 1 dla indeksów i > 1). Wówczas dla dowolnych xi ∈ R+ (i = 1, 2, . . . , k),
rekurencyjnie okre±lony ci¡g:

xn+k = c1x
s1
n + c2x

s2
n+1 + . . .+ ckx

sk
n+k−1, n ∈ N,

jest zbie»ny do granicy, której warto±¢ nie zale»y od przyj¦tych warunków pocz¡tkowych.

5. Niech x1 = β oraz xn+1 = α −
(

1 + 1
xn

)xn
, n ∈ N, gdzie α, β ∈ R+, α > e. Udowodnij, »e ci¡g {xn}

ma co najwy»ej dwa punkty skupienia. W szczególno±ci, gdy α > e+ 1
2 , to ci¡g {xn} jest zbie»ny.

Problem. Rozstrzygnij zbie»no±¢ ci¡gu {xn} w przypadku gdy e 6 α < e+ 1
2 .

6. Niech {xn} ⊂ R. Zaªó»my, »e istniej¡ k ∈ N oraz liczby p1, p2, . . . , pk ∈ R+ takie, »e zachodzi xn+k 6(
k∏
i=1

xpin+ki

)M
, gdzie M−1 :=

k∑
i=1

pi. Udowodnij, »e je±li k = 2 albo k > 2 i zachodzi nierówno±¢

p1 >
k∑
i=3

(i− 2)pi, to ci¡g {xn} jest zbie»ny.

Problem. Rozstrzygnij, na ile ostatnia nierówno±¢ determinuje zbie»no±¢ ci¡gu {xn}?

7. (Matthew Cook, Walter Janous oraz Marcin E. Kuczma, problem E 3388, AMM, 1990)1. Niech x1, x2 ∈
R+. Udowodnij, »e ci¡g {xn} okre±lony zale»no±ci¡ xn+2 = 2/(xn+1 + xn) dla dowolnego n ∈ N jest
zbie»ny.

1B¦dziemy odt¡d stosowa¢ skrót AMM dla nazwy czasopisma American Mathematical Monthly.
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8. (Benjamin G. Klein oraz John Layman, AMM, problem A 6559, 1987). Dane s¡ x0 = x2 = α, α ∈ R+

oraz x1 ∈ R. Poªó»my xn+1 = (xnxn−1 + 1)/xn−2 dla n ∈ N, n > 2.

a) Dla jakich liczb x1 ci¡g {x2n+2/x2n} jest zbie»ny? Znajd¹ warto±¢ ewentualnej granicy tego ci¡gu
jako funkcji zmiennej x1.

b) Udowodnij, »e dla ka»dego α ∈ R+, istnieje dokªadnie jedna liczba x1 ∈ R taka, »e ci¡g {xn+1/xn}
jest zbie»ny. Znajd¹ t¦ liczb¦ x1 oraz odpowiadaj¡c¡ jej warto±¢ granicy ci¡gu {xn+1/xn}.

9. (T. S. Voermans, Nieuw Archief voor Wiskunde, problem 759). Ci¡g liczb rzeczywistych {xn} okre±lony
jest zale»no±ci¡:

x1 = α, xn+1 =
x2n + 2xn − 1

2x2n
, n ∈ N,

gdzie α ∈ R, α > 1
2 . Udowodnij, »e iloczyn

∞∏
n=1

xn jest zbie»ny i znajd¹ jego warto±¢.

Uwaga. Podobnie jak przez szereg liczbowy
∞∑
n=1

an rozumiemy ci¡g sum cz¦±ciowych
{

N∑
n=1

an

}∞
N=1

,

tak przez iloczyn liczbowy niesko«czony
∞∏
n=1

an rozumiemy odpowiedni ci¡g iloczynów cz¦±ciowych{
N∏
n=1

an

}∞
N=1

. O ile dla dowolnego szeregu liczbowego
∞∑
n=1

an, w przypadku zbie»no±ci ci¡gu
{

N∑
n=1

an

}∞
N=1

,

jego granic¦ nazywamy sum¡ szeregu
∞∑
n=1

an, to dla danego iloczynu liczbowego niesko«czonego
∞∏
n=1

an,

w przypadku zbie»no±ci ci¡gu
{

N∏
n=1

an

}∞
N=1

, jego granic¦ b¦dziemy nazywa¢ warto±ci¡ iloczynu
∞∏
n=1

an.

10. Udowodnij, »e dla dowolnych α, β ∈ R+ ci¡g {xn} okre±lony nast¦puj¡co: x1 = α, x2 = β oraz
xn+2 = xn(1 + xn+1)−1, n ∈ N, ma co najwy»ej dwa punkty skupienia. Co wi¦cej, gdy β > α lub
α > β + β2, to ci¡g {xn} posiada dokªadnie dwa punkty skupienia.

Problem. Ile punktów skupienia ma ci¡g {xn} w przypadku gdy β < α < β + β2?

11. Zbadaj, w zale»no±ci od α ∈ R, zbie»no±¢ ci¡gu {xn} okre±lonego nast¦puj¡co: x1 = α oraz xn+1 =

xn(x2n − xn − 1), n ∈ N.

12. Poªó»my dla ka»dego n ∈ N oraz dla dowolnych α, β ∈ R+:

hn(α, β) =

n−1∑
k=1

k−α(n− k)−β

i

ln(α, β) =

n−2∑
k=2

(ln k)−α ln(n− k)−β

o ile n > 4. Udowodnij nast¦puj¡ce zale»no±ci:
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a) lim
n→∞

hn(α, β) =


∞, gdy α+ β < 1,

Γ(α)Γ(β), gdy α+ β = 1,

0, gdy α+ β > 1,

gdzie symbol Γ oznacza funkcj¦ gamma. Po de�nicj¦ oraz podstawowe wªasno±ci tej funkcji od-
syªamy zainteresowanego Czytelnika do podr¦cznika [13]. Odnotujmy jeszcze, »e otrzymany tu
wzór dla iloczynu funkcji gamma wi¡»e si¦ z tzw. funkcj¡ beta:

B(u, v) :=
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)

dla dowolnych u, v ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}. Gdy α, β ∈ (0, 1) oraz α+ β = 1, to:

Γ(α)Γ(β) = B(α, β),

albowiem Γ(1) = 1. Po wi¦cej szczegóªów oraz dobre wprowadzenie do zespolonej teorii funkcji
beta i gamma odsyªamy czytelnika do [27];

b) lim
n→∞

ln(α, β) =∞ dla dowolnych α, β ∈ R+;

c)
∞∑
n=1

hn(α, β) <∞ dokªadnie wtedy, gdy min{α, β} > 1.

13. (Uogólniona granica Eulera).

Eulerowi zawdzi¦czamy udowodnienie istnienia granicy lim
n→∞

(
n+1
n

)n
, jak te» zwrócenie uwagi na klu-

czow¡ rol¦ jak¡ odgrywa ta granica w matematyce. Równie» od Eulera wywodzi si¦ oznaczenie tej
granicy liter¡ e (zob. [6]). Poni»ej przedstawimy ogólny wariant tej granicy (Reza Farhadian [12]).
Niech {An} b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb rzeczywistych dodatnich takim, »e lim

n→∞
An+1

An
= 1. Przyj-

mijmy: dn := An+1 −An, n ∈ N. Udowodnij, »e:

lim
n→∞

(
An+1

An

)An
dn

= e.

Uwaga.

a) N. Batir oraz M. Cancan w pracy [5] udowodnili nast¦puj¡ce nierówno±ci:

exp

(
1− n

2(n+ c)2

)
6

(
1 +

1

n

)n
< exp

(
1− n

2(n+ d)2

)
(1)

dla ka»dego n ∈ N, gdzie c = 1√
2−ln 4

− 1 = 0, 27649 . . . oraz d = 1
3 . Dowód tych nierówno±ci

sprowadza si¦ do wykazania, »e funkcja:

ω(x) :=
1√

2
(
1
x − ln

(
1 + 1

x

)) − x, x > 0,

jest rosn¡ca w póªosi (0,∞). Wówczas nierówno±ci (1) wynikaj¡ z nierówno±ci:

ω(1) 6 ω(n) 6 ω(∞) := lim
x→∞

ω(x).
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Y. Hu oraz C. Mortici w pracy [19] wykazali zale»no±¢ asymptotyczn¡:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
exp

(
−1 +

n

2
(
n+ 1

3 −
1

12n

)2
)

= 1.

b) Jak wynika z nierówno±ci (1) dla ka»dego n ∈ N liczba e znajduje si¦ pomi¦dzy liczbami an :=(
1 + 1

n

)n
i bn :=

(
1 + 1

n

)n+1
. Fakt ten mo»na udowodni¢ te» na wiele innych sposobów. Przykªa-

dowo mo»na udowodni¢, »e ci¡g:

cn =

(
1 +

1

4n

)
an, n ∈ N

jest rosn¡cy, natomiast ci¡g:

dn =

(
1 +

1

2n

)
an, n ∈ N

jest malej¡cy.

W rozwi¡zaniu zadania M485 z czasopisma Kwant wydawanego w Rosji (chodzi o numer cza-
sopisma z czasów Rosji Radzieckiej) zauwa»ono, »e gdyby dla danego n ∈ N podzieli¢ przedziaª
[an, bn] na cztery podprzedziaªy o jednakowej dªugo±ci, to liczba e znalazªaby si¦ w drugim w
kolejno±ci podprzedziale � licz¡c od ko«ca an, a gdyby podzieli¢ przedziaª [an, bn] na osiem pod-
przedziaªów o jednakowej dªugo±ci, to e znalazªoby si¦ w czwartym kolejnym podprzedziale �
licz¡c od ko«ca an o ile n > 6. Drogi Czytelniku, czy potra�sz uogólni¢ te fakty na wi¦ksz¡ liczb¦
podziaªów przedziaªu [an, bn]?

c) Sanjay Kumar Khattri oraz Alfred Witkowski � polski matematyk specjalizuj¡cy si¦ w teorii

nierówno±ci � w pracy [20] rozwa»ali zbie»no±¢ ci¡gu
{(

1 + 1
n

)Mt(n+1,n)
}∞
n=1

gdzie dla dowolnych

x, y ∈ R+ liczby Mt(x, y), 0 6 t 6 1 tworz¡ ci¡gª¡ i monotoniczn¡ ze wzgl¦du na parametr t
rodzin¦ ±rednich takich, »e:

M0(x, y) :=
√
xy jest ±redni¡ geometryczn¡ liczb x i y,

M1(x, y) :=
x+ y

2
jest ±redni¡ arytmetyczn¡ liczb x i y.

Poniewa» dla dowolnych x, y ∈ R+, x 6= y zachodz¡ nierówno±ci (zob. [23]):

min{x, y} < √xy < L(x, y) <
x+ y

2
< max{x, y}, (2)

gdzie L(x, y) := x−y
ln x−ln y jest ±redni¡ logarytmiczn¡ liczb x i y, wi¦c ze wzgl¦du na równo±¢:

e =

(
1 +

1

n

)L(n+1,n)

,

z (2) otrzymujemy nierówno±ci:

(
1 +

1

n

)n
<

(
1 +

1

n

)√n(n+1)

< e <

(
1 +

1

n

)n+1+n
2

=

(
1 +

1

n

)n+ 1
2

<

(
1 +

1

n

)n+1

dla ka»dego n ∈ N.
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W pracy [20] udowodniono m.in., »e dla ±redniej Herona:

Het(x, y) := (1− t)√xy + t
x+ y

2
, 0 6 t 6 1,

zachodzi nierówno±¢:

e < Het(n+ 1, n)

dla dowolnych t > 1
3 oraz n ∈ N, natomiast dla ka»dego t ∈

(
0, 13
)
istnieje N = N(t) ∈ N, takie

»e dla ka»dego n ∈ N:

n > N(t) =⇒ e > Het(n+ 1, n).

Z kolei dla ±redniej Höldera zwanej te» ±redni¡ pot¦gow¡ Ht(x, y), t ∈ R, okre±lonej wzorem:

Ht(x, y) :=



max{x, y}, gdy t =∞,(
xt+yt

2

)1/t
, gdy t 6= 0,

√
xy, gdy t = 0,

min{x, y}, gdy t = −∞,

zachodzi nierówno±¢:

e 6 Ht(n+ 1, n)

dla dowolnych t > 1
3 oraz n ∈ N, z kolei dla dowolnych t 6 0 oraz n ∈ N zachodzi nierówno±¢

przeciwna:

e > Ht(n+ 1, n).

Wreszcie, dla ka»dego t ∈
(
0, 13
)
istnieje N = N(t) ∈ N, takie »e dla ka»dego n ∈ N:

n > N(t) =⇒ e > Ht(n+ 1, n).

14. (Zale»no±¢ asymptotyczna dla ±redniej geometrycznej elementów danego ci¡gu � opracowano na pod-
stawie pracy [7]). Niech {fk}∞k=1 b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb rzeczywistych dodatnich. Zaªó»my, »e
istniej¡ liczby r, w ∈ R oraz wielomian p ∈ R[x] speªniaj¡ce nast¦puj¡c¡ zale»no±¢ asymptotyczn¡:

lim
k→∞

fk
erkp(k) lnw k

= 1,

co zwyczajowo zapisujemy w nast¦puj¡cy sposób2

fk ∼ erkp(k) lnw k gdy k →∞.

2Dla dowolnych dwóch ci¡gów {an} ⊂ R+ i {bn} ⊂ R+ rozbie»nych do ∞ mówimy, »e ci¡gi te s¡ asymptotycznie

równowa»ne, gdy n d¡»y do niesko«czono±ci i piszemy an ∼ bn gdy n→∞, wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

an
bn

= 1.



Równania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny niesko«czone � zadania i problemy I 23

Udowodnij, »e wówczas dla dowolnej pary t1, t2 liczb rzeczywistych speªniaj¡cej warunek:

t1 < r − p(0) < t2

zachodz¡ oszacowania:

(
et1np(0) lnw n

)n
<

n∏
k=1

fk
kp(k)−p(0)

<
(
et2np(0) lnw n

)n
dla dostatecznie du»ych n ∈ N. Wyprowad¹ st¡d zale»no±¢:

lim
n→∞

(
1

n
ln

(
n∏
k=1

fk
kp(k)−p(0)

)
− p(0) lnn− ln (lnw n)

)n
= r − p(0)

lub równowa»nie:

lim
n→∞

n

√
n∏
k=1

fk
kp(k)−p(0)

np(0) lnw n
= er−p(0).

Na tej podstawie wywnioskuj nast¦puj¡ce, szczególne zale»no±ci dla granic:

a) lim
n→∞

n√
n!
n = 1

e ;

b) lim
n→∞

n

√
n∏
k=1

pk

n lnn = 1
e , gdzie {pk}k=1 jest ci¡giem wszystkich kolejnych liczb pierwszych;

c) lim
n→∞

n

√
n∏
k=1

fk

(n+1)n = 1
e−1 , gdzie fn :=

n∑
k=1

kn, n ∈ N.

15. Niech p ∈ R+. Przyjmijmy:

`<p =

{
{an} ∈ `p : istnieje q ∈ (0, p) takie, »e

∞∑
n=1

|an|q <∞

}
.

a) Podaj przykªad ci¡gu {an} ∈ `p \ `<p.

b) Udowodnij, »e zbiory `<p oraz `p \ 1<p s¡ g¦ste w przestrzeni `p.

Przypomnijmy, »e `p = `p(R) :=

{
{an} ⊂ R :

∞∑
n=1
|an|p <∞

}
, natomiast odlegªo±¢ (metryk¦) w `p

generuje norma:

∀{an} ∈ lp : ‖{an}‖ :=


( ∞∑
n=1
|an|p

)1/p

gdy p > 1,

∞∑
n=1
|an|p gdy p ∈ (0, 1).
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16. Dla ka»dego s ∈ R+ zde�niujmy nast¦puj¡ce zbiory:

As =

{ ∞∏
n=1

(1 + an) : {an} ∈ z oraz
∞∑
n=1

an = s

}
,

Bs =

{ ∞∏
n=1

(1− an) : {an} ∈ z0 oraz
∞∑
n=1

an = s

}
.

Znajd¹ liczby inf As, supAs, inf Bs i supBs. Poka», »e kresy dolne i górne zbiorów As i Bs nie s¡
osi¡gane w tych zbiorach. Udowodnij, »e zbiory As i Bs s¡ przedziaªami.

17. Opisz posta¢ zbiorów A∗s (s ∈ R+, s > 1) oraz B∗s (s ∈ (0, 1)) okre±lonych nast¦puj¡co:

A∗s =

{ ∞∑
n=1

an : {an} ∈ z oraz
∞∏
n=1

(1 + an) = s

}
,

B∗s =

{ ∞∑
n=1

an : {an} ∈ z0 oraz
∞∏
n=1

(1− an) = s

}
.

18. Powiemy, »e ci¡g iloczynów cz¦±ciowych jest ograniczony z doªu, je±li kres dolny tego ci¡gu jest dodat-

ni. Udowodnij, »e ograniczono±¢ z doªu ci¡gu iloczynów cz¦±ciowych
{

n∏
k=1

(1 + ak)

}
implikuje ograni-

czono±¢ z doªu nast¦puj¡cego ci¡gu sum cz¦±ciowych
{

n∑
k=1

ak

}
. Podaj kontrprzykªad do twierdzenia

odwrotnego.

Udowodnij, »e ograniczono±¢ z góry ci¡gu sum cz¦±ciowych
{

n∑
k=1

ak

}
, gdzie ak > −1 dla ka»dego

k ∈ N, poci¡ga ograniczono±¢ z góry nast¦puj¡cego ci¡gu iloczynów cz¦±ciowych
{

n∏
k=1

(1 + ak)

}
. Poka»,

»e podobnie jak wy»ej, twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

19. Zbadaj zbie»no±¢ szeregów
∞∑
n=2

αS(b,n), gdzie α ∈ (0, 1),

S(b, n) =
n∑
k=2

(ln k)bk−1 oraz b ∈ {−1, 0, 1}.

20. Niech {ak} ∈ r0. Udowodnij, »e je±li
∞∑
k=1

a2k < ∞ i
∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
= ∞, to

∞∑
n=1

n∏
k=1

(1 − ak) =

∞. Wyka» na przykªadzie, »e zaªo»enie
∞∑
k=1

a2k < ∞ w tym stwierdzeniu jest istotne. Poka», »e je±li

∞∑
n=1

exp

(
−

n∑
k=1

ak

)
<∞, to

∞∑
n=1

n∏
k=1

(1− ak) <∞.

Uwaga. Z powy»szych stwierdze« oraz z rozwi¡zania zadania 14 mo»na wywnioskowa¢ nast¦puj¡ce

fakty:
∞∑
n=2

n∏
k=2

(
1− y

k ln(k)

)
=∞ dla ka»dego y ∈ R+\{k ln (k) : k ∈ N ∧ k > 2}; szereg

∞∑
n=2

n∏
k=2

(
1− y

k

)
jest rozbie»ny dla y ∈ (0, 1] i jest zbie»ny dla pozostaªych y ∈ R+; szereg

∞∑
n=2

n∏
k=2

(
1− y ln(k)

k

)
jest

zbie»ny dla dowolnego y ∈ R+.
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21. (Wariant twierdzenia Riemanna o aproksymacji liczb rzeczywistych podszeregami) Niech {an} ∈ r.
Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ (0,∞], istnieje rosn¡cy ci¡g {kn} liczb naturalnych taki, »e:

∞∑
n=1

akn = x oraz lim
n→∞

(kn+1 − kn) =∞.

22. a) Podaj przykªad ci¡gu {an} ∈ r takiego, »e dla ka»dego rosn¡cego ci¡gu {kn} ⊂ N, je»eli jest

speªnione lim sup
n→∞

kn+1k
−1
n <∞, to

∞∑
n=1

akn =∞.

b) Znajd¹ ci¡g {bn} ∈ r taki, »e dla pewnego rosn¡cego ci¡gu {kn} ⊂ N mamy lim
n→∞

kn+1k
−1
n = 1

oraz
∞∑
n=1

bkn <∞.

23. Udowodnij, »e dla ka»dego nierosn¡cego ci¡gu {an} ∈ r istnieje ci¡g mno»ników {εn} ⊂ {±1} dla
którego:

∞∑
n=1

εnan =∞ oraz lim
n→∞

1+n (n− 1+n )−1 = 1,

gdzie dla ka»dego n ∈ N symbol 1+n oznacza liczb¦ indeksów i ∈ N, i 6 n, takich, »e εi = 1.

24. Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ R, dla ka»dego ci¡gu {xn} ∈ r oraz dla dowolnego wielomianu p nad R

takiego, »e p(0) = 0 i p′(0) 6= 0, istnieje ci¡g mno»ników {εn} ⊂ {±1} o wªasno±ci
∞∑
n=1

p(εnxn) = x.

25. (Soichi Kakeya, 1914 zob. [4]). Niech {an}n∈N b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych zbie»nym do zera.
Dla ka»dego zbioru B ⊂ N szereg:

∑
n∈B

an :=

 ∑
k∈{1,...,n}∩B

ak


∞

n=1

,

gdzie przyjmujemy
∑
k∈∅

ak := 0, nazywamy podszeregiem szeregu
∞∑
n=1

an =
∑
n∈N

an. W szczególno±ci

gdy B ⊂ N jest zbiorem sko«czonym, to szereg
∑
n∈B

an nazywamy sko«czonym podszeregiem szeregu∑
n∈N

an. B¦dziemy tu rozwa»a¢ zbiór E = E(a) sum podszeregów szeregu a :=
∑
n∈N

an:

E = E(a) :=

{
x ∈ R | ∃B ⊂ N :

∑
n∈B

an = x

}
.

Zwró¢my w tym momencie uwag¦ na fakt, »e symbol
∑
n∈B

an, gdzie B ⊂ N mo»e oznacza¢ tu za-

równo odpowiedni podszereg szeregu
∞∑
n=1

an, jak te» sum¦ tego podszeregu. Udowodnij nast¦puj¡ce

twierdzenia:

a) je±li a = {an}∞n=1 ⊂ R+ i
∑
n∈N

an =∞, to E(a) = (0,∞],3

3Wzmocnion¡ wersj¦ tego twierdzenia sformuªowano w zadaniu 21.



26 J.J. Ludew, M. Ró»a«ski, A. Smuda, W. Tomiczek, R. Wituªa

b) je±li
∞∑
n=1
|an| <∞, to zbiór E(a) jest domkni¦ty,

c) je±li a = {an}∞n=1 ⊂ R+ oraz
∞∑
n=1

an <∞, to zbiór E(a) nie posiada punktów izolowanych, innymi

sªowy, na podstawie b), zbiór E(a) jest zbiorem doskonaªym,

d) je±li a = {an}∞n=1 ⊂ R+ oraz
∞∑
n=1

an <∞ i dodatkowo zachodzi:

an 6
∞∑

k=n+1

ak

dla ka»dego n ∈ N, mówimy wówczas, »e szereg
∞∑
n=1

an jest wolno zbie»ny, to:

E(a) =

[
0,

∞∑
n=1

an

]
. (3)

Udowodniono ponadto, »e je±li zachodzi równo±¢ (3), to szereg
∞∑
n=1

an jest wolno zbie»ny. W pracy

[30] wykorzystano ten fakt do udowodnienia twierdzenia z elementarnej teorii miary gªosz¡cego,
»e ka»da miara nieujemna bezatomowa posiada wªasno±¢ Darboux,

e) je±li a = {an}∞n=1 ⊂ R+ oraz
∞∑
n=1

an <∞ i dodatkowo zachodzi:

an >

∞∑
k=n+1

ak

dla ka»dego n ∈ N, mówimy wówczas, »e szereg
∞∑
n=1

an jest szybko zbie»ny, to zbiór sum pod-

szeregów E(a) jest homeomor�czny z klasycznym trójkowym zbiorem Cantora. Ponadto granica

lim
n→∞

2n
∞∑

k=n+1

ak jest równa mierze Lebesgue'a zbioru E(a).

Uwaga ko«cowa. Peªn¡ topologiczn¡ klasy�kacj¦ zbiorów postaci E(a) podali dopiero J.A. Guthrie
oraz J.E. Nyman w pracy [14], niestety z bª¦dami skorygowanymi pó¹niej w pracy [26]. Je±li a ⊂ R+ jest

ci¡giem {an}∞n=1 takim, »e
∞∑
n=1
|an| <∞, to zbiór E(a) albo jest zbiorem sko«czonym, albo jest sum¡

mnogo±ciow¡ sko«czonej rodziny przedziaªów domkni¦tych i ograniczonych, albo jest homeomor�czny
z trójkowym zbiorem Cantora, albo jest (tej mo»liwo±ci brakowaªo w oryginalnej wersji pracy [14]) tzw.
M-Cantordziaªem (od angielskiej nazwy M-Cantorval). Po szczegóªy, w tym de�nicj¦ M-Cantordziaªu,
odsyªamy zainteresowanego Czytelnika do pracy [4].

26. Niech {an} ∈ z. Poªó»my rn =
∞∑
k=n

ak, n ∈ N. Wówczas dla ka»dego p ∈ (0, 1) mamy:

∞∑
n=1

anr
−p
n < (1− p)−1

( ∞∑
n=1

an

)1−p

,
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przy czym staªa (1−p)−1 po prawej stronie znaku nierówno±ci jest najlepsza (AMM, problem E 2996,
1983). Innymi sªowy, dla ka»dego p ∈ (0, 1) zachodzi nierówno±¢:

∞∑
n=1

anr
−p
n( ∞∑

n=1
an

)1−p <
1

1− p

i oszacowania tego nie da si¦ poprawi¢.

Uwaga. Podan¡ powy»ej nierówno±¢ znale¹¢ mo»na w wielu standardowych podr¦cznikach, np. w [13],
jednak bez zaakcentowania faktu, »e staªa (1− p)−1 jest najlepsza.

27. Podaj przykªad ci¡gu {an} liczb rzeczywistych zbie»nego do zera, takiego »e:

a) szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny oraz
∞∑
n=1

akn =∞ dla pozostaªych k ∈ N;

b) szereg
∞∑
n=1

akn jest zbie»ny dla wszystkich k ∈ (2N− 1) za± dla wszystkich k ∈ 2N jest rozbie»ny.

(George Pólya [3]). Dla dowolnego M ⊂ N skonstruuj ci¡g {an} ⊂ R zbie»ny do zera, taki »e

szereg
∞∑
n=1

a2k−1n , gdzie k ∈ N, jest zbie»ny dokªadnie wtedy, gdy k ∈M .

28. a) (Andrew Lenard, AMM). Niech n ∈ N. Udowodnij, »e je±li a1, a2, . . . , an s¡ liczbami zespolonymi
speªniaj¡cymi warunki:

n∑
i=1

ari = 0 (r = 1, 2, . . . , n),

to wszystkie te liczby musz¡ by¢ równe zero. Podaj przykªad ci¡gu {an} ⊂ C \ {0} takiego, »e
ka»dy z szeregów

∞∑
n=1

arn, r ∈ N, jest zbie»ny do zera.

b) (Jacob Sturm, AMM, problem E 3384, 1990). Niech {an} b¦dzie ró»nowarto±ciowym ci¡giem

liczb zespolonych takim, »e szereg
∞∑
n=1
|an| jest zbie»ny. Niech {cn} ⊂ C \ {0} b¦dzie ci¡giem

ograniczonym. Udowodnij, »e wtedy dla niesko«czenie wielu liczb naturalnych r mamy
∞∑
n=1

cna
r
n 6=

0.

29. Niech π = {(n,m) ∈ N2 : n 6 m} oraz zde�niujmy przedziaª liczb naturalnych I(n,m), kªad¡c
I(n,m) = {k ∈ N : n 6 k 6 m} dla ka»dej pary (n,m) ∈ π. Z kolei ka»dy zbiór postaci {k ∈ N : k >

n}, gdzie n ∈ N, b¦dziemy nazywali póªosi¡ na N.

Niech σ ⊂ π, σ 6= ∅. Je±li ci¡g {an} liczb rzeczywistych speªnia nast¦puj¡cy warunek:

(∀ε > 0)(∃kε ∈ N)(∀(n,m) ∈ σ) : n > kε ⇒ |an − am| 6 ε,

to powiemy, »e ci¡g {an} jest σ�ci¡giem Cauchy'ego.

Udowodnij poni»sze twierdzenie.
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Twierdzenie 1. Niech σ ⊂ π. Na to, by ka»dy monotoniczny σ�ci¡g Cauchy'ego {an} liczb rzeczy-

wistych byª zbie»ny (tj. by byª równie» π�ci¡giem Cauchy'ego) potrzeba i wystarcza, by dla ka»dego

N ∈ N zbiór:

J(N, σ) =
⋃
{I(n,m) : (n,m) ∈ σ oraz n > N}

zawieraª póªo± na N.

30. (Erwin Kronheimer, problem A 6516, AMM). Czy istniej¡ liczby rzeczywiste s1, s2, s3, . . ., nie wszystkie
równe zero, takie »e ka»dy z nast¦puj¡cych szeregów jest zbie»ny:

s1 + s2 + s3 + . . . ,

s1 + (s1 + s2) + (s1 + s2 + s3) + . . . ,

s1 + [s1 + (s1 + s2)] + [s1 + (s1 + s2) + (s1 + s2 + s3)] + . . . ,

itd.

31. a) Albert Wilansky sformuªowaª w Mathematics Magazine ciekawy problem. Czy nast¦puj¡ce stwier-

dzenie mo»e sªu»y¢ jako kryterium zbie»no±ci dowolnego szeregu
∞∑
n=1

an o skªadnikach rzeczywi-

stych? Je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje ci¡g {bn} ⊂ R taki, »e szereg
∞∑
n=1

anbn jest zbie»ny oraz

|1 − bn| < ε dla ka»dego n ∈ N, to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny. Odpowied¹ brzmi: �NIE MO�E�.

W zwi¡zku z tym podaj przykªad szeregu rozbie»nego
∞∑
n=1

an, gdzie lim
n→∞

an = 0, dla którego

istnieje ci¡g {bn} ⊂ R zbie»ny do 1, taki »e szereg
∞∑
n=1

anbn jest zbie»ny. Udowodnij równie»

nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech {an}, {bn} ∈ r. Je±li lim
n→∞

anb
−1
n = 1, to dla dowolnych x ∈ R oraz

ε ∈ R+ istniej¡ ci¡gi {δn}, {σn} ⊂ R, obydwa zbie»ne do 1 i speªniaj¡ce warunki:

x = a1δ1 − b1σ1 + a2δ2 − b2σ2 + . . .+ anδn − bnσn + . . .

oraz |1− δn| < ε i |1− σn| < ε dla wszystkich n ∈ N.

b) Nale»y podkre±li¢, »e nawet do±¢ radykalne wzmocnienie zaªo»e« w rozwa»anym w podpunkcie a)
stwierdzeniu Wilansky'ego, w dalszym ci¡gu nie prowadzi do otrzymania skutecznego kryterium
badania zbie»no±ci szeregów, o czym przekonuje nas nast¦puj¡cy fakt. Dla ka»dej przeliczalnej

rodziny ci¡gów {εk,n}∞n=1 ∈ r, k ∈ N, istnieje szereg
∞∑
n=1

an rozbie»ny taki, »e dla ka»dego k ∈ N

istnieje ci¡g {bk,n}∞n=1 ⊂ R dla którego szereg
∞∑
n=1

anbk,n jest zbie»ny i jednocze±nie |1− bk,n| <

εk,n dla wszystkich n ∈ N. Na zako«czenie zwró¢my uwag¦, »e dopiero peªne wzmocnienie zaªo»e«
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w stwierdzeniu Wilansky'ego, tak jak w twierdzeniu poni»ej, prowadzi do otrzymania kryterium
zbie»no±ci obejmuj¡cego wszystkie szeregi liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 3. Niech
∞∑
n=1

an b¦dzie szeregiem liczb rzeczywistych. Je±li dla pewnego ci¡gu {εn} ∈

z istnieje ci¡g {bn} ⊂ R taki, »e szereg
∞∑
n=1

anbn jest zbie»ny oraz |1 − bn| < εn dla wszystkich

n ∈ N, to szereg
∞∑
n=1

an te» jest zbie»ny.

32. Dany jest ci¡g zerowy {an} ⊂ R. Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ R istniej¡ ci¡gi {λn} oraz {µn} liczb
caªkowitych, dla których:

x =

∞∑
n=1

λnan =

∞∏
n=1

µnan

(AMM, problem A 6240, 1978).

Udowodnij równie» nast¦puj¡ce, cz¦±ciowe uogólnienie tego rezultatu. Dany jest ci¡g {xn}∞n=0 ⊂ R+

taki, »e x0 = 0 i lim
n→∞

xn =∞. Je±li lim
n→∞

(xn+1 − xn)x−1n = 0, to dla ka»dego ci¡gu zerowego {an} ⊂
R \ {0} oraz dla ka»dego x ∈ R istnieje ci¡g {εn}, którego ka»dy element nale»y do zbioru {εxn : n ∈
N0 i ε = ±1}, taki »e

∞∑
n=1

εnan = x oraz εn 6= 0 dla niesko«czenie wielu indeksów n ∈ N.

Z powy»szego twierdzenia wynika mi¦dzy innymi nast¦puj¡cy wniosek. Niech s ∈ R+. Wtedy dla
ka»dego ci¡gu zerowego {an} ⊂ R \ {0} oraz dla ka»dego x ∈ R istnieje ci¡g {εn}, którego wszystkie

elementy nale»¡ do zbioru {±ns : n ∈ N0}, taki »e
∞∑
n=1

εnan = x.

33. Niech a1, . . . , ak ∈ R+, gdzie k jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e nast¦puj¡cy szereg jest
zbie»ny:

∞∑
n=1

 k∑
i=1

a
k/n
i − k

(
k∏
i=1

ai

)1/n
 .

34. Niech {an}, {εn} ⊂ R+. Udowodnij, »e je±li ci¡g {an} jest ograniczony, an+1 > an−εn dla dostatecznie
du»ych n ∈ N oraz {εn} ∈ z, to ci¡g {an} jest zbie»ny. Natomiast, je±li {εn} ∈ r, to dla ka»dego
domkni¦tego i niepustego przedziaªu I ⊂ R mo»na poda¢ przykªad ograniczonego ci¡gu {bn} ⊂ R,
speªniaj¡cego nierówno±¢ bn+1 > bn − εn dla ka»dego n ∈ N i którego zbiorem punktów skupienia jest
przedziaª I.

35. Niech s ∈ R+. Poªó»my an = ns
( ∞∑
k=n

k−s−1
)

dla n ∈ N. Udowodnij, »e wówczas ci¡g {an} jest

zbie»ny do s−1 i zachodz¡ nierówno±ci:

1

2
s(1− s) 6 lim inf

n→∞
n−2(ana

−1
n+1 − 1)

oraz:

lim sup
n→∞

n−2(ana
−1
n+1 − 1) 6

1

2
s(s+ 1).
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Poka», »e je»eli s 6 1, to ci¡g {an} jest malej¡cy.

36. Niech {bn} ⊂ R+. Udowodnij, »e je±li ci¡g {bnb−1n+1} jest zbie»ny do liczby α < 1, to:

lim
n→∞

bn

( ∞∑
k=n

b−1k

)
= (1− α)−1.

37. (Albert Wilansky, AMM, problem A 6469, 1984). Czy istnieje przeliczalna rodzina E ci¡gów liczb
rzeczywistych, dla której zachodzi równo±¢:

E∗ =

{
{xn} ⊂ R :

∞∑
n=1

|xn| <∞

}
,

gdzie rodzina E∗ okre±lona jest nast¦puj¡co:

E∗ =

{
{xn} ⊂ R : szereg

∞∑
n=1

xnyn jest zbie»ny dla ka»dego {yn} ∈ E

}
.

Odpowied¹ na ten problem jest negatywna. By si¦ o tym przekona¢, proponujemy Czytelnikowi udo-
wodnienie nast¦puj¡cych dwóch twierdze«.

Twierdzenie 4. Dla ka»dej przeliczalnej rodziny
{
t
(i)
n

}∞
n=1

, i ∈ N, ograniczonych ci¡gów liczb rzeczy-

wistych, istnieje szereg rzeczywisty
∞∑
n=1

xn, warunkowo zbie»ny taki, »e ka»dy szereg
∞∑
n=1

t
(i)
n xn, i ∈ N,

równie» jest zbie»ny.

Twierdzenie 5. Dla ka»dego nieograniczonego ci¡gu {tn} ⊂ R, istnieje szereg rzeczywisty
∞∑
n=1

xn,

bezwzgl¦dnie zbie»ny taki, »e szereg
∞∑
n=1

tnxn jest rozbie»ny.

38. Niech α ∈ R b¦dzie liczb¡ algebraiczn¡ stopnia > 2, tj. tak¡ liczb¡ rzeczywist¡ dla której istnieje
wilomian ϕ nad Q stopnia drugiego taki, »e ϕ(α) = 0, ale ψ(α) 6= 0 dla ka»dego wielomianu ψ nad
Q stopnia pierwszego. Niech {pnq−1n } ⊂ Q b¦dzie ci¡giem zbie»nym do α, przy czym {pn} ⊂ Z oraz
{qn} ⊂ N. Udowodnij, »e wówczas:

lim
n→∞

|α− pnq−1n |q
−1
n = 1.

39. Niech γ b¦dzie staª¡ Eulera, tj. liczb¡ okre±lon¡ jako granica ci¡gu {Dn}, gdzie:

Dn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− ln(n), n ∈ N.

a) (Laszlo Toth, problem E 3432, 1991). Udowodnij, »e wówczas dla ka»dego n ∈ N, zachodz¡
nierówno±ci:

1

2n+ 2/5
< Dn − γ <

1

2n+ 1/3
,
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przy czym 1/3 nie mo»e by¢ zast¡piona przez liczb¦ wi¦ksz¡, natomiast liczba 2/5 mo»e by¢
pomniejszona.

b) (Duane W. DeTemple [10], [9]). Przyjmijmy teraz:

Rn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− ln

(
n+

1

2

)
dla n ∈ N. Wtedy, dla ka»dego n ∈ N, zachodz¡ nierówno±ci:

1

24(n+ 1)2
< Rn − γ <

1

24n2
.

Warto jeszcze nadmieni¢, »e Duane DeTemple oraz Shun�Hwa Wang udowodnili w pracy [11]
nast¦puj¡c¡ zale»no±¢ asymptotyczn¡ (zob. stopk¦ na stronie 22):

Rn ∼ γ +
1

24

(
n+

1

2

)−2
− 7

960

(
n+

1

2

)−4
+

31

8064

(
n+

1

2

)−6
+

− 127

30720

(
n+

1

2

)−8
−
B2k

(
1
2

)
2k

(
n+

1

2

)−2k
+ pk(n),

(4)

gdzie Bn(x) oznacza n�ty wielomian Bernoulliego (zob. [2]) oraz dla ka»dego k ∈ N zachodz¡
nierówno±ci:

0 < (−1)kpk(n) <

∣∣B2k+2

(
1
2

)∣∣
2k + 2

(
n+

1

2

)−2k−2
.

Niezwykle interesuj¡cy jest tu fakt odkryty przez Weiping Wanga w pracy [29], »e dla dowolnego
m ∈ N zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢ asymptotyczna:

1 +
1

2
+ . . .+

1

n
∼ 1

2
ln

(
2m+

1

4

)
+ γ +

1

24

(
2m+

1

4

)−1
+

− 7

960

(
2m+

1

4

)−2
+

31

8064

(
2m+

1

4

)−3
− 127

30720

(
2m+

1

4

)−4
+ . . .

(5)

mamy tu szereg pot¦gowy wzgl¦dem wyra»enia
(
2m+ 1

4

)−1
, gdy n → ∞, gdzie przy kolejnych

pot¦gach wyra»enia
(
2m+ 1

4

)−1
mamy te same wspóªczynniki co przy kolejnych pot¦gach wyra-

»enia
(
n+ 1

2

)−2
we wzorze (4). Wzór (5) jest szczególnym przypadkiem nast¦puj¡cej zale»no±ci

asymptotycznej W. Wanga [29]: dla dowolnego h ∈ R oraz m ∈ N mamy:

1 +
1

2
+ . . .+

1

n
∼1

2
ln (2m+ h) +

n∑
k=1

αk(h)

(2m+ h)k

gdy n→∞, gdzie ci¡g {αk(h)}∞k=1 okre±lony jest rekurencyjnie:

α1(h) =
1− 3h

6
,

αk(h) = 2kRk +
(−h)k

2k
−
k−1∑
i=1

(−1)k−i
(
k − 1

k − i

)
αi(h)hk−i



32 J.J. Ludew, M. Ró»a«ski, A. Smuda, W. Tomiczek, R. Wituªa

dla ka»dego k = 2, 3, . . . oraz gdzie R1 = 1
12 ,

2kRk =
1

4k
− B2k

2k
−
k−1∑
j=1

2jRj

(
2k − j − 1

j − 1

)

dla ka»dego k = 2, 3, . . . Symbolem B2k oznaczamy liczby Bernoulliego o parzystych indeksach.

c) (Marian Tetiva, Abdelhak Berkane, problem 12194 AMM 129 (2022), 386�387). Udowodnij, »e:

∞∑
n=1

(
Dn − γ −

1

2n

)
=

1 + γ − ln(2π)

2
.

Uwaga ko«cowa. Staªej Eulera po±wi¦cona jest ksi¡»ka [17] autorstwa Juliana Havila.

40. (Paul Erd®s, AMM, problem E 3200, 1987). Dany jest ci¡g {xn} ⊂ R+ rosn¡cy i nieograniczony.
Udowodnij, »e je±li (a1 + a2 + . . . + an)/an → ∞, to N(x)/ ln(x) → ∞ gdy x → ∞, gdzie N(x) =∑
N3n: an<x

1.

41. (Paul Erd®s, Nieuw Archief voor Wiskunde, problem 589). Niech {an} b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb
naturalnych. Poªó»my:

N(x) =
∑

N3n: an<x
1 oraz f(n) =

∑
N3i: ai<n

(n− ai)−1.

Udowodnij, »e:

a) je±li lim
x→∞

x−1N(x) = c > 0, to f(n)→∞,

b) warunek N(x) > cx dla wszystkich x ∈ R+, gdzie c jest pewn¡ staª¡ dodatni¡ nie implikuje
zale»no±ci f(n)→∞ gdy n→∞,

c) (J. Pach) je±li lim sup
x→∞

x−1N(x) ln(x) > c, to lim sup
n→∞

f(n) > c.

42. (Warren Stenberg [28]). Rozwa»my ci¡g {an} ∈ r. Dla ka»dego x ∈ R+ przyjmijmy:

N(x) :=

∣∣∣∣{n ∈ N : an >
1

x

}∣∣∣∣ .
Uzasadnij, »e funkcja ta jest funkcj¡ niemalej¡c¡ zmiennej x ∈ R+, przy czym lim

x→∞
N(x) =∞.

a) Udowodnij nast¦puj¡cy fakt. Niech N(x) 6= o(x), czyli nie zachodzi warunek lim
x→∞

N(x)
x = 0. Niech

m, p ∈ R+, p > 1 oraz 0 < K < lim sup
x→∞

N(x)
x . Wówczas istnieje t > m dla którego:

N(pt)−N(t) >
k

2
(p− 1)t.

b) Na podstawie powy»szego faktu udowodnij, »e dla ka»dej permutacji h na N istnieje podci¡g {cn}
ci¡gu {ah(n)} speªniaj¡cy warunek:

∞∑
n=1

cn =∞ oraz
∞∑
n=1

|cn − cn+1| <∞.
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43. a) Dany jest ci¡g niemalej¡cy {bn} ⊂ R+ speªniaj¡cy warunki: lim
n→∞

bn = ∞ oraz
∞∑
n=1

b−1n = ∞.

Poka», »e na to, by dla ka»dego nierosn¡cego ci¡gu {an} ∈ z zachodziªa równo±¢ lim
n→∞

anbn = 0

potrzeba i wystarcza, by:

lim inf
n→∞

nb−1n > 0.

b) (Donald A. Darling, AMM, problem 10412 � zob. [8]). Dany jest ci¡g {an} ⊂ R+. Udowodnij, »e
na to, by dla ka»dego ci¡gu nierosn¡cego {bn} ⊂ R+ dla którego nierówno±¢ bn > an zachodzi

dla niesko«czenie wielu indeksów n ∈ N speªniony byª warunek
∞∑
n=1

bn =∞ potrzeba i wystarcza,

by:

lim inf
n→∞

nan > 0.

Uwaga. Podpunkt b) stanowi w pewnym sensie odwrotny wariant punktu a). Nale»y jedynie zast¡pi¢
tu ci¡gi {an} i {bn} przez odpowiednio ci¡gi {bn} i {an} z punktu a).

44. (Grahame Bennet, AMM, problem E 3201, 1987). Niech {an} ∈ z. Powiemy, »e szereg
∞∑
n=1

an jest

szybko zbie»ny, je±li istnieje ci¡g {bn} ⊂ R+ taki, »e:

∞∑
n=N

an

(
N∑
m=1

bm

)
= O(bN ).

45. a) Zaªó»my, »e liczba α ∈ R speªnia warunek 2nα 6= kπ dla dowolnych k ∈ Z oraz n ∈ N. Udowodnij,
»e wtedy ci¡g {sin(2nα) : n ∈ N} nie jest zbie»ny.

b) Czy istnieje α ∈ R+ takie, »e zero jest punktem skupienia ci¡gu {nα sin(n)}? Zauwa»my tylko, »e
gdy α > 41, to jedynymi punktami skupienia tego ci¡gu s¡ ±∞. Wynika to m.in. z nast¦puj¡cego
rezultatu Kurta Mahlera z pracy [22] z 1953 roku, »e dla dowolnych m,n ∈ N, m,n > 2, zachodzi
oszacowanie: ∣∣∣π − n

m

∣∣∣ > m−42.

Podkre±lmy, »e wykªadnik 42 w tym oszacowaniu byª nast¦pnie redukowany � poprawnie �
przez Mahlera do 30, gdy m jest dostatecznie du»e, przez M. Mignotte'a do 20, G.V. Chud-
novsky'ego do 19,8899944 . . . i wreszcie przez Masayoshiego Hat¦ do 13,394 w pracy [15]. Jako
ciekawostk¦ przytoczmy jeszcze jeden fakt, »e gdy β > 6, to jedynymi punktami skupienia ci¡gu
{nβ sin(

√
3n) : n ∈ N} s¡ ±∞. Wynika to podobnie jak poprzedni fakt z oszacowania udowodnio-

nego tym razem przez M. Hat¦ w pracy [16], a pozostaj¡cego w tym samym stylu co oszacowanie
Mahlera: dla dowolnego ε > 0 istnieje q0(ε) ∈ N, takie »e:∣∣∣∣ π√3

− p

q

∣∣∣∣ > q−ξ−ε

dla dowolnych p, q ∈ N, gdzie q > q0(ε) oraz ξ = 4,601579 . . .
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c) (Paul R. Cherno�, AMM, problem A 6336, 1981). Niech k ∈ N i niech a1, a2, . . . , ak b¦d¡ liczbami
rzeczywistymi. Udowodnij, »e je±li:

lim
n→∞

sin(na1) sin(na2) . . . sin(nak) = 0,

to co najmniej jedna z liczb ai, 1 6 i 6 k jest caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ liczby π.

d) Nast¦puj¡cy problem, jednak w nieprawidªowym sformuªowaniu, zaproponowaª Vladimir Naro-
ditsky w AMM (problem A 6442, 1983). Tutaj podajemy wesj¦ skorygowan¡. Niech N ∈ N oraz
ak, λk ∈ R, dla k = 1, . . . , N . Udowodnij, »e je±li nast¦puj¡ca granica istnieje:

lim
t→∞

N∑
n=1

ak exp(iλit),

to albo akλk = 0 dla ka»dego k = 1, . . . , N , albo wszystkie lambdy s¡ identyczne i a1 +a2 + . . .+

aN = 0.

46. Poªó»my S(τ) =
{
| sinn|nτ : n ∈ N

}
dla ka»dego τ ∈ R.

a) (Robert Curry oraz James O. Friel, AMM, problem A 6379, 1982). Poka», »e ci¡g S(−1) jest
zbie»ny do 1 (wskazówka � zobacz wynik Mahlera z punktu b)).

b) (Gerald Weinstein, AMM, problem A 6564, 1988). Udowodnij, »e ci¡g S(2) nie jest zbie»ny. Je±li
C ∈ R+ jest staª¡ o wªasno±ci |p/q−π| > q−C dla dostatecznie du»ych p, q ∈ N, to ci¡g S(τ) jest
zbie»ny do 0 dla ka»dego τ > C.

Uwaga. W nawi¡zaniu do powy»szego zadania proponujemy jeszcze zapozna¢ si¦ z zawarto±ci¡ pod-
rozdziaªów 11.2�11.4 w ksi¡»ce [1].

47. (John von Neumann [24] � jako prekursor, a ponadto: Descovich, Niederreiter, van der Corput, Hlaw-
ka). Niech (X, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech {xn} ⊂ X.

De�nicja 1. Zbiorem punktów akumulacji A({xn}) ci¡gu {xn} nazywamy zbiór:

A ({xn}) := {x ∈ X : dla ka»dego zbioru otwartego U zawieraj¡cego x

istnieje niesko«czenie wiele n ∈ N takich, »e xn ∈ U}.

Udowodnij nast¦puj¡ce twierdzenie o przegrupowaniu ci¡gów w (X, ρ).

Twierdzenie 6 (Harald Niederreiter [25]). Je±li (X, ρ) jest przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡, {xn} ⊂
X i {yn} ⊂ X, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

a) istnieje permutacja τ na N taka, »e:

lim
n→∞

ρ
(
xn, yτ(n)

)
= 0,

b) A({xn}) = A({yn}).
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