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Obliczanie granic ci¡gów o wyrazach rzeczywistych

Streszczenie. Artykuª zostaª napisany z my±l¡ o studentach, którzy maj¡ problem z oblicza-
niem granic albo chc¡ oblicza¢ granice w sposób bardziej ±wiadomy, chc¡ wiedzie¢, dlaczego nale»y
wykona¢ takie a nie inne przeksztaªcenie, kiedy jakie twierdzenie zastosowa¢. W zwi¡zku z tym
prezentowane przykªady s¡ bardzo typowe, zawieraj¡ dokªadne wyja±nienia, co i dlaczego robimy.
Na pocz¡tku znajduje si¦ lista twierdze« oraz podstawowych granic, z których b¦dziemy korzysta¢.
Po ka»dym przykªadzie znajduj¡ si¦ dwa bardzo podobne zadania do samodzielnego rozwi¡zania,
na ko«cu kilka dodatkowych zada«.

Sªowa kluczowe: ci¡g, granica, symbol nieoznaczony.

1. Podstawowe twierdzenia i granice

W artykule ograniczymy si¦ do obliczania granic ci¡gów liczb rzeczywistych. Dowody podanych twier-

dze« mo»na znale¹¢ w [3] i [4]. Cz¦±¢ twierdze« mo»na uogólni¢ na przypadek ci¡gów liczb zespolonych.

Osoby zainteresowane mog¡ zajrze¢ do [2], [4].

Twierdzenie 1. Niech {an} i {bn} b¦d¡ ci¡gami zbie»nymi, przy czym lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

bn = b. Wtedy:

1) lim
n→∞

c = c, c ∈ R,

2) lim
n→∞

|an| = |a|,

3) lim
n→∞

(an + bn) = a+ b,

4) lim
n→∞

(anbn) = ab,

5) lim
n→∞

an
bn

=
a

b
, je»eli bn 6= 0 i b 6= 0,

6) lim
n→∞

an = 0⇔ lim
n→∞

|an| = 0.
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Podkre±lmy, »e twierdzenie to dotyczy tylko ci¡gów zbie»nych. Na przykªad nie mo»na zastosowa¢

punktu trzeciego powy»szego twierdzenia, je»eli liczymy granic¦ sumy dwóch ci¡gów rozbie»nych do +∞.

Kolejne twierdzenie, tzw. twierdzenie o trzech ci¡gach, pozwoli nam wyznaczy¢ granic¦ ci¡gu bez jej

obliczania.

Twierdzenie 2. Niech {an}, {bn} i {cn} b¦d¡ ci¡gami speªniaj¡cymi warunki:

1) bn ≤ an ≤ cn dla wszystkich n wi¦kszych od pewnej liczby N ,

2) lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = g.

Wówczas ci¡g {an} te» jest zbie»ny i lim
n→∞

an = g.

Wniosek 1. Je»eli {an} jest ci¡giem ograniczonym, {bn} ci¡giem zbie»nym do zera, to

lim
n→∞

anbn = 0.

Wniosek 2. Je»eli {an} jest ci¡giem liczb dodatnich zbie»nym do a > 0, {bn} ci¡giem zbie»nym do b, to

lim
n→∞

(an)
bn = ab.

Zauwa»my, »e z wniosku tego wynika, mi¦dzy innymi, »e je»eli {an} jest ci¡giem liczb dodatnich zbie»nym

do a > 0, to
lim
n→∞

k
√
an = k

√
a,

gdzie k ≥ 2 jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡.

Twierdzenie 3. Niech dane b¦d¡ ci¡gi {an}, {bn}. Wówczas:

1) je»eli lim
n→∞

|an| = +∞, to lim
n→∞

1

an
= 0,

2) je»eli an > 0 dla wszystkich n wi¦kszych od pewnej liczby N i lim
n→∞

an = 0, to lim
n→∞

1

an
= +∞,

3) je»eli an < 0 dla wszystkich n wi¦kszych od pewnej liczby N i lim
n→∞

an = 0, to lim
n→∞

1

an
= −∞,

4) je»eli lim
n→∞

an = +∞ i lim
n→∞

bn = b, to lim
n→∞

(an + bn) = +∞ oraz lim
n→∞

anbn =

+∞, gdy b > 0

−∞, gdy b < 0,

5) je»eli lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

anbn = +∞,

6) je»eli lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

(an + bn) = +∞.
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Uwaga 1. Najcz¦±ciej korzystamy z nast¦puj¡cych granic1:

G1 lim
n→∞

nk = +∞, k > 0,

G2 lim
n→∞

1
nk

= 0, k > 0,

G3 lim
n→∞

an =


0 dla |a| < 1

1 dla a = 1

+∞ dla a > 1, lim
n→∞

an nie istnieje dla a ≤ −1,

G4 lim
n→∞

n
√
n = 1,

G5 lim
n→∞

n
√
a = 1, a > 0,

G6 lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

Twierdzenie 4. Je»eli lim
n→∞

αn = 0 (αn 6= 0 dla ka»dego n ∈ N), to lim
n→∞

(1 + αn)
1
αn = e.

Uwaga 2. Licz¡c granice, najcz¦±ciej nie spotykamy si¦ z sytuacjami, w których mo»na od razu za-

stosowa¢ które± z powy»szych twierdze« czy wniosków. Zazwyczaj pojawiaj¡ si¦ tak zwane symbole

nieoznaczone, czyli: [∞
∞

]
,

[
0

0

]
, [∞−∞], [0 · ∞], [1∞], [00] lub [∞0].

Przyjrzyjmy si¦ dokªadniej symbolowi nieoznaczonemu
[∞
∞
]
. Pojawia si¦ on przy liczeniu granicy ilorazu

dwóch ci¡gów rozbie»nych do +∞ lub −∞. Nie mo»emy wtedy zastosowa¢ twierdzenia 1 o granicy ilorazu

dwóch ci¡gów, poniewa» ci¡gi te nie s¡ zbie»ne. Symbol ten nazywamy nieoznaczonym, poniewa» wszystko

mo»e si¦ zdarzy¢, a jaka jest granica, przekonujemy si¦ dopiero po wykonaniu przeksztaªce«. Poni»sze

przykªady pokazuj¡, »e odpowiednio dobieraj¡c ci¡gi rozbie»ne do +∞, otrzymamy ró»ne granice ilorazów

tych ci¡gów:

• lim
n→∞

5n
n

[∞∞ ]
= lim

n→∞
5 = 5,

• lim
n→∞

n2

n

[∞∞ ]
= lim

n→∞
n = +∞,

• lim
n→∞

n
n2

[∞∞ ]
= lim

n→∞
1
n = 0,

• an =

n2 dla n parzystych

n dla n nieparzystych,
bn = n,

1 Wyprowadzenia mo»na znale¹¢ w [3] i [4].
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wtedy
an
bn

=

n dla n parzystych

1 dla n nieparzystych
i lim
n→∞

an
bn

nie istnieje.

Wida¢ wi¦c, »e w przypadku symbolu nieoznaczonego
[∞
∞
]
granica mo»e by¢ wªa±ciwa, niewªa±ciwa, a mo-

»e w ogóle nie istnie¢. Nie mo»emy od razu stwierdzi¢, czy istnieje albo ile jest równa. Musimy najpierw

wykona¢ odpowiednie przeksztaªcenia algebraiczne tak, »eby móc skorzysta¢ z którego± z twierdze«.

Poni»ej znajduj¡ si¦ bardzo proste granice, prosz¦ je dopasowa¢ do odpowiedniego symbolu nieozna-

czonego, a nast¦pnie policzy¢. Na ko«cu artykuªu znajduj¡ si¦ odpowiedzi.

lim
n→∞

((n+ 3)− n),a) lim
n→∞

n
√
2n,b) lim

n→∞
(n− 2n),c) lim

n→∞
n
√
n,d)

lim
n→∞

2
n
1
n

,e) lim
n→∞

( n
√
n)
n,f) lim

n→∞
1
n · n,g) lim

n→∞

1
n
1
n2

,h)

lim
n→∞

n

√
1
nn ,i) lim

n→∞
1

2n−1 · 2n,j) lim
n→∞

n

√
1
2n ,k) lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
.l)

2. Przykªady obliczania granic

Ogólnie mówi¡c, obliczanie granic ci¡gów, gdy pojawia si¦ symbol nieoznaczony, polega na takim

przeksztaªceniu wyrazu ogólnego ci¡gu, »eby �pozby¢ si¦� tego symbolu i zastosowa¢ które± z powy»szych

twierdze« oraz któr¡± z podstawowych granic. W poni»szych przykªadach poka»emy, w jaki sposób to

robi¢. Zastosujemy sprawdzony sposób � b¦dziemy starali si¦ skomplikowane wyra»enia, które sprawiaj¡

nam kªopot, bo np. d¡»¡ do niesko«czono±ci i powoduj¡ symbol nieoznaczony, przedstawia¢ w postaci

iloczynu wyra»enia bardzo prostego, d¡»¡cego do niesko«czono±ci i wyra»enia bardziej skomplikowanego,

które ju» nie b¦dzie d¡»yªo ani do niesko«czono±ci, ani do zera. Ten sposób, z powodzeniem, b¦dzie mógª

by¢ stosowany równie» przy liczeniu granic funkcji.

Przykªad 1. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an = n− 2n2 +
√
n.

Poniewa» n → +∞,
√
n → +∞ i n2 → +∞ (patrz uwaga 1, G1), nie mo»emy do policzenia granicy

ci¡gu {an} zastosowa¢ twierdzenia 1 mówi¡cego m.in. o granicy sumy, ró»nicy ci¡gów (zwró¢ uwag¦,

»e twierdzenie to dotyczy ci¡gów zbie»nych), ale mo»emy ªatwo zauwa»y¢, »e mamy tutaj do czynienia

z symbolem nieoznaczonym [∞−∞].

Aby policzy¢ granic¦, musimy tak przeksztaªci¢ wyraz an, »eby±my mogli skorzysta¢ z którego± z podanych

twierdze«.

Zauwa»amy, »e wyª¡czaj¡c jakie± wyra»enie przed nawias, mo»emy ªatwo przedstawi¢ an w postaci ilo-

czynu (a w tezach dwóch punktów twierdzenia 3 pojawia si¦ granica iloczynu). Wyª¡czmy wi¦c przed

nawias wyra»enie, które najszybciej d¡»y do +∞, czyli n2.

Otrzymujemy:
an = n− 2n2 +

√
n = n2

(
1

n
− 2 +

√
n

n2

)
.

Ze wzoru G2 (uwaga 1) wiemy, »e 1
n → 0 oraz

√
n
n2 = 1

n3/2 → 0, Mamy zatem ró»nic¦ i sum¦ ci¡gów

zbie»nych i mo»emy zastosowa¢ twierdzenie 1:
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lim
n→∞

(
1

n
− 2 +

√
n

n2

)
= 0− 2 + 0 = −2.

Ci¡g {an} przedstawili±my wi¦c w postaci iloczynu dwóch ci¡gów, z których pierwszy d¡»y do +∞,

a drugi do liczby ujemnej. Zatem na podstawie punktu 4 twierdzenia 3 wnioskujemy, »e lim
n→∞

an = −∞.

Zadanie 1. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an = 3n3 − 2n2 + n− 1,a) an = n2 − 2n 3
√
n− n3.b)

Przykªad 2. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =
3
√
n+ 1

5− n− 6n2
.

Mo»na zauwa»y¢, »e licznik d¡»y do +∞, mianownik do −∞ (na podstawie punktów 6 i 4 twier-

dzenia 3). Mamy wi¦c symbol nieoznaczony
[∞
∞
]
i nie mo»emy do policzenia tej granicy zastosowa¢

twierdzenia 1 mówi¡cego m.in. o granicy ilorazu (pami¦tamy, »e dotyczy ono ci¡gów zbie»nych).

Przedstawimy wi¦c nasz ci¡g w postaci iloczynu dwóch ci¡gów; drugi z nich powinien mie¢ tak¡ posta¢,

»eby±my do obliczenia jego granicy mogli zastosowa¢ twierdzenie 1.

Po wyª¡czeniu przed nawias w liczniku
√
n, a w mianowniku n2 (czyli wyra»e«, które najszybciej d¡»¡

do +∞ odpowiednio w liczniku i w mianowniku, a równocze±nie maj¡ najprostsz¡ posta¢), otrzymujemy

an =
3
√
n+ 1

5− n− 6n2
=

√
n
(
3 + 1√

n

)
n2
(

5
n2 − 1

n − 6
) =

√
n

n2
·

3 + 1√
n

5
n2 − 1

n − 6
.

Poniewa» 1√
n
→ 0, 5

n2 → 0, 1
n → 0, do policzenia granicy drugiego czynnika mo»emy zastosowa¢ twier-

dzenie 1 (mamy tu sum¦, ró»nic¦ i iloraz ci¡gów zbie»nych):

lim
n→∞

3 + 1√
n

5
n2 − 1

n − 6
=

3 + 0

0− 0− 6
= −1

2
.

Przy liczeniu granicy ci¡gu {an} w dalszym ci¡gu mamy symbol nieoznaczony, ale poniewa» wyª¡czyli±my

przed nawias najprostsze wyra»enia, symbol ten jest spowodowany przez iloraz
√
n
n2 , który mo»emy zapisa¢

w postaci 1
n3/2 . Poniewa»

1
n3/2 → 0, otrzymali±my przedstawienie ci¡gu {an} w postaci iloczynu dwóch

ci¡gów zbie»nych i znowu mo»emy zastosowa¢ twierdzenie 1:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

n3/2
·

(
3 + 1√

n

)
(

5
n2 − 1

n − 6
) = 0 ·

(
−1

2

)
= 0.

Zadanie 2. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =
2n3 + n− 1

5 + n2
,a) an =

n6 − n
(n+ 2)5(3− 2n)

.b)
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Przykªad 3. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =
√
n2 + 3n−

√
2n2 + 1.

Tym razem mamy symbol nieoznaczony [∞−∞]. Zauwa»my, »e sytuacja jest troch¦ podobna do tej

z przykªadu pierwszego. Wyª¡czymy wi¦c znowu przed nawias wyra»enie, które najszybciej d¡»y do +∞,

czyli n. Otrzymujemy:

an =

√
n2
(
1 +

3

n

)
−

√
n2
(
2 +

1

n2

)
=
√
n2

(√
1 +

3

n
−
√
2 +

1

n2

)
= n

(√
1 +

3

n
−
√
2 +

1

n2

)
.

W ostatnim przeksztaªceniu, przed nawiasem powinien pojawi¢ si¦ |n|, ale n jest liczb¡ naturaln¡, wi¦c

|n| = n. Poniewa» 3
n → 0, 1

n2 → 0, wyra»enie w nawiasie d¡»y do liczby ujemnej 1 −
√
2. Mamy wi¦c

iloczyn dwóch ci¡gów, pierwszy d¡»y do +∞, drugi do liczby ujemnej, a wi¦c na podstawie twierdzenia 3

(punkt 4), dochodzimy do wniosku, »e lim
n→∞

an = −∞.

Zadanie 3. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =
√
n2 + 2n−

√
n+ 2,a) an = 3

√
n+ 1−

√
n+ 2.b)

Przykªad 4. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =
√
n2 + 3n−

√
n2 + 1.

Zadanie to ró»ni si¦ od poprzedniego tylko wspóªczynnikiem przy n2 pod drugim pierwiastkiem.

Gdyby±my post¡pili w tym przypadku tak samo jak poprzednio, okazaªoby si¦, »e zamieniliby±my symbol

nieoznaczony [∞−∞] na symbol nieoznaczony [0 · ∞] . Mo»na to ªatwo sprawdzi¢. Trzeba wi¦c post¡pi¢

inaczej. Zauwa»amy, »e przeszkod¡ w przeksztaªceniu wyrazu an s¡ pierwiastki (pierwiastek sumy/ró»nicy

nie jest równy sumie/ró»nicy pierwiastków, chyba »e jedna z liczb jest równa zero). Mamy wyra»enie

postaci a − b, przydaªoby si¦ mie¢ a2 − b2, prawda? Rozwi¡zaªoby to problem z pierwiastkami. Jak

spojrzymy na a2−b2, to przypomina nam si¦ jeden ze wzorów skróconego mno»enia: (a−b)(a+b) = a2−b2.
Wystarczy wi¦c wyraz an pomno»y¢ i podzieli¢ przez sum¦ pierwiastków:

an =

(√
n2 + 3n−

√
n2 + 1

)
·
(√
n2 + 3n+

√
n2 + 1

)
√
n2 + 3n+

√
n2 + 1

=
n2 + 3n− (n2 + 1)√
n2 + 3n+

√
n2 + 1

=
3n− 1√

n2 + 3n+
√
n2 + 1

.

Zwracamy uwag¦ na to, »e w przedostatnim ilorazie wyra»enie n2 + 1 znalazªo si¦ w nawiasie. W tym

miejscu cz¦sto popeªniane s¡ bª¦dy.

Pozbyli±my si¦ ju» ró»nicy pierwiastków, a wi¦c symbolu nieoznaczonego [∞−∞], ale to jeszcze nie koniec

problemów, nadal mamy symbol nieoznaczony. Jednak tym razem jest to
[∞
∞
]
, a takie symbole ju» si¦

pojawiaªy wcze±niej, wiemy wi¦c, jak sobie z nimi radzi¢. B¦dziemy w liczniku i w mianowniku wyª¡cza¢

przed nawias wyra»enia, które najszybciej d¡»¡ do +∞. Otrzymamy:

an =
n
(
3− 1

n

)
n
(√

1 + 3
n +

√
1 + 1

n

) .
Warto ponownie zwróci¢ uwag¦, »e w wyniku tych przeksztaªce« nie znikn¡ª nam automatycznie symbol

nieoznaczony. Jednak teraz jest on spowodowany przez mo»liwie najprostsze wyra»enia n
n , mo»emy wi¦c

je skróci¢:
lim
n→∞

an = lim
n→∞

3− 1
n√

1 + 3
n +

√
1 + 1

n

=
3− 0√

1 + 0 +
√
1 + 0

=
3

2
.
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Granice ci¡gów z przykªadu 3 i z zadania 3 a) mo»na byªo policzy¢, stosuj¡c takie same przeksztaªce-

nia jak w powy»szej granicy, ale nikt nie ma chyba w¡tpliwo±ci, »e sposób z wyª¡czeniem przed nawias

n w najwy»szej pot¦dze byª zdecydowanie lepszy. Warto wi¦c przyjrze¢ si¦ ci¡gom z poprzedniego przy-

kªadu i zadania dokªadniej i zastanowi¢ si¦, dlaczego w ostatniej granicy ten �lepszy� sposób zawiódª.

Zauwa»my, »e w przeciwie«stwie do wcze±niejszych ci¡gów, w przypadku ci¡gu o wyrazie ogólnym

an =
√
n2 + 3n −

√
n2 + 1 mamy ró»nic¦ pierwiastków tego samego stopnia, taka sama jest najwy»-

sza pot¦ga n i ten sam wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze n. To wªa±nie dlatego, po wyª¡czeniu n

przed nawias, wyra»enie w nawiasie d¡»yªo do zera.

Zadanie 4. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =
√
n2 − 2n+ 2−

√
n2 + 4n,a) an =

√
n4 + n2 − 1− n2

n
.b)

Przykªad 5. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =
32n+1 − 9n − 4n+1

22n + (−3)n − 2
.

Tym razem ci¡g jest skonstruowany z ci¡gów geometrycznych, nale»y wi¦c pomy±le¢ o granicy G3

z uwagi 1. W celu policzenia granicy musimy przeksztaªci¢ wyraz an tak, »eby pojawiªy si¦ tylko wyra»enia

postaci an. Musimy wi¦c przypomnie¢ sobie wªasno±ci pot¦gowania dla pot¦g naturalnych:

je»eli m, n ∈ N, a ∈ R, to am+n = am · an, amn = (am)n.

Po przeksztaªceniach otrzymujemy:

an =
3 · 32n − 9n − 4 · 4n

22n + (−3)n − 2
=

3 · 9n − 9n − 4 · 4n

4n + (−3)n − 2
=

2 · 9n − 4 · 4n

4n + (−3)n − 2
.

W liczniku mamy symbol nieoznaczony [∞−∞]. W pierwszym przykªadzie te» mieli±my taki symbol.

Sytuacja jest podobna, mimo »e teraz pojawiªy si¦ wyra»enia an. Zrobimy wi¦c takie samo przeksztaªcenie,

czyli wyª¡czymy przed nawias to wyra»enie, które najszybciej d¡»y do +∞, tym razem b¦dzie to 9n.

Granicy mianownika nie mo»emy jeszcze okre±li¢, poniewa» co prawda 4n → +∞, ale ci¡g {(−3)n} nie
ma granicy. Mo»emy jednak przeksztaªci¢ mianownik podobnie jak licznik:

an =
9n ·

(
2− 4 · 4

n

9n

)
4n ·

(
1 + (−3)n

4n − 2
4n

) =
9n

4n
·

2− 4 · 4
n

9n

1 + (−3)n
4n − 2

4n

.

Spójrzmy, co otrzymali±my. W dwóch miejscach pojawiªy si¦ symbole nieoznaczone
[∞
∞
]
, oprócz tego wy-

ra»enie (−3)n
4n , którego granicy nadal nie mo»emy od razu okre±li¢ oraz wyra»enie 2

4n , które (na podstawie

G3 i twierdzenia 3) d¡»y do zera. Nie mo»emy tutaj nic skróci¢ (tak jak w poprzednich przykªadach), ale

mo»emy kolejny raz skorzysta¢ z wªasno±ci pot¦gowania: a
n

bn =
(
a
b

)n
dla b 6= 0. Mamy wi¦c

an =

(
9

4

)n
·

2− 4 ·
(
4
9

)n
1 +

(
− 3

4

)n − 2
(
1
4

)n .
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Na podstawie G3 stwierdzamy, »e:

∗
(
9
4

)n → +∞, poniewa» 9
4 > 1,

∗
(
4
9

)n → 0, poniewa» | 49 | < 1,

∗
(
− 3

4

)n → 0, poniewa» | − 3
4 | < 1,

∗
(
1
4

)n → 0, poniewa» | 14 | < 1.

Otrzymali±my wi¦c iloczyn dwóch ci¡gów, pierwszy jest rozbie»ny do +∞, drugi zbie»ny do liczby do-

datniej 2. Z twierdzenia 3 (punkt 4) wynika, »e lim
n→∞

an = +∞.

Zadanie 5. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =
5n + (−2)n

5n + 2
,a) an =

4n + (
√
3)2n+4

22n−1 + 5
.b)

Przykªad 6. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =

(
n+ 2

n+ 3

)−4n
.

�atwo zauwa»y¢, »e ci¡g {n+2
n+3} d¡»y do 1. Mamy wi¦c symbol nieoznaczony [1∞]. Domy±lamy si¦,

»e trzeba b¦dzie zastosowac twierdzenie 4. Rozpoczynamy od przeksztaªcenia wyrazu ogólnego naszego

ci¡gu tak, »eby pojawiªo si¦ wyra»enie postaci (1 + αn)
1
αn , gdzie αn → 0.

Najpierw musimy zadba¢ o to, »eby w nawiasie otrzyma¢ sum¦ 1 + αn. Mo»emy to zrobi¢ na kilka

sposobów. Zaczniemy od najogólniejszego, czyli dodamy do wyra»enia w nawiasie liczb¦ 1 i równocze±nie

odejmiemy j¡:

an =

(
n+ 2

n+ 3

)−4n
=

(
1 +

n+ 2

n+ 3
− 1

)−4n
=

(
1 +

n+ 2− (n+ 3)

n+ 3

)−4n
=

(
1 +

−1
n+ 3

)−4n
.

Zatem nasze αn = −1
n+3 i, jak ªatwo zauwa»y¢, αn → 0.

Teraz zajmujemy si¦ wykªadnikiem, w którym powinno pojawi¢ si¦ 1
αn
, czyli n+3

−1 .

an =

(
1 +

−1
n+ 3

)−4n
=

(
1 +

−1
n+ 3

)n+3
−1 ·

−1
n+3 ·(−4n)

.

Mamy ju» wªa±ciwie to, o co nam chodziªo, tzn. (1 + αn)
1
αn , ale w wykªadniku �co±� nadbywa. Gdyby-

±my przejrzeli wszystkie twierdzenia dotycz¡ce liczenia granic, doszliby±my do wniosku, »e trzeba b¦dzie

zastosowa¢ wniosek 2. Musimy wi¦c wyraz ogólny an przedstawi¢ w postaci (cn)dn .

U nas cn =
(
1 + −1

n+3

)n+3
−1 → e. Skorzystamy z jednej z reguª pot¦gowania, z której ju» korzystali±my,

mianowicie: abc =
(
ab
)c
. Mamy wi¦c

an =

(
1 +

−1
n+ 3

)n+3
−1 ·

−1
n+3 ·(−4n)

=

[(
1 +

−1
n+ 3

)n+3
−1

] −1
n+3 ·(−4n)

= (cn)
dn .
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Wiemy, »e lim
n→∞

cn = e, a lim
n→∞

dn = lim
n→∞

4n

n+ 3
= lim
n→∞

4

1 + 3
n

= 4, a wi¦c

lim
n→∞

an = e4.

Zauwa»my, »e istniej¡ te» inne sposoby otrzymania postaci 1 + αn. Mo»na na przykªad przedstawi¢

licznik w postaci mianownik plus �co±�:

n+ 2

n+ 3
=

(n+ 3)− 1

n+ 3
= 1 +

−1
n+ 3

.

Mo»na te» w wyra»eniu n+2
n+3 podzieli¢ i licznik, i mianownik przez n:

(
n+ 2

n+ 3

)−4n
=

(
1 + 2

n

1 + 3
n

)−4n
Po zastosowaniu odpowiedniej reguªy pot¦gowania (czyli

(
a
b

)c
= ac

bc ) mamy do policzenia granice dwóch

ci¡gów, a nie jednego, ale za to s¡ to granice, w tym wypadku, prostsze:

an =

(
n+ 2

n+ 3

)−4n
=

(
1 + 3

n

1 + 2
n

)4n

=
(1 + 3

n )
4n

(1 + 2
n )

4n
=

[(1 + 3
n )

n
3 ]12

[(1 + 2
n )

n
2 ]8

.

Zatem lim
n→∞

an =
e12

e8
= e4.

Zadanie 6. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =

(
2n+ 1

2n− 3

)1+5n

,a) an =

(
n2 + 5

n2 + n

)2n

.b)

Przykªad 7. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =

√
n · sin

√
n

n+ 1
.

Sprawdzamy, czy mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym. W liczniku
√
n → +∞, ale ci¡g

{sin
√
n} nie ma granicy. Spróbujmy zapisa¢ an w innej postaci:

an =

√
n

n+ 1
· sin
√
n

Obliczmy granic¦ pierwszego z ci¡gów:

lim
n→∞

√
n

n+ 1
= lim
n→∞

√
n

n(1 + 1
n )

= lim
n→∞

1
√
n(1 + 1

n )
= 0.

Teraz ju» wida¢, »e mamy iloczyn dwóch ci¡gów, pierwszy jest zbie»ny do 0, a drugi ograniczony (poniewa»

−1 6 sin
√
n 6 1 dla ka»dego n ∈ N), a wi¦c z wniosku 1 wynika, »e lim

n→∞
an = 0.
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Zadanie 7. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an =
sinn

n
,a) an =

n
√
n

2n + 1
sinn2.b)

Przykªad 8. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an = n
√
cosn+ 3n + 8n.

Ci¡g {cosn} nie ma granicy, ale jest ci¡giem ograniczonym, a wi¦c poniewa» 3n+8n → +∞, równie»

cosn + 3n + 8n → +∞. Wyraz ogólny ci¡gu mo»emy zapisa¢ jako an = (cosn+ 3n + 8n)
1
n . Wida¢

zatem, »e mamy symbol nieoznaczony [∞0] i nie bardzo wiadomo, jak przeksztaªci¢ an. Pomy±lmy wi¦c

o twierdzeniu o trzech ci¡gach (twierdzenie 2). Mo»e uda si¦ unikn¡¢ obliczania granicy ci¡gu {an}?
B¦dziemy za to musieli znale¹¢ dwa ci¡gi: jeden o wyrazach wi¦kszych, drugi o wyrazach mniejszych od

wyrazów ci¡gu {an}, oba zbie»ne do tej samej granicy. Je»eli zauwa»ymy, »e problemem jest to, »e mamy

pierwiastek sumy, szukaj¡c wyrazu wi¦kszego od an, mo»emy stara¢ si¦, »eby zamiast sumy pojawiª si¦

pod pierwiastkiem iloczyn (je±li a i b s¡ dodatnie, to n
√
a+ b 6= n

√
a+ n
√
b, ale n

√
a · b = n

√
a · n
√
b). Musimy

jednak pami¦ta¢, »e potem b¦dziemy szuka¢ ci¡gu o wyrazach mniejszych, zbie»nego do tej samej granicy,

wi¦c nie mo»emy przesadza¢ z szacowaniem. Spo±ród trzech wyra»e« pod pierwiastkiem najwi¦ksze to

8n. Je»eli pozostaªe dwa skªadniki zast¡pimy tym najwi¦kszym, to suma wzro±nie, prawda? Mamy:

cosn+ 3n + 8n ≤ 8n + 8n + 8n = 3 · 8n.

Nie tylko znale¹li±my wyraz wi¦kszy od an, ale dodatkowo pojawiª si¦ iloczyn. Przy pierwiastkowaniu

nierówno±¢ si¦ zachowa i mamy

an ≤ n
√
3 · 8n =

n
√
3 · n
√
8n = 8

n
√
3.

Ci¡giem {cn} z twierdzenia 2 jest ci¡g o wyrazie ogólnym cn = 8 n
√
3. Najpierw obliczymy jego granic¦,

a potem b¦dziemy szuka¢ ci¡gu o wyrazach mniejszych, zbie»nego do tej samej granicy. Wiemy, »e n
√
3→ 1

(G5), zatem lim
n→∞

cn = lim
n→∞

8
n
√
3 = 8.

Teraz szukamy takiego ci¡gu {bn}, »eby speªniona byªa nierówno±¢ bn ≤ n
√
cosn+ 3n + 8n. Mamy tu

wiele mo»liwo±ci. Za bn mo»na wstawi¢ np. liczb¦ 0 albo n
√
3n, albo n

√
8n. Mo»liwo±ci jest du»o, ale my

musimy pami¦ta¢, »e aby skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ci¡gach, ci¡g {bn} musi by¢ zbie»ny do 8.

Wybór pada wi¦c na n
√
8n. Speªnione s¡ teraz zaªo»enia twierdzenia o trzech ci¡gach:

8 ≤ an ≤ 8
n
√
3 (dla n > 1)

oraz
lim
n→∞

8 = lim
n→∞

8
n
√
3 = 8.

Mo»emy wi¦c wyci¡gn¡¢ wniosek, »e równie» lim
n→∞

an = 8.

Zadanie 8. Policz teraz samodzielnie granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an, je»eli

an = n

√(
1

2

)n
+

(
1

4

)n
+

(
3

4

)n
,a) an = n

√
sin(n!) + 2 + n.b)
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Przykªad 9. Obliczymy granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym an =

(
n+ 5

2n+ 1

)n
.

Ci¡g {an} przypomina ci¡gi z przykªadu 6 i zadania 6. Sprawd¹my, czy teraz te» mamy symbol

nieoznaczony [1∞]. �atwo stwierdzi¢, »e nie. Co prawda wykªadnik d¡»y do +∞, ale podstawa d¡»y do
1
2 . Mamy ci¡g postaci {(αn)βn}, gdzie αn → 1

2 > 0 i mo»e mogliby±my skorzysta¢ z wniosku 2, ale jest

jeden problem: otó» ci¡g o wyrazie ogólnym βn = n nie jest zbie»ny. Musimy sobie inaczej poradzi¢.

Zauwa»amy, »e bez problemu policzyliby±my granic¦ ci¡gu, gdyby w mianowniku przy n nie byªo dwójki.

Skoro dwójka nam przeszkadza, to wyª¡czmy j¡ przed nawias i zobaczmy, co dalej:

an =

(
n+ 5

2n+ 1

)n
=

(
n+ 5

2(n+ 1
2 )

)n
=

1

2n

(
n+ 5

n+ 1
2

)n
.

Otrzymali±my iloczyn dwóch ci¡gów, pierwszy jest zbie»ny do zera, granic¦ drugiego mo»na bez problemu

policzy¢. My jednak proponujemy ciekawsze podej±cie do tego zadania. Przyjrzyjmy si¦ dokªadniej, co

oznacza fakt, »e n+5
2n+1 →

1
2 . Mianowicie to, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje liczba naturalna N taka, »e dla

wszystkich naturalnych n > N zachodzi nierówno±¢ | n+5
2n+1−

1
2 | < ε. Wykorzystamy teraz jedn¡ z wªasno±ci

moduªu: |a| < b⇔ −b < a < b. Otrzymujemy wi¦c:∣∣∣∣ n+ 5

2n+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε⇔ −ε < n+ 5

2n+ 1
− 1

2
< ε⇔ 1

2
− ε < n+ 5

2n+ 1
< ε+

1

2
.

Wybierzmy sobie takie ε, »eby po lewej stronie nierówno±ci byªa liczba dodatnia, a po prawej mniejsza

od 1. Na przykªad niech ε = 1
4 . Dla tak wybranego ε istnieje N naturalne takie, »e dla wszystkich n > N

zachodzi podwójna nierówno±¢:
1

4
<

n+ 5

2n+ 1
<

3

4
.

Pojawiªa si¦ podwójna nierówno±¢, a wi¦c czas pomy±le¢ o twierdzeniu o trzech ci¡gach. Mamy dalej:(
1

4

)n
<

(
n+ 5

2n+ 1

)n
<

(
3

4

)n
oraz lim

n→∞

(
1
4

)n
= lim

n→∞

(
3
4

)n
= 0. W takim razie mo»emy, na podstawie twierdzenia o trzech ci¡gach,

wywnioskowa¢, »e lim
n→∞

an = 0.

Zauwa»my jeszcze, »e nierówno±¢ 1
4 <

n+5
2n+1 <

3
4 mo»na otrzyma¢ w inny sposób, nie odwoªuj¡c si¦

do de�nicji granicy (warto jednak pami¦ta¢ o tym, »e granice s¡ ¹ródªem nierówno±ci). Zauwa»my, »e

w uªamku n+5
2n+1 i licznik, i mianownik s¡ dodatnie. Zatem uªamek wzro±nie, je»eli zwi¦kszymy licznik lub

zmniejszymy mianownik, a wi¦c dla dostatecznie du»ych n (a dokªadniej dla n > 10) zachodzi nierówno±¢:

n+ 5

2n+ 1
<

n+ n
2

2n+ 1
<
n+ n

2

2n
=

3

4
.

Natomiast uªamek zmaleje, je»eli zmniejszymy licznik lub zwi¦kszymy mianownik:

n+ 5

2n+ 1
>

n

2n+ 1
>

n

2n+ 2n
=

1

4
.

Pami¦tajmy jednak, »e przy takim szacowaniu trzeba bardzo uwa»a¢. Gdyby±my nie zwracali uwagi na

znaki licznika i mianownika, mogliby±my popeªni¢ bª¡d. Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad: oszacujemy

z góry uªamek −1−2 . Mogªoby si¦ wydawa¢, »e je»eli licznik (−1) zast¡pimy liczb¡ wi¦ksz¡ (0), to uªamek
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wzro±nie. Spójrzmy, czy faktycznie tak b¦dzie

−1
−2

<
0

−2
⇔ 1

2
< 0.

Bª¡d, prawda?

Zadanie 9. Oblicz granic¦ ci¡gu {an}, je»eli

an = (1+2+...+n)3

(n+2)5 ,a) an =
√
2n+1−

√
2n−1√

n+3−
√
n

,b)

an = (
√
n2 + 1− n)(n−

√
2n2 − 1),c) an = 3

√
n3 − n2 − n,d)

an = 4
√
n2 + 1− 4

√
n2 + 2,e) 5n−22n+3−3n

23n−3n−1 ,f)

an =
(

n2+3
n2+n+1

)2n+1

,g) an =
n

√(
n2+3n
n2+1

)3n2

,h)

an = 7n

(−2)n+23n+1 · sin(n!),i) an = 1
n+1 + 1

n+
√
2
+ 1

n+
√
3
+ . . .+ 1

n+
√
n
.j)

Odpowiedzi

Symbole nieoznaczone

[∞−∞] 3,a) [∞0] 2,b) [∞−∞] −∞,c) [∞0] 1,d)

[ 00 ] 2,e) [1∞] +∞,f) [0 · ∞] 1,g)
[
0
0

]
+∞,h)[

0
0

]
0,i) [0 · ∞] 2,j) [00] 1

2 ,k) [1∞] e.l)

Zadanie 1.

+∞,a)

−∞.b)

Zadanie 2.

+∞,a)

− 1
2 .b)

Zadanie 3.

+∞,a)

−∞.b)

Zadanie 4.

−3,a)

0.b)

Zadanie 5.

1,a)

2.b)

Zadanie 6.

e10,a)

1
e2 .b)

Zadanie 7.

0,a)

0.b)

Zadanie 8.

3
4 ,a)

1.b)

Zadanie 9.

+∞,a)
√
2
3 ,b) 1−

√
2

2 ,c) − 1
3 ,d) 0,e)

0,f) 1
e2 ,g) e9,h) 0,i) 1.j)
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Wskazówki do zadania 9:

d) zastosuj wzór a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2),

e) dwukrotnie zastosuj wzór na ró»nic¦ kwadratów,

h) zapisz inaczej wyraz ogólny ci¡gu (u»yj pot¦gi zamiast pierwiastka),

j) zastosuj twierdzenie o trzech ci¡gach; szacuj¡c wyraz ogólny z góry (z doªu), zast¡p ka»dy z wyrazów

przez wyraz najwi¦kszy (najmniejszy).
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