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Rozszerzony algorytm Euklidesa: teoria, implementacja i
zastosowania w kryptografii

Streszczenie. Artykuł przedstawia rozszerzony algorytm Euklidesa oraz jego zastosowania w
informatyce i kryptografii. Praca zawiera wyprowadzenie algorytmu pozwalające na wyznaczenie
współczynników tożsamości Bézouta, zestawienie jego implementacji w dwóch wariantach: reku-
rencyjnym i iteracyjnym. Przedstawiono analizę złożoności obliczeniowej w oparciu o twierdzenie
Lamégo. Omówiono praktyczne wykorzystanie algorytmu w rozwiązywaniu liniowych równań dio-
fantycznych oraz w obliczaniu odwrotności modularnej w systemie RSA.

Słowa kluczowe: algorytm Euklidesa, tożsamość Bézouta, równania diofantyczne, RSA, twier-
dzenie Lamégo.

1. Wstęp

Rozszerzony algorytm Euklidesa jest klasycznym algorytmem arytmetycznym, który oblicza najwięk-
szy wspólny dzielnik dwóch liczb całkowitych i jednocześnie wyznacza współczynniki x oraz y spełniające
równość:

ax+ by = NWD(a, b). (1.1)

Własność ta, znana jako tożsamość Bézouta, jest kluczowa w rozwiązywaniu wielu problemów algo-
rytmicznych, w szczególności przy obliczaniu odwrotności modularnej oraz rozwiązywaniu równań dio-
fantycznych [1].

Podstawowa wersja algorytmu Euklidesa służy do obliczania największego wspólnego dzielnika dwóch
liczb całkowitych a i b. Algorytm opiera się na obserwacji, że dla dowolnych a oraz b, z których co najmniej
jedna jest niezerowa, zachodzi równość:

NWD(a, b) = NWD(b, a mod b). (1.2)
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W każdej iteracji algorytmu para (a, b) zastępowana jest parą (b, a mod b), aż wartość parametru b

osiągnie zero. Wtedy parametr a jest największym wspólnym dzielnikiem rozważanych liczb.

2. Rekurencyjny algorytm NWD

Klasyczny algorytm Euklidesa w wersji rekurencyjnej oblicza największy wspólny dzielnik dwóch liczb
całkowitych a i b. Kod algorytmu został przedstawiony w listingu 1.

1: function NWD(a, b)
2: if b = 0 then
3: return a
4: else
5: return NWD(b, a mod b)
6: end if
7: end function

Listing 1. Rekurencyjny algorytm NWD

3. Od klasycznego NWD do współczynników Bézouta

Prostota algorytmu Euklidesa umożliwia tworzenie bardziej zaawansowanych procedur algorytmicz-
nych w teorii liczb. Zanim ten algorytm znalazł zastosowanie w informatyce, jego podstawowa wersja
służyła do rozwiązywania klasycznych problemów arytmetycznych.

Najbardziej intuicyjnym zastosowaniem NWD jest skracanie ułamków zwykłych. Aby sprowadzić uła-
mek a

b do postaci nieskracalnej, wystarczy podzielić zarówno licznik, jak i mianownik przez NWD(a, b).
Ponadto, znajomość największego wspólnego dzielnika pozwala na szybkie wyznaczenie najmniejszej
wspólnej wielokrotności (NWW) dwóch liczb, wykorzystując znaną tożsamość:

NWW(a, b) =
a · b

NWD(a, b)
. (3.1)

W strukturach algebraicznych oraz w zaawansowanej teorii liczb idzie się o krok dalej. Podczas dzia-
łania algorytmu każdą resztę można zapisać jako kombinację liniową liczb wejściowych. Oznacza to, że
dla każdej pary liczb a i b istnieją współczynniki x oraz y spełniające równanie (1.1). Ta obserwacja sta-
nowi podstawę rozszerzonej wersji algorytmu Euklidesa, która pozwala jednocześnie znaleźć NWD oraz
współczynniki x i y. Szczegółowy opis implementacyjny tego zagadnienia można znaleźć w literaturze [1].

4. Wyprowadzenie rozszerzonego algorytmu Euklidesa

Rozszerzony algorytm Euklidesa można wyprowadzić systematycznie, analizując klasyczny algorytm
krok po kroku. Niech r0 = a oraz r1 = b. W każdej iteracji algorytmu zachodzi rekurencja:

ri+2 = ri − qi+1ri+1. (4.1)
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gdzie qi+1 jest ilorazem całkowitym dzielenia reszt:

qi+1 =

⌊
ri

ri+1

⌋
. (4.2)

Wprowadzamy współczynniki xi, yi, takie że każda reszta ri może być zapisana jako kombinacja liniowa
liczb wejściowych:

ri = xia+ yib. (4.3)

Dla początkowych reszt mamy:

r0 = a = 1 · a+ 0 · b, x0 = 1, y0 = 0, (4.4)

r1 = b = 0 · a+ 1 · b, x1 = 0, y1 = 1. (4.5)

Podstawiając tę reprezentację do rekurencji dla reszt, otrzymujemy:

xi+2a+ yi+2b = xia+ yib− qi+1(xi+1a+ yi+1b), (4.6)

co daje rekurencję dla współczynników:

xi+2 = xi − qi+1xi+1, yi+2 = yi − qi+1yi+1. (4.7)

Dzięki temu uzyskujemy pełne rozszerzenie klasycznego algorytmu Euklidesa, umożliwiające obliczenie
współczynników x i y spełniających równanie (1.1).

Rozważmy pojedynczy krok algorytmu: zakładamy, że znane są współczynniki x′ i y′ dla pary (b, a mod

b). Ponieważ NWD(b, a mod b) = NWD(a, b), współczynniki te spełniają zależność:

b · x′ + (a mod b) · y′ = NWD(a, b). (4.8)

Ponieważ a mod b = a− ⌊a/b⌋ · b, oznaczając q = ⌊a/b⌋, otrzymujemy:

bx′ + (a− qb)y′ = bx′ + ay′ − bqy′ = ay′ + b(x′ − qy′). (4.9)

Stąd dla pary (a, b) współczynniki spełniają zależności:

x = y′, y = x′ − qy′. (4.10)

Aby utworzyć wersję iteracyjną, możemy wykorzystać rekurencję dla współczynników:

xi+2 = xi − qi+1xi+1, yi+2 = yi − qi+1yi+1, ri+2 = ri − qi+1ri+1. (4.11)

Poniżej przedstawiono implementację obu wariantów w postaci pseudokodów. Wersja rekurencyjna
została zilustrowana w listingu 2, natomiast wersja iteracyjna znajduje się w listingu 3.
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1: function RekurencyjnyRozszerzonyNWD(a, b)
2: if b = 0 then
3: return (a, 1, 0)
4: else
5: (d, x′, y′)← RekurencyjnyRozszerzonyNWD(b, a mod b)
6: x← y′

7: y ← x′ − ⌊a/b⌋ · y′
8: return (d, x, y)
9: end if

10: end function

Listing 2. Rekurencyjny rozszerzony algorytm Euklidesa

1: function IteracyjnyRozszerzonyNWD(a, b)
2: r ← a, r′ ← b
3: x← 1, x′ ← 0
4: y ← 0, y′ ← 1
5: while r′ ̸= 0 do
6: q ← ⌊r/r′⌋
7: (r, r′)← (r′, r − q · r′)
8: (x, x′)← (x′, x− q · x′)
9: (y, y′)← (y′, y − q · y′)

10: end while
11: return (r, x, y)
12: end function

Listing 3. Iteracyjny rozszerzony algorytm Euklidesa

5. Przykład liczbowy

Rozważmy obliczenie NWD(57, 20) za pomocą rekurencyjnego rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

Przebieg algorytmu

1. Wywołania rekurencyjne (schodzenie w dół):

Krok Wywołanie a b q = ⌊a/b⌋
1 RozszerzonyNWD(57, 20) 57 20 2
2 RozszerzonyNWD(20, 17) 20 17 1
3 RozszerzonyNWD(17, 3) 17 3 5
4 RozszerzonyNWD(3, 2) 3 2 1
5 RozszerzonyNWD(2, 1) 2 1 2

2. Przypadek bazowy (ostatnie wywołanie):

Krok Wywołanie a b Wynik (d, x, y)

6 RozszerzonyNWD(1, 0) 1 0 (1, 1, 0)
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Komentarz: W kroku 6 osiągamy przypadek bazowy algorytmu: b = 0. Algorytm zwraca wówczas
trójkę (a, 1, 0), gdzie a = 1 jest już obliczonym największym wspólnym dzielnikiem wszystkich poprzed-
nich par (co wynika z łańcucha równości NWD(57, 20) = NWD(20, 17) = · · · = NWD(1, 0) = 1).
3. Zwracanie wyników (powrót z wywołań rekurencyjnych):

Krok Wywołanie a b q x y

5’ RozszerzonyNWD(2, 1) 2 1 2 0 1
4’ RozszerzonyNWD(3, 2) 3 2 1 1 -1
3’ RozszerzonyNWD(17, 3) 17 3 5 -1 6
2’ RozszerzonyNWD(20, 17) 20 17 1 6 -7
1’ RozszerzonyNWD(57, 20) 57 20 2 -7 20

Objaśnienie obliczeń podczas powrotu:

• W każdym kroku i′ współczynniki obliczamy ze wzorów: x = y′ oraz y = x′− q · y′, gdzie (x′, y′) to
współczynniki z głębszego wywołania (kroku (i+ 1)′)

• Na przykład w kroku 3′: x = y′ = −1, y = x′ − q · y′ = 1− 5 · (−1) = 6

• W kroku 1′ otrzymujemy wynik końcowy: x = −7, y = 20

Wynik końcowy:
NWD(57, 20) = 1, x = −7, y = 20

Sprawdzenie: 57 · (−7) + 20 · 20 = −399 + 400 = 1

6. Analiza złożoności

Rozszerzony algorytm Euklidesa zachowuje tę samą liczbę kroków rekurencyjnych lub iteracji co
jego podstawowa wersja. Liczba wywołań rekurencyjnych zależy od reszt otrzymywanych w kolejnych
iteracjach dzielenia z resztą:

ri+2 = ri mod ri+1. (6.1)

Pesymistyczny przypadek występuje wtedy, gdy w każdym kroku iloraz całkowity wynosi 1, co prowa-
dzi do możliwie najwolniejszego zmniejszania się wartości reszt. Sytuacja ta zachodzi dla kolejnych liczb
ciągu Fibonacciego. Załóżmy, że ciąg Fibonacciego jest zdefiniowany rekurencyjnie przez zależności:

F1 = 1, F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2. (6.2)

Jeżeli obliczamy NWD(Fn+1, Fn) za pomocą klasycznego algorytmu, to w każdym kroku:

Fn+1 mod Fn = Fn−1, Fn mod Fn−1 = Fn−2, . . . (6.3)

Zauważmy zatem, że w każdym kroku indeks ciągu zmniejsza się dokładnie o 1. Oznacza to, że dla
początkowych wartości a = Fn+1 oraz b = Fn, algorytm wykona dokładnie n− 1 kroków, zanim mniejsza
wartość osiągnie zero. Zgodnie z twierdzeniem Lamégo [2], liczba kroków niezbędnych do znalezienia
NWD dwóch liczb jest nie większa niż pięciokrotność liczby cyfr mniejszej z nich (w zapisie dziesiętnym).
Jest to najstarszy wynik z zakresu teoretycznej informatyki dotyczący złożoności obliczeniowej.



7. ZASTOSOWANIA 76

Liczby Fibonacciego rosną wykładniczo względem indeksu n:

Fn = Θ

(
φn

√
5

)
, gdzie φ =

1 +
√
5

2
≈ 1.618. (6.4)

Stąd liczba kroków algorytmu k rośnie logarytmicznie w stosunku do wielkości danych wejściowych i
spełnia:

k = O(logFn) = O(log b) = O(logmin(a, b)). (6.5)

Szczegółowy formalny dowód tej złożoności podawany jest m.in. we współczesnych podręcznikach algo-
rytmicznych [1].

7. Zastosowania

Rozszerzony algorytm Euklidesa pozwala wyznaczyć kombinacje liniowe liczb całkowitych, co ma
bezpośrednie zastosowanie w wielu problemach algorytmicznych.

Odwrotność modularna

Jednym z najważniejszych zastosowań jest obliczanie odwrotności modularnej. Jeżeli NWD(a, m) =
1, to współczynnik x spełniający równanie

ax+my = 1, (7.1)

jest odwrotnością liczby a modulo m.
Odwrotność modularna umożliwia „odwrócenie” operacji mnożenia modulo m, co pozwala na roz-

wiązywanie równań, w których standardowe dzielenie nie jest dozwolone. Zastosowanie to pojawia się w
kryptografii i arytmetyce modularnej [1].

Rozwiązywanie równań diofantycznych

Algorytm umożliwia systematyczne rozwiązywanie liniowych równań diofantycznych z dwiema nie-
wiadomymi, mających postać:

ax+ by = c. (7.2)

Podstawowym warunkiem istnienia rozwiązania w liczbach całkowitych jest to, aby NWD(a, b) dzielił
bez reszty liczbę c. Jeśli warunek ten jest spełniony, możemy wyznaczyć rozwiązanie bazując na rozsze-
rzonym algorytmie Euklidesa.

Najpierw algorytm znajduje bazowe współczynniki x0 i y0 rozwiązujące równanie tożsamości Bézouta:

ax0 + by0 = NWD(a, b). (7.3)

Następnie wystarczy pomnożyć obie strony równania przez czynnik k = c
NWD(a,b) , co wprost dostarcza

nam jedno, szczególne rozwiązanie pierwotnego równania (7.1):

x = x0 ·
c

NWD(a, b)
, y = y0 ·

c

NWD(a, b)
. (7.4)
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Co więcej, mając jedno rozwiązanie szczególne, możemy w łatwy sposób wygenerować zbiór wszystkich
możliwych rozwiązań postaci:

x′ = x+ t · b

NWD(a, b)
, y′ = y − t · a

NWD(a, b)
, (7.5)

gdzie parametr t przyjmuje dowolne wartości całkowite.

Kryptografia klucza publicznego

Algorytm znajduje zastosowanie w kryptografii klucza publicznego, w szczególności w algorytmie
RSA [3]. Na podstawie losowo wygenerowanego klucza publicznego, służącego do szyfrowania, należy
wyznaczyć klucz prywatny, który umożliwia odszyfrowanie wiadomości. W tym kroku konieczne jest zna-
lezienie odwrotności modularnej wykładnika szyfrującego, do czego właśnie można zastosować rozszerzony
algorytm Euklidesa. Dzięki temu klasyczna arytmetyka liczb całkowitych znajduje praktyczne zastoso-
wanie w nowoczesnej kryptografii, pokazując znaczenie teorii liczb w bezpieczeństwie informacji [1, 3].

8. Podsumowanie

Rozszerzony algorytm Euklidesa stanowi naturalne uzupełnienie klasycznego algorytmu NWD, po-
zwalając nie tylko na obliczenie największego wspólnego dzielnika dwóch liczb całkowitych, ale także na
wyznaczenie współczynników kombinacji liniowej spełniającej równanie (1.1).

Dzięki prostocie konstrukcji i uniwersalności, algorytm znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach, w
tym:

• rozwiązywanie równań diofantycznych,

• arytmetyka modularna,

• kryptografia klucza publicznego, w tym algorytm RSA.

Przykład liczbowy oraz analiza złożoności pokazują, że algorytm jest prosty, naturalny i często nie-
zbędny w praktyce. W ten sposób rozszerzony algorytm Euklidesa jest nie tylko klasycznym narzędziem
w teorii liczb, ale także praktycznym narzędziem w informatyce i kryptografii.
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