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Kodowanie arytmetyczne bez tajemnic: od teorii do praktycznej
implementacji

Streszczenie. W artykule oméwiono sposob dzialania kodowania arytmetycznego oraz przed-
stawiono teorie matematyczna zapewniajaca jego poprawnosé. Waznym elementem sg rowniez
ilustracje, ktore pokazuja intuicje stojaca za algorytmem. Szczegdtowo opisany zostal mechanizm
renormalizacji — jedna z najbardziej kluczowych cze$ci implementacji kodowania arytmetyczne-
go. Artykul przechodzi rowniez przez przyklad kodowania i dekodowania wiadomosci oraz omawia
standardowy spos6b implementacji programowe;.
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1. Wstep

Cho¢ wielu nie zdaje sobie z tego sprawy, bezstratna kompresja danych towarzyszy nam na kazdym
kroku w zyciu cyfrowym. Algorytmy kompresji wykorzystywane sg przy praktycznie kazdej wizycie na
stronach internetowych. Popularne formaty danych jak PNG czy PDF zawieraja w sobie wyszukane
metody kompresji, ktore sprawiaja, ze nasze pliki zajmuja znacznie mniej miejsca na dysku, niz gdybysmy
przechowywali je w ,surowej”’ formie. Wérod dziesiatek popularnych metod kompresji bezstratnej, jedna
wyrdznia sie niebywala matematyczna pomystowoscia, ktéra pozwala na uzyskanie wydajnosci niezwykle

bliskiej teoretycznej granicy. Mowa oczywiscie o kodowaniu arytmetycznym.

2. Wprowadzenie do kodowania i kompresji danych

Celem kompresji danych jest redukcja objetosci informacji przy zachowaniu jej tresci. W przypadku
metod bezstratnych, proces ten musi by¢ w petni odwracalny, co oznacza, ze po dekompresji otrzymujemy
dokladnie ten sam cigg bitow, co na wejsciu.

Fundamentalnym modelem w teorii informacji jest dyskretne zrodlo bezpamieciowe (DMS, ang. Di-
screte Memoryless Source), oznaczane jako zmienna losowa X. Zmienna ta przyjmuje wartosci ze skori-
czonego alfabetu S = {s1, $2, ..., $p} zgodnie z rozktadem prawdopodobienistwa P = {p1,p2,...,pn}-
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Intuicja stojaca za efektywna kompresja opiera sie na obserwacji, ze symbole nie wystepuja w danych z
jednakowsq czestoscia. Metody statystyczne, takie jak kodowanie Huffmana czy arytmetyczne, przypisuja
krotsze ciaggl bitowe symbolom czestym (o wysokim p;), a dtuzsze symbolom rzadkim.

Miara ,Josowosci” symboli danego zrodta nazywana jest entropia Shannona H(X) i wyraza sie wzorem:

H(X)= —sz' logy (pi)- (1)

Im bardziej niepewna jest odpowiedz na pytanie ,Jaki prawdopodobnie bedzie nastepny symbol?”, tym
wyzsza jest entropia zrédla. Na przyktad, wiadomos$é acbcab ma wyzsza entropie, niz wiadomosé aaaaab.
Zgodnie z twierdzeniem Shannona o kodowaniu zrodla [3], entropia wyznacza teoretyczng dolng granice
$redniej dtugosci kodu jednego znaku. Zaden bezstratny algorytm kompresji nie moze ($rednio) zakodowaé
danych uzywajac mniejszej liczby bitéw na symbol, niz wynosi entropia zrédla.

3. Kodowanie arytmetyczne

Kodowanie arytmetyczne jest jedna z najbardziej efektywnych metod kompresji bezstratnej. Wiele
0s6b blednie utozsamia kod Huffmana [1] z granica kompresji. W praktyce ma on jednak powazne ogra-
niczenie — kazdy symbol alfabetu kodowany jest na calkowitej liczbie bitow. Sprawia to, ze w skrajnych
przypadkach, kod Huffmana moze marnowaé $rednio prawie 1 bit dla kazdego symbolu. Jest to szczegdlnie
widoczne w nastepujacym przyktadzie:

Przyktad 1. Obliczmy entropie oraz kod Huffmana zrodta X o alfabecie S = {a, b} i rozkladzie praw-
dopodobieristwa P(a) = 0,999 oraz P(b) = 0,001.

H(X) ==Y pilogy(pi) = —(0,99910g,(0,999) + 0,001 log,(0,001)) ~ 0,011 bita. (2)
=1

Przyktadowy kod Huffmana to:

a— 0,
b—1.

Jak widaé, entropia Zrodta (teoretyczna minimalna $rednia dtugosé jednego znaku) wynosi zaledwie
0,011 bita. Jednak uzywajac kodu Huffmana, jestesmy zmuszeni do przypisania symbolowi a (oraz b)
jednego bitu. W tym wypadku, wiadomosé ztozona z n znakéw zostanie zapisana na n bitach — duzo
wiecej niz teoretyczna granica, ktéra wynosi 0,011n.

Problem ten rozwiazuje kodowanie arytmetyczne, ktore nie przypisuje stéw kodowych pojedynczym
symbolom. Zamiast tego, koduje ono caly cigg wejsciowy jako jedna liczbe, co statystycznie pozwala na
zapisywanie symboli na ,utamkach” bitow.

3.1. Opis dzialania kodu

Zasada dziatania kodera arytmetycznego opiera sie na rekurencyjnym dzieleniu przedziatu liczbowego.
Poczatkowym przedziatem jest [0;1). Przedzial ten dzielony jest proporcjonalnie do prawdopodobienstw
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symboli. Z otrzymanych podprzedzialéw wybierany jest podprzedzial odpowiadajacy aktualnie kodowa-
nemu symbolowi. Procedura ta jest powtarzana az do zakodowania catej wiadomosci. Rysunek 1 ilustruje
intuicje stojaca za dzialaniem kodera.

0 a 1 b 1 c . d 1
: a ) b . c  d :
044 0,7
: a b ¢ d:
b
0,4 0,52

Rysunek 1. Graficzna reprezentacja procesu kodowania ciagu ,bac” dla zrédla z rozkltadem prawdopodobienistwa
{0,4;0,3;0,2;0,1}. Kazdy kolejny poziom ilustruje fizyczne zawezanie przedzialu kodu. Ostatecznym
kodem wiadomosci jest jakakolwiek liczba z przedziatu [0,484;0,508).

Niech dany bedzie alfabet S = {s1, 89, ..., s, } oraz stowarzyszony z nim rozklad prawdopodobienstwa
P = {p1,pa,...,pn}. Aby precyzyjnie okresli¢ granice podprzedzialéw dla kazdego symbolu, niezbedne
jest wprowadzenie definicji prawdopodobieristwa skumulowanego.

Definicja 1. Niech C} bedzie sumq prawdopodobieristw symboli s1, Sa,...,Sk—1. Cr nazywamy prawdo-
podobieristwem skumulowanym k-tego symbolu alfabetu S:

k—1
Ci = Zpi dlak>1, orazC;=0. (3)

i=1

Przyktad 2. Dla zrodta o rozkladzie prawdopodobienstwa P = {0,4;0,3;0,2; 0,1}, prawdopodobienstwa
skumulowane to:

Cy =0;

Cy = 0,4;
C3 =0.,7;
Cy =0,9.

Algorytm utrzymuje dwie zmienne stanu: L (low) reprezentujaca dolna granice aktualnego przedziatu
oraz H (high) reprezentujaca gorna granice. Poczatkowo L = 0 oraz H = 1, wiec przedzialem jest
[0;1). Proces kodowania kolejnego symbolu polega na zawezaniu przedziatu [L; H) do nowego przedziatu
odpowiadajacego temu symbolowi. Operacje kodowania k-tego symbolu opisuja wzory rekurencyjne:
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SZQI‘OkOéé = Hsta're - Lstarea (4)
Lnowe = Lstare + szeroko$¢ x Ck7 (5)
H,owe = Lstare + szerokosé x (Ck + pg)- (6)

Kodem wiadomosci jest jakakolwiek liczba rzeczywista znajdujaca sie w przedziale koricowym [L,,; Hy,).
Kazdy kolejny krok algorytmu sprawia, ze przedzial staje sie wezszy. Im wezszy stanie sie przedzial, tym
wieksza liczba cyfr (bitow) jest potrzebna do zapisania liczby, ktora sie w nim zawiera. Dzieki temu, ko-
dowanie arytmetyczne ,zapisuje” symbole o wysokich prawdopodobieristwach na mniejszej liczbie bitow.
Symbole takie maja mniejszy wplyw na szerokos$é¢ przedziatlu. Z drugiej strony, symbol o prawdopodo-
bienstwie 0,01 zmniejszy przedziat 100-krotnie.

Dekodowanie wiadomosci odbywa sie analogicznie do kodowania. Dekoder otrzymuje kod (liczbe z
przedziatu) oraz zrodlo (alfabet i rozklad prawdopodobieristwa). Warto zauwazyé, ze kazdy nastepny
przedzial zawiera sie¢ w poprzednim: [L,; H,) C [L,—1; H,—1). Oznacza to, ze jezeli dekoder otrzyma
liczbe 0,242, a pierwszy przedzial [0;1) zawiera podprzedzial [0;0,4) odpowiadajacy symbolowi ’a’, to
dekoder wypisze wlasnie symbol ’a’. Wybranie jakiegokolwiek innego podprzedziatu (np. [0,4;0,7)) nie
pozwolitoby mu na dojscie do liczby 0,242.

3.2. Zakonczenie kodowania

W praktyce konieczne jest poinformowanie dekodera o koncu wiadomosci. Zauwazmy, ze liczba 0,0
moze byé kodem wiadomosci a, ale rowniez aa, aaa, aaaa, .... Istnieje kilka sposobéw na rozwiazanie
tej dwuznacznosci. Jednym z nich jest przesytanie liczby znakoéow, ktore dekoder powinien odczytaé. To
podejscie sprawdza sie jednak tylko wtedy, gdy z gory znamy rozmiar przesytanych danych, co czesto jest
niemozliwe w przypadku transmisji strumieniowej. Zamiast tego, jedna z najpopularniejszych implemen-
tacji kodu arytmetycznego [4] uzywa specjalnego symbolu EOF (ang. End Of File).

Definicja 2. Niech # bedzie symbolem oznaczajgcym koniec wiadomosci. Wtedy # € S z pewnym praw-
dopodobieristwem P(#). Koder kotriczy kodowanie wiadomosci symbolem #. Napotkanie symbolu # przez
dekoder oznacza, ze cata wiadomosé zostata juz odkodowana.

Symbol # jest dodawany do alfabetu S z pewnym niskim prawdopodobienstwem P(#), np. 0,1.
Prawdopodobienistwa wystapienia reszty symboli musza zostaé¢ znormalizowane tak, aby suma wszystkich
prawdopodobienistw wynosita 1.

3.3. Renormalizacja

Przedstawiony dotychczas model kodowania zakladal wykorzystanie maszyny zdolnej do operowania
na liczbach rzeczywistych o nieskoiiczonej precyzji. Jednak w rzeczywistosci, doktadnosé liczb jest ograni-
czona. Poniewaz szerokos$¢ przedzialu maleje wyktadniczo wraz z kazdym znakiem, nietrudno zauwazyé,
ze przedzial ten szybko by ,zniknal”. Dolna granica L i gérna granica H znalazlyby sie tak blisko sie-
bie, ze procesor nie byltby w stanie ich rozroznié¢, tzw. ,underflow”. Rozwiazaniem tego problemu jest
renormalizacja.

Idea dziatania renormalizacji opiera sie na obserwacji, ze pewne bity kodu sa nam znane jeszcze przed
obliczeniem ostatecznego przedziatu. Jezeli podprzedzialem pierwszego symbolu bedzie [0;0,4), to moze-
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my by¢ pewni, ze kod wiadomosci zacznie sie od bitu 0. Jest tak dlatego, ze binarna reprezentacja kazdej
liczby w tym przedziale zaczyna sie wtasnie od 0,0.... Analogicznie, jezeli wybranym podprzedzialem
bedzie [0,7;0,9), to bedziemy pewni, ze nastepnym bitem kodu wiadomosci bedzie 1, poniewaz binarna
reprezentacja kazdej liczby 0,7 < x < 0,9 zaczyna sie od 0,1.... W takiej sytuacji mozemy zapisaé¢ znany
bit do bufora (lub wysta¢ go do odbiorcy) i ,rozciagna¢” przedzial poprzez przesuniecie wszystkich bitow
w lewo.

Formalnie, po wybraniu podprzedziatu [L; H) nastepnego kodowanego symbolu, mamy trzy przypadki
wymagajace renormalizacji:

1. Podprzedzial zawiera sie w pelni w dolnej potowie przedziatu: [L; H) C [0;0,5).
2. Podprzedzial zawiera sie w pelni w gornej potowie przedziatu: [L; H) C [0,5;1,0).
3. Podprzedzial zawiera sie na pograniczu dolnej oraz gornej potowy przedziatu: [L; H) C [0,25;0,75).

Pierwsze dwa przypadki juz oméwilismy. W pierwszym z nich wiemy, ze nastepnym bitem zakodowanej
wiadomosci bedzie 0. Aby ,rozciagna¢” przedzial, musimy wypisaé ten bit do bufora, a nastepnie przesunaé
bity L oraz H w lewo. Dzieki temu, bit ten ,wypadnie”, a my zostaniemy z szerszym przedziatem. Operacje
przesuniecia bitéw osiagamy pomnozeniem liczb przez 2. W drugim przypadku wiemy, ze nastepnym bitem
wiadomosci bedzie 1. Aby jednak po przesunieciu otrzymaé przedzial zawarty w [0; 1), musimy najpierw
odjac¢ 0,5. Jest to rownoznaczne ze zmiang pierwszego bitu po przecinku z 1 na 0. Otrzymujemy wiec
nastepujace funkcje, ktore beda wykorzystywane odpowiednio w pierwszym i drugim przypadku:

Ey:[0;0,5) = [0;1),  Ei(z)
E5:[0,5;1) — [0;1), Es(x)

2x; (7)
2(z — 0.5). (8)

Trzeci przypadek jest najbardziej skomplikowany. Wartos$¢ pierwszego bitu po przecinku L (0) jest
rozna od wartosci pierwszego bitu po przecinku H (1). Nie mozemy wiec jednoznacznie wypisa¢ go do
bufora, poniewaz nie wiemy jeszcze, czy jest to 0, czy 1. Nie mozemy tez jednak pozostaé¢ bezczynni, po-
niewaz przedzial ten moze sta¢ si¢ nieskoniczenie malty w obrebie [0,499...,0,500...). Pierwszym krokiem
w rozwiazaniu tego problemu jest zauwazenie, ze finalna liczba kodu znajdzie sie albo w [0,25;0,5), albo
w [0,5;0,75). W pierwszym przypadku bitem do wypisania bedzie 0, a w drugim przypadku bedzie to 1.
Nie wiemy jednak jeszcze, ktéra z tych sytuacji okaze sie prawda. Wstrzymujemy sie wiec z wypisaniem
bitu i definiujemy nastepujaca funkcje skalujaca:

Es:[0,25;0,75) — [0;1),  Es(x) = 2(x — 0.25). (9)

Warto zauwazy¢, ze przedzial [0,25;0,5) po mapowaniu staje sie przedziatem [0;0,5). Analogicznie,
przedzial [0,5;0,75) staje sie przedziatem [0,5;1,0). Jezeli wiec po wybraniu podprzedzialu nastepnego
kodowanego znaku znajdziemy sie w dolnej polowie przedziatu (przypadek FEi), to bedziemy wiedzieé, ze
przed skalowaniem funkcja F5 powinnismy ,wejs¢” w [0,25;0,5). Zgodnie z wczesniejsza analiza oznacza
to, ze pierwszym bitem do wypisania jest 0. Podobnie, jezeli podprzedzial nastepnego symbolu trafi w
gorng polowe przedzialu (przypadek Es), to bedziemy wiedzieé, ze przed skalowaniem Es znalezliSmy
sie w [0,5;0,75), wiec poprawnym bitem do wypisania byt 1. Zal6zmy, ze trafilismy w [0,25;0,5) przed
skalowaniem. Nie mozemy wypisaé¢ tylko bitu 0, poniewaz byloby to réwnoznaczne z podprzedzialem
[0;0,5). Zauwazmy jednak, ze cze$é utamkowa kazdej liczby z przedziatu [0,25;0,5) rozpoczyna sie bitami
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01. Wypisujemy wiec te bity do kodu wiadomosci. Jezeli natomiast podprzedzialem okazatby sie [0,5;0,75)
— wypisaliby$my 10.

Co jednak w sytuacji, gdy trafiamy do przypadku E3 wiecej niz jeden raz? Zalézmy, ze wybieramy
podprzedzial [0,4;0,6). Po pierwszym skalowaniu dostaniemy [0,3;0,7). Przedzial ten nadal miesci sie w
[0,25;0,75), wiec skalujemy jeszcze raz i dostajemy [0,1;0,9). W tym momencie dzielimy przedzial propor-
cjonalnie do prawdopodobienistw i wybieramy podprzedzial nastepnego kodowanego symbolu. Zal6zmy,
ze wybranym podprzedziatem jest [0,1;0,4). Miesci sie on w dolnej potowie, co zgodnie z wyjasnieniem
z poprzedniego akapitu oznacza, ze przed skalowaniem trafilibysmy do [0,25;0,5). My jednak dwukrotnie
skalowali$my przedzial funkcja Fs3. Przedzial [0,25;0,5) to przedzial po pierwszym skalowaniu:

Es([L,H)) = 2[L — 0,25, H — 0,25)
= [2L — 0,5;2H — 0,5] (10)
= [0,25:0,5).

My musimy ,wr6cié¢” o jeszcze jeden poziom wyzej. Dostajemy wiec granice przedziatu przed pierwszym

mapowaniem Fj:

2L — 0,5 = 0,25

2L = 0,75 (11)
L = 0,375,

2H — 0,5=0,5

2H =1 (12)
H=0,5.

Przypominam, ze zaczynaliémy z przedzialem [0,4;0,6). Po dwoch skalowaniach Fs3 ustaliliSmy, ze
finalna liczba bedzie zawiera¢ sie w [0,375;0,5), a wiec w [0,4;0,5). Zauwazmy, ze binarna reprezentacja
czesci utamkowej kazdej liczby w tym przedziale zaczyna sie od 011. Wypisujemy wiec te bity do bufora
wyjsciowego. Jezeli skalowanie E3 byltoby konieczne trzy razy, to finalnym podprzedziatem okazaltby sie
[0,4375;0,5), w ktorym czesé utamkowa kazdej liczby zaczyna sie od bitow 0111. Warto w tym momencie
zauwazy¢ strukture tych liczb. Jezeli przypadek E3 pojawi sie n razy z rzedu, to wypisujemy bit narzucony
przez ostatni wybrany podprzedzial (sytuacja Eq lub Es), a nastepnie wypisujemy n bitéw przeciwnych.
Formalny dowdd tego twierdzenia znajduje sic w dodatku A.

Wprowadzamy wiec nowg zmienng stanu: licznik. Zmienna ta przechowywaé bedzie informacje o tym,
ile razy dokonaliSmy mapowania Fs3. Przy kazdym wypisaniu bitow do bufora, bedziemy rowniez wy-
pisywaé licznik bitow przeciwnych oraz zerowaé licznik. Definiujemy wiec formalnie nastepujace zasady
renormalizacji, ktore beda wykonywane w petli:

1. [L; H) C [0;0,5): Wypisz 0, a nastepnie wypisz 1 licznik razy. Ustaw licznik = 0. Rozszerz przedzial
funkcja Fy.

2. [L; H) C [0,5;1,0): Wypisz 1, a nastepnie wypisz 0 licznik razy. Ustaw licznik = 0. Rozszerz przedzial
funkcja Fs.
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3. [L; H) € [0,25;0,75): Zwieksz licznik: licznik = licznik + 1. Rozszerz przedzial funkcja Es.

Uwaga 1. Warto zauwazy¢, ze powyzsze warunki nie maja zastosowania dla kazdego przedziatu. Przy-
ktadem jest przedziat [0,1;0,9). Kluczem jest tu zrozumienie, ze renormalizacja i kodowanie znaku to
dwa osobne procesy. Celem renormalizacji jest jedynie rozszerzenie przedzialu potrzebne do unikniecia
probleméw zwiazanych z dokladnoscig liczb. Osiggamy to przez wypisanie bitow, ktore sa juz pewne
(powyzsze przypadki 1-3). ,Kodowanie” nowego znaku ma miejsce tylko wtedy, gdy przedzial nie wyma-
ga renormalizacji, np. w przypadku [0,1;0,9). Wtedy dzielimy przedzial na podprzedziaty i wybieramy
podprzedziatl odpowiadajacy nastepnemu kodowanemu symbolowi.

3.3.1. Sekwencja koricowa

Ostatnim kodowanym symbolem jest # (EOF). Po zakoriczeniu petli renormalizacyjnej otrzymamy
przedzial [L; H), ktory spelnia przynajmniej jeden z warunkow:

L<025<05<H (13)
lub
L<05<0,75<H. (14)

Na koniec musimy wybraé jakas liczbe z tego przedziatu, ktéra jednoznacznie doprowadzi dekoder do
podprzedziatu #. Wiekszosé praktycznych implementacji wykorzystuje nastepujace zasady [4]:

1. Jesli L < 0,25, wyslij 0, a nastepnie wyslij 1 (licznik + 1) razy.

2. W przeciwnym razie, wyslij 1, a nastepnie wyslij 0 (licznik + 1) razy.

Pomyslmy, co te warunki oznaczaja. Pierwszy z nich jest podobny do sytuacji, w ktorej wpadamy
w przypadek E;. Wysylamy 0 oraz 1 licznik razy. W tym wypadku wysylamy dodatkowo jeszcze jedno
1. Jest to konieczne, aby zawezié ostateczny przedziat z [0;0,5) do [0,25;0,5). Zobaczmy co by sie stalo,
gdybysmy tego nie zrobili. Zalézmy, ze przedzialem # jest [0,3;0,7). Mapowanie E3 zwieksza licznik do
1 i skaluje przedzial do [0,1;0,9). Jesli w tym momencie wystalibysmy jedynie bity 01, ich ulamkowa
warto$¢ dziesietna wyniostaby 0,25. Zauwazmy, ze liczba ta lezy poza przedziatem [0,3;0,7), co dopro-
wadzitoby dekoder do btednego symbolu. Musimy wiec wystaé jeszcze jeden dodatkowy bit o wartosci 1,
aby otrzymac liczbe 0,375.

Drugi warunek jest podobny do sytuacji Fy. Symetrycznie z warunkiem poprzednim, tutaj rowniez
wysytamy (licznik 4+ 1) bitow przeciwnych. W tym wypadku wizualizacja jest troche prostsza, poniewaz
wysytana liczba zawsze jest rowna 0,5. Zgodnie z warunkiem drugim, 0,5 musi by¢ czescia ostatniego
przedziatu, dzieki czemu dekoder jednoznacznie odkoduje znak #.

3.4. Dekodowanie wiadomosci

Dekodowanie polega na wykonywaniu tych samych krokow, ktére wykonywal koder. R6znica polega
jedynie na tym, ze zamiast generowaé bity, odczytujemy je z gotowego strumienia. Dekoder postepuje
zgodnie z nastepujacym algorytmem:

1. Ustaw L =0, H = 1.
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2. Wezytaj pierwsze n bitéw wiadomoéci do zmiennej value.
3. Wykonuj az do odkodowania EOF:

3.1. Znajdz symbol, w ktorego podprzedziale znajduje sie value.
3.2. Wypisz ten symbol.
3.3. Zaktualizuj L oraz H, zawezajac je do granic znalezionego podprzedziatu.

3.4. Wykonuj petle renormalizacyjna dla L, H oraz value tak dlugo, jak przedzial tego wymaga.
Po kazdej renormalizacji wczytaj nastepny bit wiadomosci do value.

Warto zauwazy¢, ze aktualny kod wiadomosci (value) jest skalowany wraz z przedziatem. Jezeli koder
w tym momencie przesunatl bity w lewo, to dekoder musi zrobi¢ to samo, aby ich dziatania byty zsynchro-
nizowane. Kolejnym waznym szczegdlem jest fakt, ze operujemy tylko na n bitach kodu. Jest to konieczne,
poniewaz komputer moze nie by¢ w stanie utrzymac calej wiadomosci w pamieci. Zamiast tego, po kazdej
renormalizacji (przesunieciu bitow w lewo) wezytujemy nastepny bit ze strumienia. Doktadniejszy opis
dziatania prawdziwych implementacji znajduje sie¢ w sekcji 5.

4. Przyklady obliczen

Na potrzeby ponizszych przyktadéw zakladamy, ze komputer jest w stanie utrzymaé pelne wartosci
liczb w pamieci.

4.1. Przyktad kodowania

Aby w pelni zrozumieé¢ dziatanie algorytmu wraz z mechanizmem renormalizacji i sekwencja koricows,
przesledzmy proces kodowania krotkiej wiadomosci. Zaktadamy alfabet sktadajacy sie z czterech symboli
{a,b,c, #}, dla ktorych okreslono nastepujace prawdopodobieristwa wystapienia: P(a) = 0,4, P(b) = 0,2,
P(c) = 0,3 oraz P(#) = 0,1. Symbol # oznacza koniec pliku (EOF).

Naszym celem jest zakodowanie wiadomosci ,ba#”. Stan poczatkowy kodera to przedziat [0,0;1,0)
oraz zmienna licznik = 0.

Krok 1: Kodowanie symbolu b
Na poczatku mapujemy symbole na bazowy przedzial [0,0;1,0) zgodnie z ich prawdopodobieristwami:

a b ¢ #

I ] ] ] ]
i T T T 1

0,0 0,4 0,6 0,9 1,0

Wybieramy podprzedzial odpowiadajacy symbolowi b, czyli [0,4;0,6). Nastepnie sprawdzamy warunki
renormalizacji:

1. Przedzial [0,4;0,6) miesci sie w calosci w srodkowej potowie [0,25;0,75), co oznacza przypadek Es.

e Skalujemy: L =2(0,4 — 0,25) = 0,3; H = 2(0,6 — 0,25) = 0,7.

e Inkrementujemy licznik: licznik = 1.
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2. Nowy przedzial [0,3;0,7) ponownie spelnia warunek FEj.

e Skalujemy: L = 2(0,3 — 0,25) = 0,1; H = 2(0,7 — 0,25) = 0,9.

e Inkrementujemy licznik: licznik = 2.

Przedzial [0,1;0,9) nie wymaga renormalizacji. ZakonczyliSmy przetwarzanie pierwszego znaku. Bufor
wyjéciowy jest nadal pusty.

Krok 2: Kodowanie symbolu a
Dzielimy aktualny przedzial [0,1;0,9) (o szerokosci 0,8) na nowe podprzedzialy:

a b C #

I ] ] ] ]
r T T T 1

0,1 0,42 0,58 0,82 0,9

Wybieramy podprzedzial odpowiadajacy symbolowi a, czyli [0,1;0,42). Sprawdzamy renormalizacje:
1. Przedzial [0,1;0,42) zawiera sie w dolnej potowie [0;0,5), co oznacza przypadek Ej.
o Wypisujemy bity: Algorytm nakazuje wypisa¢ 0, a nastepnie licznik jedynek. licznik = 2, wiec
wypisujemy 011.
e Zerujemy licznik: licznik = 0.

e Skalujemy: L = 2(0,1) = 0,2; H = 2(0,42) = 0,84.
Przedziat [0,2;0,84) nie wymaga renormalizacji. Zawartosé¢ bufora to 011.

Krok 3: Kodowanie symbolu #
Dzielimy przedziat [0,2;0,84) (o szerokosci 0,64) na nowe podprzedziaty:

a b C #

I ] ] ] ]
i T T 1

0,2 0,456 0,584 0,776 0,84

Wybieramy podprzedzial odpowiadajacy symbolowi #, czyli [0,776;0,84). Sprawdzamy renormaliza-
cje:

1. Przedzial [0,776;0,84) lezy w gornej potowie [0,5;1,0) (przypadek Es).

e Wypisujemy bit: 1 (licznik to 0, wiec nie wypisujemy zer). Bufor: 0111.
e Skalujemy: L = 2(0,776 — 0,5) = 0,552; H = 2(0,84 — 0,5) = 0,68.

2. Nowy przedzial [0,552;0,68) nadal lezy w Es.

e Wypisujemy bit: 1. Bufor: 01111.
e Skalujemy: L = 2(0,552 — 0,5) = 0,104; H = 2(0,68 — 0,5) = 0,36.

3. Nowy przedzial [0,104;0,36) lezy w dolnej potowie, co oznacza przypadek Fj.
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e Wypisujemy bit: 0. Bufor: 011110.
e Skalujemy: L = 2(0,104) = 0,208; H = 2(0,36) = 0,72.

Przedzial [0,208;0,72) nie wymaga renormalizacji. Zawarto$¢ bufora to 011110.

Krok 4: Sekwencja koncowa

Analizujemy ostateczny przedzial [0,208;0,72). Poniewaz dolna granica L = 0,208 jest mniejsza od
0,25, stosujemy pierwszy warunek sekwencji konicowej. Wypisujemy wiec bit 0, a nastepnie (licznik + 1)
jedynek, gdzie licznik = 0. Daje to ciag 01, ktéry dodajemy do bufora.

Ostateczny kod binarny dla wiadomosci ,,ba#" to 01111001.

4.2. Przyktad dekodowania

Otrzymujemy zrodlo z alfabetem {a,b,c,#} oraz prawdopodobieristwami wystapienia P(a) = 0,4,
P(b) = 0,2, P(c) = 0,3 oraz P(#) = 0,1. Otrzymujemy réwniez zakodowana wiadomosé 01111001.
Naszym celem jest ja odkodowac.

Na poczatku wezytujemy kod wiadomosci i interpretujemy go jako utamek binarny V:

1 1 1 1

1
V =0,011110012 = 1 + 3 + 6 + 32 + 256~ 0,47265625. (15)

Poczatkowy przedziat to L = 0,0 oraz H = 1,0.

Krok 1: Odkodowanie pierwszego symbolu
Dzielimy przedzial [0,0;1,0) na podprzedzialy:
a b ¢ #

I ] ] ] ]
i T T T 1

0,0 0,4 0,6 0,9 1,0

Poréwnujemy nasza wartosé V' = 0,4726 z granicami podprzedzialéw. Wartos$é ta miesci sie w zakresie
[0,4;0,6). Pierwszym znakiem wiadomosci jest wiec b. Aktualizujemy przedziat do [0,4;0,6).

Sprawdzamy warunki renormalizacji (pamietajac, ze wartos¢ V musi byé przeksztalcana synchronicz-
nie z granicami L i H):

1. Przedziat [0,4;0,6) lezy w srodku zakresu, co oznacza przypadek Es.
e Skalujemy granice: L = 2(0,4 — 0,25) = 0,3; H = 2(0,6 — 0,25) = 0,7.
o Skalujemy V: V = 2(0,47265625 — 0,25) = 0,4453125.

2. Nowy przedzial [0,3;0,7) ponownie oznacza przypadek Fs.
e Skalujemy granice: L = 2(0,3 — 0,25) = 0,1; H = 2(0,7 — 0,25) = 0,9.
e Skalujemy V: V = 2(0,4453125 — 0,25) = 0,390625.

Przedziat [0,1;0,9) nie wymaga renormalizacji. Aktualna warto$é¢ kodu to V' = 0,390625. Aktualna odko-

dowana wiadomos$¢ to ,b”.

Krok 2: Odkodowanie drugiego symbolu
Dzielimy aktualny przedzial [0,1;0,9) (o szerokosci 0,8) na podprzedziaty:
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I ] ] ] ]
r T T T 1

0,1 0,42 0,58 0,82 0,9

V = 0,390625 wpada w zakres [0,1;0,42). Drugim symbolem jest wiec a. Aktualizujemy przedzial do
[0,1;0,42).

Sprawdzamy warunki renormalizacji:
1. Przedzial [0,1;0,42) lezy w calosci w dolnej polowie, co oznacza przypadek Ej.

e Skalujemy granice: L = 2(0,1) = 0,2; H = 2(0,42) = 0,84.
e Skalujemy V: V = 2(0,390625) = 0,78125.

Przedzial [0,2;0,84) nie wymaga renormalizacji. Aktualna warto$¢ kodu to V' = 0,78125. Aktualna odko-
dowana wiadomos¢ to ,ba”.

Krok 3: Odkodowanie trzeciego symbolu
Dzielimy przedziat [0,2;0,84) (o szerokosci 0,64) na podprzedzialy:

a b C #*

I ] ] ] ]
i T T 1

0,2 0,456 0,584 0,776 0,84

V = 0,78125 wpada w zakres [0,776;0,84). Trzecim symbolem jest wiec #. Poniewaz jest to symbol
oznaczajacy koniec kodu, petla dekodera zostaje przerwana. Ostateczna odkodowana wiadomosé to ,,ba##”
(lub ,ba” po usunieciu #).

Uwaga 2. Spostrzegawczy czytelnik moze zauwazyé, ze wiadomosé ,ba” mogla zosta¢ zakodowana na
mniejszej liczbie bitow uzywajac innego kodu. Rzeczywiscie wyglada na to, ze uzycie kodowania arytme-
tycznego mogto wrecz powiekszy¢ ilogé bitéw potrzebnych do zapisania wiadomo$ci. Problem ten wynika
z faktu, ze wykorzystany rozktad prawdopodobienistwa nijak ma sie do czestosci wystepowania znakow w
wiadomosci ,ba#”. Pokazuje to, ze nawet wazniejsza od samej metody kodowania jest poprawna repre-
zentacja zrodla dla kodowanej wiadomosci.

5. Implementacja na liczbach catkowitych

Jednym z najwazniejszych artykutéw naukowych w historii kodowania arytmetycznego jest ,Arith-
metic coding for data compression” [4], opublikowany w 1987 roku przez Iana H. Wittena, Radforda M.
Neala i Johna G. Cleary’ego. Jest to pierwszy artykul, ktéry pokazal niezawodng i wydajna implemen-
tacje kodowania arytmetycznego, zawieracjacy kompletny kod Zrédtowy kodera oraz dekodera napisany
w jezyku C. Implementacja ta szybko stata sie standardem kodowania arytmetycznego. Jako ciekawostke
warto dodaé, ze pierwsze prace naukowe opisujace kod arytmetyczny zostaly opublikowane w 1976 roku
— az 11 lat przed omawianym artykulem.

Zamiast przechowywaé wartosci jako liczby zmiennoprzecinkowe, autorzy uzyli liczb catkowitych. Licz-
ba bitow okreslajaca precyzje jest ustalona odgornie dla wartosci przedzialéw i kodu (oryginalnie byto
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to 16 bitow). Poczatkowym L jest liczba 0, a poczatkowym H jest liczba, ktorej binarna reprezentacja
sklada si¢ z samych jedynek w wybranej precyzji (dla 16 bitéw jest to 216 — 1). Odpowiednikiem mate-
matycznej wartosci 0,5 jest w tym ukladzie doktadnie potowa zakresu (czyli 2'° dla precyzji 16-bitowe;j).
Waznym szczegotem jest fakt, ze zarowno koder jak i dekoder uzywaja tej samej precyzji. Wykorzysta-
nie liczb catkowitych jest wydajniejsze, doktadniejsze oraz mniej skomplikowane, niz korzystanie z liczb
zmiennoprzecinkowych. Korzysci z tego podejscia sa widoczne szczeg6lnie przy rozwazaniu renormaliza-
cji, gdzie ,mnozenie przez 2”7 jest rownoznaczne z prostym przesunieciem bitéw w lewo. Dokladny opis
implementacji znajduje sie w oryginalnym artykule, do ktérego przeczytania zachecani sg zainteresowani
czytelnicy.

6. Podsumowanie

W niniejszym artykule oméwiono teoretyczny sposdb dziatania kodera oraz dekodera arytmetycznego.
Szczegbdlna uwaga poswiecona zostala intuicyjnemu wyjasnieniu celu i mechanizmu renormalizacji. Me-
chanizm ten jest jednym z najwazniejszych detali kodowania arytmetycznego, ale cechuje sie on znacznie
wyzszym poziomem zlozonosci niz reszta algorytmu. Jest on rowniez czesto stabo wyjasniany przez auto-
réw podobnych publikacji. Przydatnym narzedziem do glebszego zrozumienia kodowania arytmetycznego
sa przyklady kodowania i dekodowania zawarte w sekcji 4., obliczone krok po kroku z przystepnymi ilu-
stracjami. Poruszony zostal réwniez temat praktycznej implementacji kodowania arytmetycznego, ktora
rozni sie od matematycznej teorii wykorzystaniem liczb caltkowitych do symulowania przedziatu.

A. Dow6d poprawnosci Ej

Lemat 1. Niech EF(z) oznacza rekurencyjne wykonanie funkcji Es n razy: Ef = EsoE3o0---0 E3.

n razy

Wtedy:

Bl z) = 2" — %(zn —). (16)

Dowdd. Uzyjemy indukcji na n.
Baza: niech ng = 1. Wtedy Ej(z) = 2'z — (2! — 1) = 22 — 0,5 = 2(z — 0,25).
Zalozmy, ze EY(z) = 2"z — (2" — 1). Wtedy:

Byt (x) = B3 (B3 (v))

=2(E3(x)) — 05 (z definicji E3)
1 1
— 202"z — —(2" — 1)) — =
@' - 2" - 1) -
1
=2l (2" —1)— = (17)
2
1
—gntly _ogn 4 =
x + 5

1
=ontly — 5(2"+1 —1).
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O

E% pozwala nam na obliczenie granic przedzialu po wpadnieciu w przypadek E3 n razy z rzedu. W
dalszej czedci dowodu przyda nam si¢ réwniez odwrotnosé EZ':

% =y+ %(2” -1)
1
Y+ 5(271 -1 (18)
ZI}:T
1
) Y+ 5(2n—1)
(B3) " () = — 25—

Zanim przejdziemy dalej, pomys$lmy o strukturze tego dowodu. Intuicyjnie rozumiemy juz, dlacze-
go przypadek FE3 dziala. Zaczynamy z pewnym przedzialem bedacym w obrebie $rodka, na przyktad
[0,3;0,7). Nastepnie skalujemy go funkcja E3 n razy (tutaj 1 raz), az nie bedzie wymagal on renormaliza-
cji. W tym wypadku otrzymujemy przedzial [0,1;0,9). Po skalowaniu wybieramy podprzedzial nastepnego
kodowanego symbolu. Jezeli podprzedzial ten znajdzie sie w [0;0,5), to ,wrocenie” w gore pokaze nam,
ze powinnismy wejs¢ rowniez w dolng potowe przedziatu [0,3;0,7). Dla przyktadu zalézmy, ze wybrane-
mu symbolowi odpowiada podprzedzial [0,2;0,4). Aby ,wro6ci¢” do przedziatu [0,3;0,7), musimy wykona¢
odwrotnosé skalowania F3 dla podprzedzialu [0,2;0,4):

[L;H) = (E})71([0,2;0,4)) = [% + 0,25; %4 +0,25) = [0,35;0,45). (19)

Wiemy teraz, ze kod naszej wiadomosci w odniesieniu do przedziatu przed pierwszym skalowaniem FE3
znajduje sie w [0,35;0,45). Kluczowe jest zrozumienie, co kryje sie pod fraza ,w odniesieniu do przedzia-
t”. ZaczynaliSmy z przedziatem [0,3;0,7). Nastepnie zrobiliSmy renormalizacje F3 i wybraliSmy symbol
[0,2;0,4). Podprzedziat [0,2;0,4) jest podprzedzialem w kontekscie po skalowaniu F3. My jednak wro-
cilismy w goére odwrotnoscia skalowania, aby zmienié¢ kontekst z ,kod wiadomosci znajduje sie w pod-
przedziale [0,2;0,4) przedziatu [0,1;0,9)” na ,kod wiadomosci znajduje sie w podprzedziale [0,35;0,45)
przedziatu [0,3;0,7)”. Twierdzenia te sa sobie rownoznaczne. Réznig sie jedynie tym, ze pierwsze z nich
odnosi sie do przedziatu po skalowaniu, a drugie do przedziatu przed skalowaniem. Zrozumienie pojecia
,odnoszenia sie do przedziatu” jest konieczne do zrozumienia nastepujacego dowodu.

Roéwnania wyprowadzone i udowodnione w lemacie 1 oraz rownaniu 18 pozwalaja nam na obliczanie
przedziatu i jego odwrotnosci po n skalowaniach funkcja F3. Zauwazmy jednak, ze sa one prawidlowe je-
dynie dla ciagtych wykonan funkcji E5. Co jednak w sytuacji, gdy po przeskalowaniu przedziatu [0,3;0,7)
na przedzial [0,1;0,9), podprzedziatem nastepnego kodowanego symbolu bedzie [0,4;0,6)? Ten podprze-
dzial ponownie wpadnie w przypadek Ej3, ale samo zwiekszenie liczby n nie pozwoli nam na obliczenie
poprawnego przedziatu po kolejnym skalowaniu. Zamiast tego, musimy najpierw obliczyé¢ Fi([0,3;0,7)),
a nastepnie £2([0,4;0,6)). Rownanie E} jest poprawne tylko dla n skalowait jednego przedziatu z rzedu,
bez kodowania nowego symbolu w trakcie. Mimo to, w dowodzie musimy pokaza¢, ze poprawna wartoscia
kodu jest 0 oraz 1 n-razy, niezaleznie od tego, ile znakéw zostanie zakodowanych pomiedzy pierwszym
mapowaniem FE3 a pierwszym przypadkiem F;. Na szczescie, jak za chwile sie wyjasni, charakterystyka
funkcji £% nie jest wielkim problemem.
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Aby ograniczy¢ nastepujacy dowod do rozsadnej dtugosci, udowodnimy jedynie poprawnosé sytuacji,
w ktorej pierwszym napotkanym przypadkiem niebedacym Ej3 jest przypadek E;. Naszym celem jest wiec
wykazanie, ze niezaleznie od ilosci kodowanych symboli, jezeli pierwszym przypadkiem niebedacym Es
jest 1, to kod wiadomo$ci w odniesieniu do przedziatu przed pierwszym Fs musi zaczynaé sie od bitu
0, po ktérym bit 1 nastepuje n razy.

Lemat 2. Zalozmy, ze pierwszym przypadkiem renormalizacyi niebedacym E3 jest Ey. Niech n bedzie tgcz-
ng liczbg wykonan mapowania Es przed wystapieniem tego przypadku Fy. Niech [L; H) bedzie poprawnym
podprzedziatem kodu w odniesieniu do przedziatu przed pierwszym skalowaniem Es. Wiedy:

1 1

,2n+1§L<H<§. (20)

DO =

Dowdd. 7 definicji przypadku F; wiemy, ze przedzial w momencie jego napotkania znajduje sie w calosci
w dolnej polowie, tj. jest podzbiorem przedziatu [0; %)

Zauwazmy, ze proces kodowania symboli pomiedzy mapowaniami E3 polega wylacznie na wyborze
podprzedziatu, co jedynie zaweza przestrzen rozwigzan. Oznacza to, ze kazdy krok kodowania zachowuje
relacje zawierania. Wobec tego, aby znalezé ostateczne granice w odniesieniu do poczatkowego przedzialtu,
wystarczy cofnaé¢ caly zbior docelowy [0; %) przez n mapowan Fjs.

Poniewaz funkcja E3(x) oraz jej odwrotnosé (EZ)~!(x) sa funkcjami afinicznymi o dodatnich wspol-
czynnikach kierunkowych (sa wiec ciagle i $cisle rosnace), przeciwobraz przedziatu [0;%
przedzialem ciaglym, a jego granice mozemy wyznaczy¢, podstawiajac warto$ci skrajne do wzoru na

) jest rowniez

odwrotnosé (Réwnanie 18):

n n—1
E o= —2 —— =211
1 1 1
*—F*(Qn—l) 7+2n—1 — 2n71 1
lim (B5) ' (y) = 2—2; =2 ==
Yy—3

Otrzymujemy zatem przeciwobraz réwny [% — 2”,%; %) Poniewaz ostateczny podprzedzial przed przy-

padkiem F; zawiera sie w [0; %), to odpowiadajacy mu podprzedzial poczatkowy [L; H) musi zawieraé
sie w jego przeciwobrazie:
1 1 1
L;H)C |Z — ——; = 21
L) € |- i3 ) (21)

codowodzi,ie%fﬁ§L<H<%. O

Twierdzenie 1. Jezeli pierwszym napotkanym przypadkiem renormalizacyjnym niebedgcym Es jest Eq,
to binarny kod wiadomosci w odniesieniu do przedziatu przed pierwszym skalowaniem Es rozpoczyna sie

bitami 01", gdzie 1™ oznacza wypisanie bitu 1 tyle razy, ile wykonane zostato skalowanie E3.

Dowdd. Niech [L; H) bedzie prawidtowym podprzedziatem kodu w odniesieniu do przedziatu przed pierw-

szym skalowaniem Fs5. Wtedy zgodnie z Lematem 2: % - 271% <L<H< % Szczegolnie wazna jest dla

nas nier6wnosé % — 2% < L. Zauwazmy, ze dolng granice % — ﬁ mozemy rozwinaé¢ do sumy poteg
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dwojki (zaktadamy skonczony zapis binarny liczby %)

1 1 n+1 .
_ —i
5—2n+1_§ 277, (22)
=2

W systemie binarnym warto$¢ ta odpowiada doktadnie utamkowi 0,01...1 5, gdzie bity na utamkowych

n razy

pozycjach od 2 do n+1 wlacznie s rowne 1. Poniewaz gérna granica H < %7 wszystkie liczby w przedziale
[L; H) musza mie¢ bit 0 na pierwszej pozycji utamkowej. Jednoczesnie, poniewaz sa one wieksze lub rowne
dolnej granicy L, ich kolejne n bitow musi by¢ rowne 1. Dowodzi to, ze kod binarny kazdej wiadomosci
z przedziatu [L; H) w odniesieniu do przedziatu przed pierwszym skalowaniem E3 rozpoczyna sie bitami
01™. |

Dowod poprawnosci renormalizacji E3 koriczacej sie przypadkiem FEs postepuje analogicznie i pozo-
stawiony zostal jako ¢wiczenie dla zainteresowanych czytelnikow.
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