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Posta¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Streszczenie. Istnieje kilka sposobów reprezentacji liczb zespolonych � mi¦dzy innymi alge-
braiczna i trygonometryczna. Na uczelniach technicznych cz¦sto jednym z podstawowych elemen-
tów kursów matematyki obejmuj¡cych liczby zespolone jest umiej¦tno±¢ przeksztaªcania postaci
algebraicznej do postaci trygonometrycznej � zwªaszcza w pewnych szczególnych przypadkach.
Do±wiadczenie dydaktyczne podpowiada, »e o ile wyznaczenie moduªu liczby zespolonej jest zazwy-
czaj zadaniem trywialnym, o tyle wyznaczenie argumentu bywa problematyczne. Celem niniejszego
artykuªu jest przybli»enie Czytelnikowi metody niewymagaj¡cej u»ywania wzorów redukcyjnych:
w niektórych przypadkach posta¢ trygonometryczn¡ mo»na szybko wyznaczy¢, korzystaj¡c z pew-
nych elementarnych faktów geometrycznych. Na ko«cu artykuªu przedstawiono jedn¡ z metod
okre±lenia argumentu gªównego liczby zespolonej w przypadku ogólnym.
Sªowa kluczowe: liczby zespolone, pªaszczyzna Gaussa, posta¢ trygonometryczna liczb zespolo-
nych.

1.Wst¦p

1.1. Trygonometria

Warto±ci funkcji trygonometrycznych dla k¡ta ostrego zwyczajowo de�niuje si¦ jako stosunki dªugo±ci

boków w trójk¡cie prostok¡tnym zgodnie z zasadami:

• sinus k¡ta ϕ to stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej b nieprzylegªej do

k¡ta ϕ do dªugo±ci przeciwprostok¡tnej c, czyli sinϕ =
b

c
.

• cosinus k¡ta ϕ to stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej a przylegªej do k¡-

ta ϕ do dªugo±ci przeciwprostok¡tnej c, czyli cosϕ =
a

c
.

• tangens k¡ta ϕ to stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej b nieprzylegªej do

k¡ta ϕ dodªugo±ci przyprostok¡tnej a przylegªej do k¡ta ϕ, czyli tgϕ =
b

a
.

• cotangens k¡ta ϕ to stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej a przylegªej do

k¡ta ϕ do dªugo±ci przyprostok¡tnej b nieprzylegªej do k¡ta ϕ, czyli

ctgϕ =
a

b
.
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Powy»sze de�nicje mo»na w naturalny sposób uogólni¢ na dowol-

ny k¡t. Niech P (a, b) b¦dzie punktem ró»nym od O(0, 0) i niech

r = |OP | b¦dzie odlegªo±ci¡ punktu P od pocz¡tku ukªadu wspóª-

rz¦dnych. Warto±ci funkcji trygonometrycznych dla k¡ta ϕ mi¦dzy

dodatni¡ póªosi¡ Ox a odcinkiem OP s¡ nast¦puj¡ce:

sinϕ =
b

r
, cosϕ =

a

r
, tgϕ =

b

a
, ctgϕ =

a

b
.

Zauwa»my, »e w tym wypadku funkcja tangens jest okre±lona, gdy

a 6= 0 (tzn. P nie le»y na osi Oy), natomiast funkcja cotangens

jest okre±lona, gdy b 6= 0 (tzn. P nie le»y na osi Ox).

Oczywi±cie tgϕ =
sinϕ

cosϕ
oraz ctgϕ =

cosϕ

sinϕ
dla wszystkich warto±ci ϕ, które nie zeruj¡ mianowników.

Dla pewnych zakresów k¡tów mo»na rozwa»a¢ funkcje odwrotne (wzgl¦dem skªadania) do funkcji

trygonometrycznych z odpowiednimi dziedzinami. Nas b¦dzie szczególnie interesowa¢ funkcja odwrotna

do funkcji tangens zde�niowanej na przedziale (−π/2, π/2).

Funkcj¡ arcus tangens nazywamy funkcj¦

arctg : R→
(
−π
2
,
π

2

)
tak¡, »e arctg x = y wtedy i tylko wtedy, gdy x = tg y dla pewnego y ∈ (−π/2, π/2).

1.2. Liczby zespolone

Postaci¡ algebraiczn¡ liczby zespolonej z nazywamy wyra»enie z = x + yi, gdzie x i y s¡ liczbami

rzeczywistymi, natomiast i to tak zwana jednostka urojona, speªniaj¡ca warunek i2 = −1.
Zbiór wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C. Korzystaj¡c z powy»szych informacji mo»emy

go opisa¢ jako

C =
{
z : z = x+ yi ∧ x, y ∈ R ∧ i2 = −1

}
.

Liczby x i y nazywamy, odpowiednio, cz¦±ci¡ rzeczywist¡ (realisem) i cz¦±ci¡ urojon¡ (imaginariusem)

liczby z i oznaczamy je przez x = Re z oraz y = Im z. Zatem ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z mo»emy zapisa¢

w postaci

z = Re z + i · Im z.

Moduªem liczby zespolonej z nazywamy wyra»enie postaci

|z| =
√
x2 + y2.

Niezerowa liczba zespolona z = x+ yi posiada argument, czyli liczb¦ rzeczywist¡ ϕ speªniaj¡c¡ ukªad

równa« 
cosϕ =

x

|z|

sinϕ =
y

|z|
.

Oczywi±cie, ze wzgl¦du na okresowo±¢ funkcji trygonometrycznych, powy»szy ukªad równa« ma niesko«-

czenie wiele rozwi¡za«. Argumentem gªównym liczby zespolonej z nazywamy taki jej argument ϕ, który
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speªnia warunek ϕ ∈ [0, 2π). Zwyczajowo argument liczby zespolonej z oznaczamy przez arg z, natomiast

argument gªówny przez Arg z.

Postaci¡ trygonometryczn¡ liczby zespolonej z 6= 0 nazywamy wyra»enie

z = |z| (cosϕ+ i · sinϕ) ,

gdzie ϕ to argument liczby z.

W tym artykule przyjmujemy, »e liczba zespolona 0 nie ma postaci trygonometrycznej1. Uzasadniamy

ten wybór faktem, »e argument gªówny liczby 0 nie mo»e by¢ wyznaczony jednoznacznie, co mo»e prowa-

dzi¢ do pewnych formalnych niezr¦czno±ci. Przykªadowo: czy liczba zespolona 0 jest jednym z rozwi¡za«

nierówno±ci 0 ≤ Arg z < π?

Aby si¦ przekona¢, »e postacie algebraiczna i trygonometryczna w istocie opisuj¡ t¦ sam¡ niezerow¡

liczb¦ zespolon¡, wystarczy przeprowadzi¢ nast¦puj¡ce proste przeksztaªcenie, polegaj¡ce na wyª¡czeniu

przed nawias moduªu:

z = x+ yi = |z| · x
|z|

+ |z| · y
|z|
· i = |z|

(
x

|z|
+

y

|z|
· i
)

= |z|(cosϕ+ i · sinϕ).

1.3. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Czynnikiem motywuj¡cym do wprowadzenia poj¦¢ moduªu i argumentu liczb zespolonych jest inter-

pretacja geometryczna zbioru C. Liczby zespolone mo»na uto»samia¢ z punktami na tzw. pªaszczy¹nie

Gaussa � jest to odpowiednik kartezja«skiej pªaszczyzny R2 z t¡ ró»nic¡, »e zwyczajowe osie Ox i Oy

oznaczaj¡, odpowiednio, osie cz¦±ci rzeczywistych i cz¦±ci urojonych.

Liczba zespolona z = x + yi jest interpretowana

jako punkt o wspóªrz¦dnych (x, y). Je»eli z 6= 0, to

liczb¦ zespolon¡ mo»na jednoznacznie wskaza¢ przy

pomocy moduªu |z| i argumentu ϕ, gdzie

• |z| to odlegªo±¢ punktu z od pocz¡tku ukªadu

wspóªrz¦dnych (czyli od liczby zespolonej 0),

• ϕ to k¡t mi¦dzy dodatni¡ póªosi¡ Re a odcin-

kiem 0z.

2. Trójk¡ty 45◦ − 45◦ − 90◦ i 30◦ − 60◦ − 90◦

W klasycznej geometrii i w »yciu codziennym miary k¡tów najcz¦±ciej wyra»ane s¡ za pomoc¡ stopni.

Z kolei w zagadnieniach zwi¡zanych z trygonometri¡ i z analiz¡ zespolon¡ du»o bardziej naturalnym

podej±ciem jest u»ycie radianów. W zwi¡zku z tym cz¦±¢ tego rozdziaªu � po±wi¦conego pewnym prostym

wynikom geometrycznym � b¦dzie zawieraªa miary k¡tów wyra»one w stopniach.

1 Wypada tutaj wspomnie¢, »e w kwestii de�nicji i wªasno±ci argumentów liczb zespolonych panuje pewne zamieszanie
znajduj¡ce odzwierciedlenie w wielu podr¦cznikach i opracowaniach. Niekiedy uznaje si¦, »e za argument liczby 0 mo»na
przyj¡¢ dowoln¡ liczb¦ rzeczywist¡ (co pozwala zde�niowa¢ jej posta¢ trygonometryczn¡), a za argument gªówny tej liczby
mo»na przyj¡¢ 0. Zdarza si¦ przyjmowa¢, »e Arg z ∈ (−π, π], a tak»e »e argument gªówny jest oznaczany przez arg z,
a dowolny przez Arg z.
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Rozwa»ane trójk¡ty bywaj¡ nazywane trójk¡tami ekierkowymi � wynika to z faktu, »e pewien dobrze

ka»demu znany przyrz¡d kre±larski najcz¦±ciej wyst¦puje w tych ksztaªtach.

Twierdzenie 1. Trójk¡t o k¡tach 45◦, 45◦ i 90◦ ma boki dªugo±ci a, a i a
√
2

dla pewnego a > 0.

Rozwa»any trójk¡t jest prostok¡tny i równoramienny. Z twierdzenia Pitagorasa

wynika, »e je»eli obie jego przyprostok¡tne maj¡ dªugo±¢ a, to przeciwprosto-

k¡tna ma dªugo±¢ a
√
2.

Twierdzenie 2. Trójk¡t o k¡tach 30◦, 60◦ i 90◦ ma boki dªugo±ci a, a
√
3 i 2a dla pewnego a > 0.

Powy»sze twierdzenie mo»na ªatwo uzasadni¢ � rozwa»any trójk¡t stanowi poªow¦ trójk¡ta równo-

bocznego. Przypomnijmy dwa szkolne fakty o trójk¡tach równobocznych. Po pierwsze, wysoko±¢ takiego

trójk¡ta o boku a wynosi a
√
3/2. Zatem wysoko±¢ trójk¡ta równobocznego o boku 2a wynosi a

√
3. Po

drugie, wysoko±¢ w trójk¡cie równobocznym opada dokªadnie na ±rodek przeciwlegªego boku.

Twierdzenie 2 mo»na te» w prosty sposób uzasadni¢ trygonometrycznie. Krótsza przyprostok¡tna ma

dªugo±¢ a i przylega do k¡ta ostrego 60◦. Je»eli c to dªugo±¢ przeciwprostok¡tnej, to z de�nicji funkcji

cosinus dla k¡ta ostrego mamy

a

c
= cos 60◦, wi¦c c =

a

cos 60◦
=
a
1
2

= 2a.

Maj¡c dªugo±ci dwóch boków w trójk¡cie prostok¡tnym, warto±¢ dªu»szej przyprostok¡tnej mo»na obliczy¢

z twierdzenia Pitagorasa:

(2a)2 = a2 + b2, wi¦c b = a
√
3.
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Jeden radian, z de�nicji, to miara ªukowa k¡ta ±rodkowego opartego na ªuku

o dªugo±ci 1 w okr¦gu jednostkowym. W zwi¡zku z tym miara k¡ta peªnego (360◦)

wyra»ona w radianach to 2π, czyli dokªadnie tyle ile wynosi obwód wspomnianego

okr¦gu, a miara k¡ta póªpeªnego (180◦) to π � poªowa obwodu. Oczywi±cie radia-

ny i stopnie s¡ wprost proporcjonalne i dzi¦ki temu mo»na ªatwo przeksztaªca¢ te

jednostki mi¦dzy sob¡, na przykªad:

• 180◦ odpowiada warto±ci π radianów, wi¦c (dziel¡c obie liczby przez 2) otrzy-

mujemy, »e 90◦ odpowiada π/2 radianów.

• Dziel¡c 180◦ i π przez 3, wnioskujemy, »e miara k¡ta 60◦ wyra»ona w radianach

to π/3.

Podsumowuj¡c, wyniki z twierdze« 1 i 2 mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

3. Argument liczby zespolonej w trzech szczególnych przypadkach

W tym rozdziale zakªadamy, »e z 6= 0.

3.1. Przypadek x = 0 lub y = 0

Jest to najprostszy z rozwa»anych przypadków. Je»eli

z = x lub z = yi,

to z znajduje si¦ na jednej z osi pªaszczyzny Gaussa. Zatem Arg z mo»e przyj¡¢ wyª¡cznie jedn¡ z nast¦-

puj¡cych czterech warto±ci:



Posta¢ trygonometryczna liczb zespolonych 21

Zauwa»my, »e je»eli z = x, to

|z| =
√
x2 + 02 =

√
x2 = |x|

i, analogicznie, dla z = yi zachodzi

|z| =
√
02 + y2 =

√
y2 = |y|.

Przykªad 1. Korzystaj¡c z powy»szych informacji, zapiszemy kilka liczb zespolonych speªniaj¡cych wa-

runek Re z · Im z = 0 w postaci trygonometrycznej:

5 = 5(cos 0 + i sin 0), 2i = 2
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
,

−3 = 3 (cosπ + i sinπ) , −14i = 14

(
cos

3

2
π + i sin

3

2
π

)
.

3.2. Przypadek x = ±y
Z twierdzenia 1 wynika, »e je»eli z = x+yi oraz |x| = |y|, to k¡t mi¦dzy odcinkiem Oz, a pewn¡ póªosi¡

na pªaszczy¹nie Gaussa wynosi π/4. Zatem, jak w powy»szym przykªadzie, argument przyjmuje jedn¡

z czterech mo»liwych warto±ci (pozostawiamy Czytelnikowi gra�czne przedstawienie tych mo»liwo±ci �

� analogiczne do poprzedniego przypadku).

Przykªad 2. Przedstawimy w postaci trygonometrycznej dwie liczby zespolone speªniaj¡ce warunek

Re z = ±Im z.

1. Niech z = −
√
3−
√
3i.

Jak wida¢, Re z = Im z = −
√
3.

Korzystaj¡c ze wzoru na moduª liczby zespolonej, otrzymujemy

|z| =
√
(−
√
3)2 + (−

√
3)2 =

√
3 + 3 =

√
6.

Zaznaczmy dan¡ liczb¦ zespolon¡ na pªaszczy¹nie Gaussa i przyªó»my odpowiedni trójk¡t ekierkowy.

Zatem

Arg z = π +
π

4
=

5

4
π

i ostatecznie

−
√
3−
√
3i =

√
6

(
cos

5

4
π + i sin

5

4
π

)
.

2. Niech z = 1− i.

W tym przypadku mamy Re z = 1 oraz Im z = −1, wi¦c Re z = −Im z.
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Ponownie, najpierw obliczamy moduª:

|z| =
√
12 + (−1)2 =

√
2.

Po zaznaczeniu danej liczby na pªaszczy¹nie Gaussa przykªadamy odpowiedni trójk¡t ekierkowy.

Zatem

Arg z =
3

2
π +

π

4
=

7

4
π

i ostatecznie

1− i =
√
2

(
cos

7

4
π + i sin

7

4
π

)
.

3.3. Przypadek x = ±
√
3y lub y = ±

√
3x

W tym przypadku na pªaszczy¹nie Gaussa zaznaczamy trójk¡t 30◦ − 60◦ − 90◦. Aby mie¢ pewno±¢,

czy podczas obliczania argumentu nale»y dobra¢ k¡t π/6 (mniejszy) czy π/3 (wi¦kszy), mo»na wyra¹nie

rozró»ni¢ warto±ci cz¦±ci rzeczywistej i urojonej danej liczby poprzez odpowiednie przeskalowanie ich na

osiach.

Przykªad 3. Przedstawimy w postaci trygonometrycznej dwie liczby zespolone speªniaj¡ce warunek

Re z = ±
√
3 Im z lub Im z = ±

√
3 Re z.

1. Niechz = −
√
3 + i.

Zauwa»my, »e Im z = −
√
3 · Re z. Obliczamy moduª danej liczby:

|z| =
√
(−
√
3)2 + 12 =

√
4 = 2.

Po zaznaczeniu liczby z na pªaszczy¹nie Gaussa mo»emy odczyta¢ jej argument.

Mamy

Arg z =
π

2
+
π

3
=

5

6
π,

wi¦c posta¢ trygonometryczna danej

liczby to

z = 2

(
cos

5

6
π + i sin

5

6
π

)
.
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2. Niech z =
√
2− i

√
6.

W tym przypadku Re z = −
√
3 · Im z. Ponadto

|z| =
√
(
√
2)2 + (−

√
6)2 = 2

√
2.

Z poni»szego rysunku odczytujemy argument danej liczby.

Zatem

Arg z =
3

2
π +

π

6
=

5

3
π.

Ostatecznie

√
2−
√
6i = 2

√
2

(
cos

5

3
π + i sin

5

3
π

)
.

4. Argument liczby zespolonej w przypadku ogólnym

Zauwa»my, »e dla liczby zespolonej z = x+yi, gdzie x 6= 0,

mamy

tgϕ =
sinϕ

cosϕ
=

y
|z|
x
|z|

=
y

x
.

Powy»sze równanie sugeruje, »e warto±¢ argumentu mo»na

obliczy¢ przy pomocy wyra»enia

arctg
y

x
,

jednak zbiorem warto±ci funkcji arcus tangens jest

(−π/2, π/2), co �wypeªnia� jedynie pierwsz¡ i czwart¡

¢wiartk¦ ukªadu wspóªrz¦dnych. Reasumuj¡c, w tym kon-

tek±cie arcus tangens okre±la jedynie kierunek prostej 0z,

co nam daje dwie �potencjalne� warto±ci argumentu.
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Liczby z1 i z2 le»¡ na jednej pro-

stej, wi¦c

y1
x1

=
y2
x2
.

Zauwa»my, »e

ϕ2 − ϕ1 = π.

Zatem argument niezerowej liczby zespolonej z = x+ yi mo»na wyznaczy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

arg z =


π
2 dla x = 0 i y > 0
3π
2 dla x = 0 i y < 0

arctg yx dla x > 0

π + arctg yx dla x < 0.

W powy»szym wzorze otrzymujemy argument gªówny w ka»dej ¢wiartce poza czwart¡ (x > 0, y < 0).

Nietrudno zauwa»y¢, »e w tym przypadku mamy

Arg z = 2π + arctg
y

x
.

Ostatecznie mo»na przyj¡¢, »e dla niezerowej liczby zespolonej z = x+ yi zachodzi

Arg z =



π
2 dla x = 0 i y > 0
3π
2 dla x = 0 i y < 0

arctg yx dla x > 0 i y ≥ 0 (I ¢w.)

π + arctg yx dla x < 0 (II, III ¢w.)

2π + arctg yx dla x > 0 i y < 0 (IV ¢w.).

W sekcji 2. przedstawili±my analogi¦ mi¦dzy poj¦ciami stopni i radianów, natomiast w sekcji 1.1.

okre±lili±my przedziaª (−π/2, π/2) jako zbiór warto±ci funkcji arcus tangens. �¡cz¡c te dwa fakty, mo»na

przyj¡¢, »e warto±ciom funkcji arcus tangens jednoznacznie mo»na przypisa¢ stopnie z zakresu (−90◦, 90◦),
a powy»szy wzór na argument gªówny liczby zespolonej mo»e zwraca¢ warto±ci w stopniach z zakresu

[0◦, 360◦).

Przykªad 4. Wyznaczymy i podamy (przybli»on¡) warto±¢ w stopniach argumentu gªównego pewnych

liczb zespolonych.

1. Je»eli z = 1 + 2i, to Re z = 1 > 0 i Im z = 2 > 0, wi¦c

Arg z = arctg
2

1
= arctg 2 ≈ 63◦.

2. Je»eli z = −3 + 2i, to Re z = −3 < 0, wi¦c

Arg z = π + arctg
−3
2
≈ 180◦ + (−56◦) = 124◦.
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3. Je»eli z = −8− 9i, to Re z = −8 < 0. Zatem

Arg z = π + arctg
−9
−8

= π + arctg
9

8
≈ 180◦ + 48◦ = 228◦.

4. Je»eli z = 19− 2i, to Re z = 19 > 0 i Im z = −2 < 0. Zatem

Arg z = 2π + arctg
−2
19
≈ 360◦ + (−6◦) = 354◦.

5. Zadania i odpowiedzi

Zadanie 1. Wyznaczy¢ posta¢ trygonometryczn¡ danej liczby zespolonej

i,a) 2
√
2 + 2

√
2i,b) −π,c)

√
3 + 3i,d) −5 + 5i,e) −

√
15−

√
5i,f)

4− 4i,g) −1

2
−
√
3

2
i,h) −2 + 2

√
3i.i)

Zadanie 2. Wyznaczy¢ i poda¢ (przybli»on¡) warto±¢ w stopniach argumentu gªównego liczby zespolonej

1 + 7i,a) 4 + i,b) −33− 2i,c)

14 + 15i,d) 9− 5i,e) 2 +
√
3i,f)

−
√
2 +
√
3i,g) −5− 17i,h) 10− i.i)

Odpowied¹ 1.

cos
π

2
+ i sin

π

2
,a) 4

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
,b) π(cosπ + i sinπ),c)

2
√
3
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
,d) 5

√
2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)
,e) 2

√
5

(
cos

7

6
π + i sin

7

6
π

)
,f)

4
√
2

(
cos

7

4
π + i sin

7

4
π

)
,g) cos

4

3
π + i sin

4

3
π,h) 4

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
.i)

Odpowied¹ 2.

arctg 7 ≈ 82◦,a) arctg 1
4 ≈ 14◦,b) π + arctg 2

33 ≈ 183◦,c)

arctg 15
14 ≈ 47◦,d) 2π + arctg

(
− 5

9

)
≈ 331◦,e) arctg

√
3
2 ≈ 41◦,f)

π + arctg
(
−
√
6
2

)
≈ 129◦,g) π + arctg 17

5 ≈ 254◦,h) 2π + arctg
(
− 1

10

)
≈ 354◦.i)


