
MINUT 2021 (3), s. 153�165

ISSN 2719-3063

Robert TUTAJEWICZ1

1Katedra Informatyki Stosowanej, Politechnika �l¡ska, ul. Akademicka 16, 44-100 Gliwice

Ocena efektywno±ci algorytmu na przykªadzie szukania indeksu
minimum i maksimum

Streszczenie. W artykule na przykªadzie problemu poszukiwania indeksów najwi¦kszego i naj-
mniejszego elementu w tablicy pokazano, w jaki sposób nale»y analizowa¢ algorytmy pod k¡tem
oceny ich efektywno±ci czasowej. Przedstawiono tak»e, czym jest zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu
i jak j¡ szacowa¢ uwzgl¦dniaj¡c wpªyw operacji dominuj¡cej na czas wykonania. Zaproponowano
6 ró»nych wersji algorytmów rozwi¡zuj¡cych postawione zadanie i dla ka»dej z nich policzono
zªo»ono±¢ danego algorytmu.
Sªowa kluczowe: efektywno±¢ algorytmów, optymalizacja programu, poszukiwanie minimum i mak-
simum, zªo»ono±¢ obliczeniowa, operacja dominuj¡ca.

1.Wst¦p

Ka»dy programista, pisz¡c program, stara si¦ go napisa¢ mo»liwie jak najlepiej. Jak jednak oceni¢,

który program jest lepszy? Co przyj¡¢ za miernik jako±ci programu? Najcz¦±ciej jako kryterium takiej

oceny wskazuje si¦ czas trwania oblicze«. Czy jednak w sytuacji, gdy dwóch programistów chwali si¦ swo-

imi programami i pierwszy mówi, »e jego program potrzebuje na obliczenie pewnego zadania 15 sekund

a drugi odpowiada, »e jego rozwi¡zanie wyznacza wynik tego zadania w 10 sekund, mo»emy by¢ pewni,

»e drugi napisaª lepszy program? Otó» nie. Nie wiemy, czy oba programy byªy wykonywane na takim

samym komputerze, by¢ mo»e ten drugi zostaª uruchomiony na znacznie szybszej jednostce. Tak»e nic nie

wiemy o systemie operacyjnym, pod kontrol¡ którego wykonywano te programy, ani o j¦zykach progra-

mowania i kompilatorach, jakich u»yto do skompilowania programów. Nawet gdyby system operacyjny

byª ten sam, to by¢ mo»e priorytety obydwu wykonywanych programów byªy ró»ne. A gdyby u»yto tego

samego kompilatora, to kompilacja mogªa odbywa¢ si¦ przy wª¡czonych ró»nych opcjach optymalizacji.

Ale nawet je±liby wszystkie wymienione czynniki byªy identyczne a programy byªy wykonywane na tym

samym komputerze, to warunki ich wykonania nie byªyby zapewne identyczne (np. w ró»nych chwilach

wykonania pojawiaªyby si¦ ró»ne przerwania). Tym samym pomiar czasu wykonania nie wystarcza, by

z caª¡ pewno±ci¡ powiedzie¢, »e dane rozwi¡zanie jest lepsze od innego.

W praktyce nie porównuje si¦ samych programów a algorytmy, jakie w tych programach zostaªy u»yte.

Dzi¦ki temu wszystkie wymienione wy»ej czynniki zaburzaj¡ce wynik porównania nie maj¡ wpªywu na
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rezultat, który uzyskamy. Ale jak oceni¢, który algorytm jest szybszy? Mówi o tym cecha algorytmu

nazywana efektywno±ci¡ czasow¡. Okre±la ona, na ile wydajny jest dany algorytm. Miar¡ efektywno±ci

algorytmów jest zªo»ono±¢ obliczeniowa. Zatem, aby porówna¢ algorytmy, nale»y okre±li¢ ich zªo»ono±¢

obliczeniow¡. W niniejszym artykule na przykªadzie dosy¢ prostego problemu zostanie pokazane, jak to

zrobi¢.

Rozpatrywanym tu problemem jest wyznaczenie indeksu najmniejszego i najwi¦kszego elementu w pew-

nym sko«czonym n-elementowym ci¡gu liczb rzeczywistych an. Zostanie przedstawionych kilka algoryt-

mów realizuj¡cych to zadanie. Dla ka»dego z nich zostanie tak»e wyznaczona zªo»ono±¢ obliczeniowa.

Dzi¦ki temu b¦dzie mo»liwe porównanie ze sob¡ poszczególnych algorytmów.

2. Najprostsze rozwi¡zanie

Jak ju» wspomniano, zadanie polega na wyznaczeniu indeksu najmniejszego i najwi¦kszego elementu

w pewnym sko«czonym zbiorze liczb rzeczywistych an, gdzie n > 1. Zbiór ten b¦dzie reprezentowany za

pomoc¡ tablicy liczb rzeczywistych a[n]. Przykªadowe deklaracje staªej n i tablicy a[] jako zmiennej

globalnej w j¦zyku C przedstawiono na listingu 1. Przyj¦to tam, »e n jest równe 10 ale nic nie stoi na

przeszkodzie, by tablica liczyªa znacznie wi¦ksz¡ liczb¦ elementów.

1 const int n = 10;

2 const double a[n] = { 4.1, 6.2, -12.3, 3.0, -8.63, 11, 7.4, -5.8, 9.01, 10.4 };

Listing 1. Deklaracje staªej n i zmiennej a

Nale»y zauwa»y¢, »e mimo, i» odpowiednie algorytmy zostan¡ zaprezentowane przy zaªo»eniu, »e ele-

mentami zbioru s¡ liczby rzeczywiste, algorytmy te mo»na stosowa¢ dla innych rodzajów danych. W rze-

czywisto±ci wystarcza, aby w zbiorze istniaªa relacja cz¦±ciowego porz¡dku. W przypadku, gdy najmniej-

szy b¡d¹ najwi¦kszy element powtarza si¦ kilkakrotnie, jako wynik wybierany jest element o najmniejszej

warto±ci indeksu (bierze si¦ pod uwag¦ pierwsze wyst¡pienie danego elementu w ci¡gu).

Dana jest zatem n-elementowa tablica liczb rzeczywistych indeksowana od 0, a zadaniem algorytmu

jest znalezienie indeksów elementów minimalnego i maksymalnego spo±ród wszystkich liczb tworz¡cych

tablic¦. Jak to zrobi¢? Jedn¡ z metod poszukiwania algorytmów jest podziaª zadania na mniejsze i szukanie

algorytmów rozwi¡zuj¡cych te mniejsze problemy z osobna. W tym konkretnym zadaniu nale»y znale¹¢

miejsca w tablicy, pod którymi znajduj¡ si¦ dwie liczby � najmniejsza i najwi¦ksza. Mo»na zatem podzieli¢

caªe zadanie na dwa podzadania: znalezienie indeksu minimum i znalezienie indeksu maksimum. Najpierw

zostanie omówione rozwi¡zanie pierwszego z podzada«.

Je»eli dany jest zbiór jednoelementowy, to jedyny element tworz¡cy ów zbiór jest jednocze±nie mini-

mum w tym zbiorze, zatem odpowiedzi¡ jest indeks tego elementu równy 0. Korzystaj¡c z metody indukcji

matematycznej mo»emy wyprowadzi¢ algorytm poszukiwania indeksu minimum w zbiorze licz¡cym wi¦cej

ni» 1 element (zbiorze n-elementowym). Zaªó»my, »e znamy poªo»enie (indeks) najmniejszego elementu

w zbiorze zªo»onym z k � 1 pocz¡tkowych elementów zbioru n-elementowego (gdzie k 6 n; oznaczmy

ten indeks przez i_min). Czy na tej podstawie mo»na znale¹¢ indeks minimum w zbiorze k-elementowym

powstaªym z poprzedniego poprzez dodanie do niego jednego elementu (nazwijmy go elementem k-tym,

czy zgodnie z konwencj¡ przyj¦t¡ w j¦zyku C, elementem a[k-1]). Oczywi±cie, »e tak. Istniej¡ tylko dwie

mo»liwo±ci. Albo ostatnio dodany element b¦dzie najmniejszy w zbiorze i wtedy b¦dzie stanowiª mini-

mum w caªym zbiorze (i tym samym jego indeks b¦dzie indeksem najmniejszego elementu) albo dodany

element b¦dzie wi¦kszy (lub równy, o ile dopuszczamy powtórzenia) od przynajmniej jednego elementu ze
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zbioru licz¡cego pierwsze k � 1 elementów (precyzyjniej elementu o indeksie i_min). W tym drugim przy-

padku najmniejszym elementem zbioru pozostanie element o indeksie i_min. Rozumowanie to prowadzi

do wniosku, »e opisany algorytm post¦powania pozwoli zawsze znale¹¢ indeks elementu najmniejszego

w zbiorze, tym samym zostaªa udowodniona poprawno±¢ tego algorytmu.

Podobnie nale»aªoby post¡pi¢ podczas szukania indeksu elementu najwi¦kszego. Po poª¡czeniu roz-

wi¡za« obydwu podzada« otrzymuje si¦ algorytm zapisany w j¦zyku programowania C a przedstawiony

na listingu 2. Autor zakªada, »e Czytelnik zna co najmniej podstawy tego j¦zyka. Je±li tak nie jest, autor

sugeruje skorzystanie z jednego z wielu dost¦pnych w Internecie kursów (np. [4] czy [5]).

1 void minmax1( double a[], int n, int &i_min , int& i_max)

2 {

3 // poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego

4 i_min = 0;

5 for (int i = 1; i < n; i++) {

6 if (a[i] < a[i_min ])

7 i_min = i;

8 }

9 // poszukiwanie indeksu elementu najwi¦kszego

10 i_max = 0;

11 for (int i = 1; i < n; i++) {

12 if (a[i] > a[i_max ])

13 i_max = i;

14 }

15 }

Listing 2. Szukanie indeksu minimum i maksimum rozbite na dwie p¦tle

Algorytm zostaª zapisany w postaci funkcji minmax1. Pierwsza linia kodu przedstawionego na listin-

gu 2 tworzy nagªówek funkcji. Sªowo void oznacza, »e funkcja nie zwraca wyniku, a jedynie wykonuje

dziaªania opisane kodem mi¦dzy nawiasami klamrowymi. Po sªowie void nast¦puje nazwa funkcji oraz

w nawiasach okr¡gªych umieszczona jest informacja o jej parametrach. Do funkcji minmax1 przekazywa-

ne s¡ cztery parametry. Pierwszy, nazwany a[], reprezentuje tablic¦, której zawarto±¢ jest przegl¡dana

w poszukiwaniu indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu. Rola parametru n jest do±¢ oczywi-

sta, to liczba elementów tablicy a[]. Parametry i_min i i_max to indeksy odpowiednio najmniejszego

i najwi¦kszego elementu tablicy a[]. Dwa pierwsze parametry przekazywane s¡ przez warto±¢, pozostaªe

dwa przez referencj¦ (st¡d symbol & przed nazw¡ odpowiedniego parametru). Przekazywanie parametrów

przez referencj¦ powoduje, »e efekty zmian wykonanych wewn¡trz funkcji widoczne s¡ po jej zako«czeniu

na zewn¡trz. Poniewa» funkcja minmax1 ma za zadanie odnale¹¢ indeksy najmniejszego i najwi¦kszego

elementu, a tak»e znalezione warto±ci indeksów powinny by¢ dost¦pne po zako«czeniu wykonywania funk-

cji, nale»y u»y¢ wªa±nie tej formy przekazywania parametrów (przekazywania przez referencj¦). Wi¦cej

informacji o przekazywaniu parametrów w C mo»na znale¹¢ w [6], za± [8] opisuje, jak przekazywane s¡

do funkcji tablice.

Dziaªanie funkcji zostaªo podzielone na dwie cz¦±ci. Najpierw (linie 4-8) przeszukiwana jest tabli-

ca a[] w celu znalezienia indeksu elementu najmniejszego i_min, a pó¹niej (linie 10-14) poszukiwany

jest indeks elementu najwi¦kszego i_max. Warto doda¢, »e w przypadku tablicy jednoelementowej (gdy

n = 1) wn¦trza p¦tli for (linie 5 i 11) nie s¡ w ogóle wykonywane, gdy» od razu nie jest speªniony

warunek kontynuacji i < n. Dzi¦ki temu funkcja minmax1 zwraca w tym przypadku prawidªowy wynik

(i_min = i_max = 0).

Aby oceni¢ efektywno±¢ czasow¡ przedstawionego na listingu 2 algorytmu nale»y okre±li¢, jakie i ile

operacji b¦dzie trzeba wykona¢, by znale¹¢ indeks najwi¦kszego i najmniejszego elementu w n-elementowej

tablicy a[]. Ju» nawet w przypadku tak prostego algorytmu wida¢, »e tworzy go wiele ró»nych operacji.
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Mamy tu do czynienia z operacjami nadania warto±ci pocz¡tkowej zmiennej (linie 4 i 10 oraz inicjaliza-

cja zmiennej i steruj¡cej wykonaniem p¦tli for w liniach 5 i 11), przypisania zmiennej warto±ci innej

zmiennej (linie 7 i 13), inkrementacji zmiennych steruj¡cych w p¦tli (linie 5 i 11) i operacjami porównania

zmiennych (w ramach instrukcji warunkowych if w liniach 6 i 12 oraz przy sprawdzaniu warunków za-

ko«czenia wykonywania p¦tli for w liniach 5 i 11). Co wi¦cej to, ile razy b¦dzie wykonana dana operacja,

nie jest staªe i zale»y od liczby przetwarzanych elementów n, ale tak»e od kolejno±ci, w jakiej b¦d¡ roz-

mieszczone warto±ci w tablicy a[]. Wykonanie poszczególnych operacji wymaga wreszcie ró»nego czasu.

Zatem uwzgl¦dnienie wszystkich operacji we wzorze wyra»aj¡cym zale»no±¢ czasu wykonania algorytmu

od podanych wcze±niej czynników spowoduje, »e ów wzór b¦dzie bardzo skomplikowany i na niewiele si¦

zda przy okre±laniu rzeczywistej efektywno±ci algorytmu.

Zwykle wybiera si¦ spo±ród wszystkich operacji tworz¡cych algorytm jedn¡ operacj¦ (lub ewentualnie

rzadziej kilka operacji), która w najwi¦kszym stopniu wpªywa na czas wykonania algorytmu i liczy si¦

tylko liczb¦ wykona« tej wybranej operacji, nazywanej zwykle operacj¡ dominuj¡c¡. Operacja dominuj¡ca

to operacja charakterystyczna dla danego algorytmu, najcz¦±ciej zajmuj¡ca w jego wykonaniu najwi¦cej

czasu. Wybór operacji dominuj¡cej zale»y od problemu, jaki rozwi¡zuje dany algorytm oraz od metody

rozwi¡zania. W algorytmach mno»enia macierzy operacjami dominuj¡cymi s¡ zwykle operacje dodawania

i mno»enia. W przypadku algorytmów sortowania zwykle operacj¡ dominuj¡c¡ jest operacja porównania,

ale na przykªad w przypadku algorytmu sortowania przez zliczanie, gdzie porównanie praktycznie nie

wyst¦puje, za operacj¦ dominuj¡c¡ przyjmuje si¦ dost¦p (odczyt lub mody�kacj¦ warto±ci) do elementów

sortowanej tablicy.

W zadaniu wyszukiwania indeksu najmniejszego i najwi¦kszego elementu jako operacj¦ dominuj¡c¡

przyj¦to operacj¦ porównania elementów tablicy. Warto zauwa»y¢, »e oprócz porównania elementów tabli-

cy, wyst¦puj¡cych w liniach 6 i 12 algorytmu przedstawionego na listingu 2, w algorytmie tym wyst¦puj¡

tak»e inne porównania (w liniach 5 i 11), zwi¡zane z organizacj¡ dziaªania p¦tli for. Operacje te dotycz¡

porównania warto±ci liczb caªkowitych a nie elementów tablicy i z tego powodu nie b¦d¡ uwzgl¦dniane.

Zwykle porównanie liczb caªkowitych realizowane jest przez procesor znacznie szybciej ni» porównanie

liczb rzeczywistych, a takie wyst¦puj¡ w tablicy a[]. Ponadto warto pami¦ta¢, »e przytoczony algorytm

pozwala porównywa¢ zgromadzone w tablicy elementy dowolnego typu, a nie tylko liczby rzeczywiste.

Gdyby na przykªad w tablicy umieszczono teksty lub liczby zespolone, wystarczyªoby tylko nieznacznie

zmody�kowa¢ ten algorytm wprowadzaj¡c operacj¦ porównania elementów odpowiedniego typu, lecz sa-

ma posta¢ i idea algorytmu nie ulegªaby znacz¡cej zmianie. W dalszej cz¦±ci niniejszego opracowania za

operacj¦ dominuj¡c¡ zostaªa przyj¦ta operacja porównania elementów tablicy.

Operacja porównania jest stosowana w algorytmie dwukrotnie, pierwszy raz w linii 6 i drugi w linii

12. W obydwu przypadkach porównanie wykonywane jest wewn¡trz p¦tli for pocz¡wszy od warto±ci

zmiennej steruj¡cej i równej 1, a» do n-1. Co daje n - 1 wykona« porównania tak w pierwszej, jak

i drugiej p¦tli. Mo»na zatem poda¢ wzór na ª¡czn¡ liczb¦ wykona« operacji dominuj¡cej w omawianym

algorytmie

L1(n) = 2(n− 1). (1)

Ze wzoru wynika, »e liczba wykona« operacji dominuj¡cej liniowo zale»y od rozmiaru przetwarzanej

tablicy n. Taka zale»no±¢ wydaje si¦ do±¢ oczywista, im wi¦ksza tablica, tym dªu»ej b¦dziemy czeka¢ na

znalezienie w niej indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu. Algorytm przedstawiony na listin-

gu 2 mo»na jednak ªatwo ulepszy¢. Naturalnym i prostym udoskonaleniem algorytmu jest umieszczenie

obydwu porówna« wewn¡trz jednej p¦tli. W efekcie uzyskuje si¦ nieco zmody�kowan¡ wersj¦ algorytmu,

przedstawion¡ na listingu 3.
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1 void minmax2( double a[], int n, int &i_min , int& i_max)

2 {

3 // poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego i najwi¦kszego w jednej p¦tli

4 i_min = i_max = 0;

5 for (int i = 1; i < n; i++) {

6 if (a[i] < a[i_min ])

7 i_min = i;

8 if (a[i] > a[i_max ])

9 i_max = i;

10 }

11 }

Listing 3. Szukanie indeksu minimum i maksimum w jednej p¦tli

Wprowadzona mody�kacja w ogóle nie zmienia liczby wykona« operacji dominuj¡cej. O ile w po-

przedniej wersji byªy dwie p¦tle i w ka»dej z nich operacja dominuj¡ca byªa wykonywana n− 1 razy, tak

teraz jest jedna p¦tla wykonywana n− 1 razy, ale w ka»dym jej przebiegu wykonywane s¡ dwie operacje

dominuj¡ce, czyli operacje porównania elementów tablicy (linie 6 i 8).

Mimo, »e z punktu widzenia efektywno±ci obydwa algorytmy maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ operacji domi-

nuj¡cych, w praktyce algorytm przedstawiony na listingu 3 wykonana si¦ zwykle minimalnie szybciej.

Jest to zwi¡zane z mniejsz¡ liczb¡ wykona« operacji steruj¡cych p¦tl¡ for i przede wszystkim sposobem

organizacji dost¦pu do pami¦ci we wspóªczesnych komputerach (wykorzystanie mechanizmu pami¦ci pod-

r¦cznej). S¡ to jednak czynniki o charakterze ±ci±le technicznym, zwi¡zane z realizacj¡ programów, a nie

samymi algorytmami, dlatego te» nie po±wi¦cono im tu wi¦cej uwagi.

3. Pierwsze udoskonalenie

Aby poprawi¢ efektywno±¢ algorytmu nale»y go tak zmody�kowa¢, by zmniejszy¢ liczb¦ wykonywa-

nych operacji dominuj¡cych, czyli w tym przypadku operacji porównania elementów tablicy a[]. W rozwa-

»anym algorytmie ka»dy kolejny element tablicy jest najpierw porównywany z dotychczas najmniejszym,

a potem z dotychczas najwi¦kszym (linie 6 i 8 na listingu 3). Tymczasem je±li ów element oka»e si¦ by¢

mniejszy od dotychczas najmniejszego, to na pewno nie b¦dzie jednocze±nie wi¦kszym od dotychczas

najwi¦kszego. A zatem wykonywanie drugiego porównania ma sens tylko wtedy, gdy pierwsze zako«czyªo

si¦ negatywnie. Spostrze»enie to prowadzi do skonstruowania kolejnej wersji algorytmu poszukuj¡cego

indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu w tablicy. Wersj¦ t¦ prezentuje listing 4.

1 void minmax3( double a[], int n, int &i_min , int& i_max)

2 {

3 // poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego i najwi¦kszego w jednej p¦tli

4 i_min = i_max = 0;

5 for (int i = 1; i < n; i++) {

6 if (a[i] < a[i_min ])

7 i_min = i;

8 else if (a[i] > a[i_max ])

9 i_max = i;

10 }

11 }

Listing 4. Algorytm ze zmniejszon¡ liczb¡ porówna«

Jedyn¡ ró»nic¡ w tym kodzie w stosunku do wersji z listingu 3 jest poprzedzenie instrukcji if w linii 8

sªowem kluczowym else. Powoduje to, »e drugie porównanie jest wykonywane tylko wtedy, gdy pierwsze
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zako«czyªo si¦ niepowodzeniem. Tym samym liczba porówna« niew¡tpliwie zmniejszyªa si¦, pozostaje

tylko pytanie, o ile.

W przypadku poprzednio rozwa»anych wersji algorytmu, liczba wykona« operacji porównania elemen-

tów tablicy zale»aªa wyª¡cznie od rozmiaru tej»e tablicy. W tym przypadku istotnego znaczenia nabiera

tak»e kolejno±¢, w jakiej umieszczono warto±ci w tablicy. Je»eli dane b¦d¡ uporz¡dkowane malej¡co (i bez

powtórze«), porównanie wykonywane w linii 6 zawsze zako«czy si¦ powodzeniem (gdy» ka»dy kolejny ele-

ment b¦dzie mniejszy od wszystkich poprzednich) i w konsekwencji porównanie z linii 8 nigdy nie b¦dzie

wykonywane. W takim przypadku ª¡cznie zostanie zatem wykonane zaledwie n − 1 porówna«, co daje

wynik dwukrotnie lepszy ni» w poprzednio prezentowanych algorytmach. Jednak»e, je±li pierwszy element

w tablicy a[] b¦dzie najmniejszym, drugie porównanie zawsze b¦dzie wykonywane, czyli liczba porówna«

znów wyniesie 2(n− 1).

Aby oceni¢, o ile najnowsza wersja algorytmu jest lepsza od poprzednich, nale»y policzy¢, ile ±rednio

porówna« zostanie wykonanych. Wzór, b¦d¡cy odpowiedzi¡ na tak postawione pytanie, najªatwiej uzy-

ska¢ odejmuj¡c od maksymalnej liczby wykonywanych porówna« ±redni¡ liczb¦ tych, które nie zostan¡

wykonane. Porównanie w linii 8 nie jest wykonywane wtedy, gdy speªniony jest warunek sprawdzany

w linii 6. Do porównania z linii 8 nie dojdzie zatem wtedy, gdy kolejny rozwa»any element jest mniejszy

od wszystkich go poprzedzaj¡cych. Jako, »e przetwarzanie w p¦tli rozpoczyna si¦ od drugiego elementu

tablicy (elementu a[1]), je»eli zaªo»ymy losowe rozmieszczenie elementów, drugi element b¦dzie mniejszy

od pierwszego z prawdopodobie«stwem 1
2 . Aby nie doszªo do drugiego porównania, trzeci element a[2]

musi by¢ mniejszy od obydwu poprzednich, a to ma miejsce z prawdopodobie«stwem 1
3 . Z kolei z praw-

dopodobie«stwem 1
4 element czwarty b¦dzie mniejszy od wszystkich go poprzedzaj¡cych i tak dalej. Dla

ostatniego elementu w tablicy (elementu a[n - 1]), prawdopodobie«stwo, »e nie dojdzie do wykonania

drugiego porównania wynosi 1
n . Tym samym ±rednia liczba pomini¦tych porówna« to

1

2
+

1

3
+

1

4
...+

1

n
=

n∑
i=2

1

i
. (2)

Uzyskany wynik przypomina ci¡g liczb harmonicznych Hn, z t¡ ró»nic¡, »e w tym przypadku zaczy-

namy od drugiego wyrazu. W 1734 roku Leonhard Euler wykazaª [10], »e

lim
n→∞

(Hn − lnn) = γ, (3)

gdzie γ to tzw. staªa Eulera, równa w przybli»eniu 0,5772.

Poszukiwan¡ sum¦ mo»na zatem oszacowa¢ (dla du»ych warto±ci n) jako

n∑
i=2

1

i
= lnn+ γ − 1. (4)

Oznacza to, »e ±rednia liczba wykonanych operacji porównania wynosi

2(n− 1)−
n∑

i=2

1

i
≈ 2n− lnn− γ − 1. (5)

Ze wzrostem n funkcja logarytm naturalny ro±nie znacznie wolniej ni» funkcja liniowa, zatem wpªyw

wprowadzonej poprawki na czas realizacji algorytmu b¦dzie tym mniej znacz¡cy, im wi¦kszy jest rozmiar

tablicy. Gdy wzór okre±laj¡cy liczb¦ operacji dominuj¡cych w funkcji n tworzy kilka skªadników, pod

uwag¦ bierze si¦ wyª¡cznie skªadnik najbardziej znacz¡cy, gdy» przy du»ych warto±ciach n to ten skªadnik
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ma najwi¦kszy wpªyw na ª¡czny czas przetwarzania [2] [3]. Po pomini¦ciu mniej znacz¡cych skªadników

we wzorze 5, mo»na przyj¡¢ wi¦c, »e liczba operacji dominuj¡cych jest rz¦du 2n. Zatem tak»e tym razem

efekt wprowadzonej poprawki okazaª si¦ mizerny.

Warto zauwa»y¢, »e do prawidªowego wykonania postawionego zadania konieczny jest przynajmniej

jeden dost¦p do ka»dego elementu tablicy i porównanie go z innym, nic bowiem nie wiadomo o roz-

mieszczeniu elementów w tablicy a[] i caªkowicie pomijaj¡c którykolwiek z nich, mo»na by pomin¡¢

poszukiwany element najmniejszy b¡d¹ najwi¦kszy. Zatem jakikolwiek zaproponowany algorytm musi ce-

chowa¢ si¦ zªo»ono±ci¡ liniow¡. Jedyne co mo»na zrobi¢, to obni»y¢ warto±¢ wspóªczynnika wyst¦puj¡cego

przy n.

4.Metoda dziel i zwyci¦»aj

Jednym z cz¦sto stosowanych podej±¢ przy poszukiwaniu wydajnych algorytmów jest zastosowanie

metody dziel i zwyci¦»aj. Jej istota sprowadza si¦ do dzielenia zbioru danych na mniejsze fragmenty,

rozwi¡zaniu zadania dla mniejszych fragmentów i wykorzystaniu wyników tych rozwi¡za« do znalezie-

nia rozwi¡zania dla caªego, du»ego zbioru danych. Oczywi±cie do ka»dego fragmentu mo»na zastosowa¢

podobne podej±cie a» dojdzie si¦ do tak maªych fragmentów, »e rozwi¡zanie zadania dla nich staje si¦

niemal oczywiste. Technika ta prowadzi zwykle do powstania algorytmów rekurencyjnych. Samo poj¦-

cie rekurencji i proste przykªady tego typu algorytmów przedstawiono mi¦dzy innymi w innym artykule

opublikowanym w niniejszym czasopi±mie [9].

Technik¦ dziel i zwyci¦»aj z powodzeniem mo»na zastosowa¢ w omawianym problemie. Na pocz¡tek

zostanie przyj¦te, »e tablica, w której poszukuje si¦ indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu

ma rozmiar b¦d¡cy pot¦g¡ liczby 2. W ko«cowej wersji algorytmu, zaªo»enie to zostanie zignorowane

i algorytm zostanie przedstawiony dla dowolnej warto±ci n. Jednak przyj¦cie tego zaªo»enia znacznie

uªatwia wyja±nienie idei proponowanego rozwi¡zania.

Niech zatem b¦dzie dana 16-elementowa tablica a[], wypeªniona liczbami rzeczywistymi. Zadanie

polega na znalezieniu indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu w tej tablicy. Rozwi¡zanie tego

zadania jest nietrywialne, dlatego 16-elementow¡ tablic¦ mo»na podzieli¢ na dwie podtablice licz¡ce po

8 elementów. Pierwsz¡ podtablic¦ tworz¡ elementy tablicy a[] o indeksach z zakresu od 0 do 7, a drug¡

elementy o indeksach od 8 do 15. Je»eli w obu podtablicach zostan¡ znalezione indeksy najmniejszego

i najwi¦kszego elementu, to aby znale¹¢ indeks najwi¦kszego elementu w caªej 16-elementowej tablicy

a[], wystarczy porówna¢ ze sob¡ najwi¦ksze elementy w obu podtablicach i wybra¢ ten z nich, który

jest wi¦kszy. Podobnie aby znale¹¢ indeks najmniejszego elementu w caªej tablicy, wystarczy porówna¢

elementy najmniejsze w obu podtablicach. Mechanizm podziaªu tablicy na coraz mniejsze fragmenty

zilustrowano na rysunku 1.

Rysunek 1. Podziaª tablicy na coraz mniejsze fragmenty
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Tylko jak znale¹¢ indeksy najwi¦kszego i najmniejszego elementu w obu 8-elementowych podtablicach?

Osiem elementów to wci¡» za du»o, dlatego te» ka»da 8-elementowa tablica mo»e zosta¢ podzielona

na dwie podtablice 4-elementowe. Ka»da tablica 4-elementowa mo»e zosta¢ z kolei podzielona na dwie

tablice 2-elementowe. W przypadku tablic licz¡cych po 2 elementy o ró»nych warto±ciach, by znale¹¢

indeks najmniejszego i najwi¦kszego elementu, wystarczy te dwa elementy ze sob¡ porówna¢. Tym samym

w przypadku tablic 2-elementowych wystarcza jedno porównanie. Tablice o wi¦kszej liczbie elementów s¡

dzielone na dwie poªowy, poszukuje si¦ indeksów najwi¦kszego i najmniejszego elementu w ka»dej poªowie

z osobna, a nast¦pnie porównuje ze sob¡ elementy najwi¦ksze z obu poªówek i elementy najmniejsze z obu

poªówek. Tym samym dla ka»dej z tablic licz¡cych wi¦cej ni» 2 elementy (po ich podzieleniu i znalezieniu

"ekstremów lokalnych") do znalezienia wyniku potrzebne s¡ po dwa dodatkowe porównania.

Aby wyznaczy¢ ª¡czn¡ liczb¦ porówna« mo»na zauwa»y¢, »e na ka»dym poziomie podziaªu na pod-

tablice, za wyj¡tkiem ostatniego (czyli tego, gdzie mamy do czynienia z fragmentami 2-elementowymi),

wykonywane s¡ po 2 porównania dla ka»dej tablicy z osobna. Na ostatnim poziomie dla ka»dej pary

elementów wystarcza jedno porównanie. �¡cznie na ostatnim poziomie jest n
2 tablic 2-elementowych, za±

liczba1 wszystkich uwzgl¦dnianych podtablic (o ró»nych rozmiarach) wynosi n−1. Zatem wzór okre±laj¡cy

ª¡czn¡ liczb¦ porówna« ma posta¢

2(n− 1)− n

2
=

3

2
n− 2. (6)

Wcze±niej prezentowane rozwi¡zania miaªy zªo»ono±¢ rz¦du 2n. Zastosowanie metody dziel i zwyci¦»aj,

gdzie zªo»ono±¢ jest rz¦du 3
2n, pozwoliªo zatem uzyska¢ algorytm o zªo»ono±ci okoªo 25% lepszej ni»

algorytmy poprzednio rozwa»ane. Algorytm ów w peªnej postaci przedstawiono na listingu 5. Funkcja

minmax4 opisuje sposób poszukiwania indeksów elementów najmniejszego i najwi¦kszego we fragmencie

tablicy a[] rozpoczynaj¡cym si¦ od elementu o indeksie lewy i ko«cz¡cym na elemencie o indeksie

prawy. Wynik dziaªania funkcji, czyli indeksy najmniejszego i najwi¦kszego elementu w rozpatrywanym

fragmencie, zwracany jest poprzez parametry i_min i i_max. Je»eli fragment ten skªada si¦ z co najmniej

3 elementów, wykonywany jest kod zawarty w liniach 16-29. Taki fragment tablicy dzielony jest na

dwie poªówki, w ka»dej z nich poszukuje si¦ indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementu (linie 19

i 20), nast¦pnie porównuje si¦ parami elementy najmniejsze z obu poªówek i okre±la indeks elementu

najmniejszego w caªym rozpatrywanym fragmencie (linie 21-24), po czym robi si¦ to samo w poszukiwaniu

elementu najwi¦kszego w tym fragmencie tablicy (linie 25-28). Gdy fragment tablicy skªada si¦ z dwóch

elementów (linie 5-15), do znalezienia indeksów elementów najmniejszego i najwi¦kszego wystarcza jedno

porównanie (linia 6). Wreszcie, gdy rozwa»any fragment tablicy skªada si¦ tylko z jednego elementu (linie

3 i 4), »adne porównanie nie jest potrzebne, ten element jest jednocze±nie najmniejszym i najwi¦kszym.

1 void minmax4( double a[], int lewy , int prawy , int &i_min , int &i_max )

2 {

3 if (lewy == prawy) // jednoelementowy fragment tablicy

4 i_min = i_max = lewy;

5 else if (lewy + 1 == prawy) // tablica 2-elementowa

6 if (a[lewy] < a[prawy])

7 {

8 i_min = lewy;

9 i_max = prawy;

10 }

11 else

12 {

13 i_min = prawy;

1Wynika to ze wzoru na sum¦ cz¦±ciow¡ ci¡gu geometrycznego, przy zaªo»eniu, »e n jest pot¦g¡ 2. Liczba ta bowiem, to

suma: 1 + 2 + 4 + . . .+ n
2
.
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14 i_max = lewy;

15 }

16 else // fragment liczy wi¦cej ni» 2 elementy

17 {

18 int i_min1 , i_max1 , i_min2 , i_max2;

19 minmax4(a, lewy , (lewy + prawy) / 2, i_min1 , i_max1);

20 minmax4(a, (lewy + prawy) / 2 + 1, prawy , i_min2 , i_max2);

21 if (a[i_min1] < a[i_min2 ])

22 i_min = i_min1;

23 else

24 i_min = i_min2;

25 if (a[i_max1] > a[i_max2 ])

26 i_max = i_max1;

27 else

28 i_max = i_max2;

29 }

30 }

Listing 5. Algorytm rekurencyjnego poszukiwania indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementów w tablicy

Przedstawiony na listingu 5 algorytm charakteryzuje si¦ najlepsz¡ zªo»ono±ci¡ w±ród algorytmów reali-

zowanych sekwencyjnie, czyli takich, gdzie oparty o dany algorytm program wykonywany jest na jednym

procesorze i w danym momencie wykonywana jest tylko jedna instrukcja. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e

podczas okre±lania zªo»ono±ci algorytmu z listingu 5 pomini¦to caªkowicie czas zwi¡zany z wywoªywa-

niem kolejnych instancji funkcji minmax4. W praktyce czas ten jest cz¦sto wi¦kszy ni» czas po±wi¦cony

na realizacj¦ operacji dominuj¡cej (czyli porównania elementów tablicy), co niweczy zyski zwi¡zane ze

zmniejszeniem liczby porówna«. W przypadku, gdyby jednak porównanie elementów tablicy byªo proce-

sem bardziej zªo»onym (np. porównywano by napisy) zaobserwowano by skrócenie czasu wykonywania

caªego zadania w stosunku do algorytmów wcze±niej prezentowanych.

5.Wersja równolegªa

Cz¦sto stosowan¡ metod¡ skrócenia czasu wykonywania algorytmów, jest zwi¦kszenie liczby proceso-

rów zaanga»owanych w realizacj¦ zadania. W dalszej cz¦±ci rozwa»a« zaªo»ono, »e dost¦pnych jest zawsze

wystarczaj¡co du»o procesorów. Aby jednak z tych procesorów skorzysta¢ konieczne jest dostosowanie

algorytmu do realizacji w sposób równolegªy. Nie ka»dy algorytm ªatwo zrównolegli¢. W±ród wcze±niej

przedstawionych algorytmów sekwencyjnych tylko ostatni jest dobrym kandydatem do stworzenia jego

wersji równolegªej. Je»eli dost¦pnych jest co najmniej n
2 procesorów, wszystkie podtablice na ka»dym

poziomie wywoªa« rekurencyjnych mo»na przetwarza¢ równolegle, co prowadzi do algorytmu przedsta-

wionego na listingu 6.

1 void minmax5( double a[], int lewy , int prawy , int &i_min , int &i_max )

2 {

3 if (lewy == prawy) // jednoelementowy fragment tablicy

4 i_min = i_max = lewy;

5 else if (lewy + 1 == prawy) // tablica 2-elementowa

6 if (a[lewy] < a[prawy])

7 {

8 i_min = lewy;

9 i_max = prawy;

10 }

11 else
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12 {

13 i_min = prawy;

14 i_max = lewy;

15 }

16 else // fragment liczy wi¦cej ni» 2 elementy

17 {

18 int i_min1 , i_max1 , i_min2 , i_max2;

19 parallel

20 {

21 minmax5(a, lewy , (lewy + prawy) / 2, i_min1 , i_max1);

22 minmax5(a, (lewy + prawy) / 2 + 1, prawy , i_min2 , i_max2);

23 }

24 if (a[i_min1] < a[i_min2 ])

25 min = min1;

26 else

27 i_min = i_min2;

28 if (a[i_max1] > a[i_max2 ])

29 i_max = i_max1;

30 else

31 i_max = i_max2;

32 }

33 }

Listing 6. Algorytm równolegªy rekurencyjnego poszukiwania indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementów
w tablicy

Uwa»ny Czytelnik spostrze»e, »e w stosunku do algorytmu sekwencyjnego wprowadzono tu tylko jed-

n¡ zmian¦. Wywoªania funkcji minmax4 umieszczone w liniach 19 i 20 na listingu 5, w wersji równolegªej

zostaªy otoczone dodatkow¡ instrukcj¡ parallel (linie 19-23). Instrukcja taka nie wyst¦puje w j¦zyku

C, zostaªa wprowadzona wyª¡cznie na potrzeby niniejszego opracowania, aby wyrazi¢ fakt, »e wszystkie

instrukcje otoczone nawiasami klamrowymi po sªowie parallel wykonywane s¡ równolegle, w tym sa-

mym czasie przez ró»ne procesory. A zatem w czasie, gdy jeden z procesorów wykonuje instrukcj¦ z linii

21, inny procesor wykonuje instrukcj¦ z linii 22. Wtedy wszystkie operacje wykonywane na tym samym

poziomie wywoªa« rekurencyjnych mo»na wykona¢ równolegle przez ró»ne procesory. Mo»na zauwa»y¢, »e

na ostatnim poziomie wywoªa« (dla dwuelementowego fragmentu tablicy) wystarcza jedna operacja po-

równania elementów tablicy. Na ka»dym wcze±niejszym etapie potrzebne s¡ po dwie operacje dominuj¡ce

(jedna by znale¹¢ indeks elementu najmniejszego, druga - najwi¦kszego). W przypadku, gdy n = 2k gdzie

k ∈ N, przetwarzanie rekurencyjne realizowane jest na k poziomach i w efekcie uzyskuje si¦ zªo»ono±¢

postaci 2log2 n − 1 porówna«. Je»eli n nie jest pot¦g¡ dwójki, warto±¢ log2 n musi zosta¢ zast¡piona jej

zaokr¡gleniem do góry do najbli»szej liczby caªkowitej, tym samym wzór okre±laj¡cy liczb¦ porówna«

zmienia si¦ do postaci 2dlog2 ne − 1

Dzi¦ki zastosowaniu przetwarzania równolegªego udaªo si¦ znacz¡co poprawi¢ zªo»ono±¢ algorytmu,

zmniejszaj¡c zªo»ono±¢ obliczeniow¡ z liniowej w wersji z jednym procesorem do zªo»ono±ci logarytmicznej,

gdy dost¦pnych jest n
2 procesorów. W kolejnym rozdziale zostanie zaprezentowany algorytm o zªo»ono±ci

staªej.

6. Algorytm o staªym czasie wykonania

W tym przypadku nale»y przyj¡¢, »e dost¦pnych jest n2 procesorów. Procesory te nale»y rozmie±ci¢

w postaci 2-wymiarowej macierzy o wymiarach n×n (z indeksami od 0 do n-1). Symbol Pij reprezentowa¢
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b¦dzie procesor w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Algorytm wykorzystuje ponadto dwie jednowymiarowe

tablice o dªugo±ci n, których elementami s¡ warto±ci logiczne (true i false). Tablica tmax[] odpowiada

elementowi maksymalnemu, tmin[] - elementowi minimalnemu. I tak, je±li tmax[i]=false oznacza to, »e

element a[i] nie jest na pewno elementem maksymalnym. Je±li tmax[i]=true to znaczy, »e element a[i]

mo»e by¢ elementem maksymalnym. Podobnie dla elementu minimalnego i tablicy tmin[]. Zakªadamy, »e

mo»liwy jest równoczesny zapis elementów w tablicach tmin[] i tmax[] przez wiele procesorów, poniewa»

wszystkie te procesory b¦d¡ wpisywa¢ t¦ sam¡ warto±¢ dla tego samego elementu.

Aby poprawnie zapisa¢ algorytm konieczne jest wprowadzenie jeszcze jednej instrukcji przetwarza-

nia równolegªego, niedost¦pnej w j¦zyku C. T¡ instrukcj¡ jest parallel for. Przyj¦to, »e instrukcja ta

mody�kuje klasyczn¡ instrukcj¦ for w taki sposób, »e ka»dy przebieg p¦tli jest realizowany przez od-

dzielny procesor równolegle z pozostaªymi przebiegami, wykonywanymi przez inne procesory. Algorytm

wykonuj¡cy caªe zadanie w staªym czasie, niezale»nie od rozmiaru tablicy, przedstawia listing 7.

1 void minmax6( double a[], int n, int &i_min , int &i_max )

2 {

3 bool tmin[n], tmax[n];

4 // inicjalizacja zmiennych roboczych

5 parallel for (int i=0; i<n; i++)

6 tmin[i] = tmax[i] = true;

7 parallel for (int i=0; i<n; i++)

8 parallel for (int j=0; j<N; j++)

9 {

10 if (a[i] < a[j])

11 tmax[i] = false;

12 if (a[i] > a[j])

13 tmin[i] = false;

14 }

15 // synchronizacja pracy procesorów

16 // spo±ród wszystkich kandydatów na minimum i maksimum wybieram te,

17 // które maj¡ najmniejszy indeks (dotyczy przypadku , gdy s¡ powtórzenia)

18 parallel for (int i=0; i<n; i++)

19 parallel for (int j=0; j<n; j++)

20 if (tmin[i] && i<j)

21 tmin[j] = false;

22 if (tmax[i] && i<j)

23 tmax[j] = false;

24 // na pewno tylko po jednym elemencie tablic tmin[] i tmax[] zawiera true

25 parallel for (int i=0; i<n; i++)

26 {

27 if (tmin[i])

28 i_min=i;

29 if (tmax[i])

30 i_max=i;

31 }

32 }

Listing 7. Równolegªa realizacja zadania poszukiwania indeksów najmniejszego i najwi¦kszego elementów
w tablicy w staªym czasie

Zadanie znalezienia indeksów minimum i maksimum w tablicy a[] realizowane jest w kilku etapach.

Najpierw (wiersze 5 i 6) ma miejsce inicjalizacja tablic tmin[] i tmax[]. Uczestnicz¡ w niej procesory Pi0

z górnego wiersza macierzy procesorów. Ka»dy z nich jednocze±nie wpisuje warto±¢ true do odpowiednich

elementów obydwu inicjalizowanych tablic. Wpisanie warto±ci true oznacza, »e odpowiedni element w ta-

blicy a[] mo»e by¢ elementem najmniejszym (w przypadku tmin[]) lub najwi¦kszym (tmax[]) w caªym

zbiorze.
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Kolejny etap (linie 7-14) realizuj¡ wszystkie dost¦pne procesory. Ka»dy z procesorów Pij równolegle

porównuje ze sob¡ dwa elementy a[i] i a[j]. Na podstawie wyniku porównania wnioskuje, czy element

a[i] mo»e by¢ elementem minimalnym b¡d¹ maksymalnym. Je»eli w wyniku porównania element i-ty

okazuje si¦ by¢ mniejszym ni» j-ty, oczywistym jest, »e element i-ty nie mo»e by¢ najwi¦kszym elementem

w tablicy a[]. St¡d te» w takim przypadku w odpowiednie miejsce tablicy tmax[] wpisywana jest warto±¢

false. Podobnie, je±li element a[i] oka»e si¦ wi¦kszy ni» a[j], element i-ty nie mo»e by¢ najmniejszym,

zatem do tablicy tmin[] w odpowiednim miejscu wpisywane jest false.

Je»eli w tablicy a[] nie ma powtórze« tych samych warto±ci, po wykonaniu tego kroku w tablicach

tmin[] i tmax[] warto±ci true b¦d¡ wyst¦powa¢ dokªadnie tylko jeden raz. Gdyby jednak w tablicy

a[] warto±¢ najmniejsza lub najwi¦ksza powtarzaªa si¦ kilkakrotnie, w odpowiedniej tablicy (tmin[]

lub tmax[]) kilkakrotnie pozostanie wpisana warto±¢ true. W takim przypadku konieczne jest wyko-

nanie kolejnego etapu (linie 18-23), dzi¦ki któremu warto±¢ true pozostanie tylko w jednym elemencie

wspomnianych tablic (dokªadniej elemencie o najmniejszym indeksie spo±ród wszystkich zawieraj¡cych

wcze±niej true). Na tym etapie znów wykorzystywane s¡ wszystkie procesory.

Ostatnim krokiem (linie 25-31) jest równolegªe przeszukanie tablic tmin[] i tmax[] przez procesory

z pierwszego wiersza Pi0 i wpisanie warto±ci indeksu i jako wyniku do odpowiednio zmiennej i_min (dla

tablicy tmin[]) i i_max (dla tablicy tmax[]).

Dla tego algorytmu operacje dominuj¡ce (linie 10 i 12) s¡ wykonywane w czasie staªym niezale»nie

od rozmiaru danych n. Udaªo si¦ to osi¡gn¡¢ dzi¦ki wykorzystaniu n2 procesorów. W praktyce mo»na

zmniejszy¢ liczb¦ faktycznie u»ytych procesorów do (n2−n)/2+1 (wykorzysta¢ tylko procesory powy»ej

gªównej przek¡tnej macierzy oraz jeden dodatkowy w pierwszym wierszu macierzy).

7. Podsumowanie

W artykule na przykªadzie jednego prostego problemu zaprezentowano, jak wyznacza¢ zªo»ono±¢ ob-

liczeniow¡ algorytmów oraz jak mo»na optymalizowa¢ algorytmy pod wzgl¦dem czasu ich realizacji. Po-

kazano tak»e, »e nie wszystkie algorytmy ªatwo mo»na zrównolegli¢. Aby uzyska¢ rzeczywist¡ popraw¦

zªo»ono±ci algorytmu, cz¦sto nale»y znacz¡co zmieni¢ sposób patrzenia na rozwi¡zywany problem (co

szczególnie wida¢ na przykªadzie algorytmu rozwi¡zuj¡cego postawione zadanie w staªym czasie).

Niniejsze opracowanie jest prób¡ pokazania, czym jest efektywno±¢ czasowa algorytmów i jak mo»na

j¡ poprawia¢. Aby to uczyni¢, posªu»ono si¦ stosunkowo prostym problemem. Czytelnik pragn¡cy posze-

rzy¢ swoj¡ wiedz¦ mo»e si¦gn¡¢ do innych opracowa«, dost¦pnych tak w postaci drukowanej [2], [3] jak

i elektronicznej [1], [7].
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