MINUT 2021 (3), s. 1563-165
l MATEMATYKA ISSN 2719-3063

; ( I INFORMATYHKA
i

Robert TUTAJEWICZ!

Katedra Informatyki Stosowanej, Politechnika Slaska, ul. Akademicka 16, 44-100 Gliwice

Ocena efektywnosci algorytmu na przykladzie szukania indeksu
minimum i maksimum

Streszczenie. W artykule na przyktadzie problemu poszukiwania indekséw najwiekszego i naj-
mniejszego elementu w tablicy pokazano, w jaki sposéb nalezy analizowaé¢ algorytmy pod katem
oceny ich efektywnosci czasowej. Przedstawiono takze, czym jest ztozono§é obliczeniowa algorytmu
i jak ja szacowa¢ uwzgledniajac wplyw operacji dominujacej na czas wykonania. Zaproponowano
6 roznych wersji algorytmoéw rozwiazujacych postawione zadanie i dla kazdej z nich policzono
zlozonosé¢ danego algorytmu.

Slowa kluczowe: efektywnosé algorytmoéw, optymalizacja programu, poszukiwanie minimum i mak-
simum, ztozono$¢ obliczeniowa, operacja dominujaca.

1. Wstep

Kazdy programista, piszac program, stara sie go napisa¢ mozliwie jak najlepiej. Jak jednak oceni¢,
ktory program jest lepszy? Co przyjaé za miernik jakosci programu? Najczesciej jako kryterium takiej
oceny wskazuje sie czas trwania obliczeni. Czy jednak w sytuacji, gdy dwoch programistéw chwali sie swo-
imi programami i pierwszy mowi, ze jego program potrzebuje na obliczenie pewnego zadania 15 sekund
a drugi odpowiada, ze jego rozwiazanie wyznacza wynik tego zadania w 10 sekund, mozemy by¢ pewni,
ze drugi napisal lepszy program? Ot6z nie. Nie wiemy, czy oba programy byly wykonywane na takim
samym komputerze, by¢ moze ten drugi zostatl uruchomiony na znacznie szybszej jednostce. Takze nic nie
wiemy o systemie operacyjnym, pod kontrola ktérego wykonywano te programy, ani o jezykach progra-
mowania i kompilatorach, jakich uzyto do skompilowania programéw. Nawet gdyby system operacyjny
byt ten sam, to by¢ moze priorytety obydwu wykonywanych programoéw byly rézne. A gdyby uzyto tego
samego kompilatora, to kompilacja mogta odbywacé sie przy wlaczonych réznych opcjach optymalizacji.
Ale nawet jesliby wszystkie wymienione czynniki byty identyczne a programy byty wykonywane na tym
samym komputerze, to warunki ich wykonania nie bylyby zapewne identyczne (np. w roéznych chwilach
wykonania pojawialyby sie rozne przerwania). Tym samym pomiar czasu wykonania nie wystarcza, by
z cala pewnoscig powiedzie¢, ze dane rozwiazanie jest lepsze od innego.

W praktyce nie poréwnuje sie samych programéw a algorytmy, jakie w tych programach zostaty uzyte.
Dzieki temu wszystkie wymienione wyzej czynniki zaburzajace wynik poréwnania nie maja wplywu na
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rezultat, ktory uzyskamy. Ale jak ocenié¢, ktory algorytm jest szybszy? Moéwi o tym cecha algorytmu
nazywana efektywnosScig czasowa. Okresla ona, na ile wydajny jest dany algorytm. Miara efektywnosci
algorytmoéw jest zlozono$é obliczeniowa. Zatem, aby poréwnaé algorytmy, nalezy okresli¢ ich ztozonosé
obliczeniowa. W niniejszym artykule na przykltadzie dosy¢ prostego problemu zostanie pokazane, jak to
zrobié.

Rozpatrywanym tu problemem jest wyznaczenie indeksu najmniejszego i najwiekszego elementu w pew-
nym skonczonym n-elementowym ciagu liczb rzeczywistych a,,. Zostanie przedstawionych kilka algoryt-
moéw realizujacych to zadanie. Dla kazdego z nich zostanie takze wyznaczona zlozono$é obliczeniowa.
Dzieki temu bedzie mozliwe poréwnanie ze soba poszczegblnych algorytmoéw.

2. Najprostsze rozwigzanie

Jak juz wspomniano, zadanie polega na wyznaczeniu indeksu najmniejszego i najwiekszego elementu
w pewnym skoniczonym zbiorze liczb rzeczywistych a,,, gdzie n > 1. Zbior ten bedzie reprezentowany za
pomoca tablicy liczb rzeczywistych al[n]. Przykladowe deklaracje statej n i tablicy a[] jako zmiennej
globalnej w jezyku C przedstawiono na listingu 1. Przyjeto tam, ze n jest réwne 10 ale nic nie stoi na
przeszkodzie, by tablica liczyla znacznie wieksza liczbe elementéw.

const int n = 10;
const double a[n] = { 4.1, 6.2, -12.3, 3.0, -8.63, 11, 7.4, -5.8, 9.01, 10.4 };

Listing 1. Deklaracje stalej n i zmiennej a

Nalezy zauwazy¢, ze mimo, iz odpowiednie algorytmy zostana zaprezentowane przy zalozeniu, ze ele-
mentami zbioru sa liczby rzeczywiste, algorytmy te mozna stosowaé dla innych rodzajéw danych. W rze-
czywistoSci wystarcza, aby w zbiorze istniata relacja czesciowego porzadku. W przypadku, gdy najmniej-
szy badz najwiekszy element powtarza sie kilkakrotnie, jako wynik wybierany jest element o najmniejszej
wartosci indeksu (bierze sie pod uwage pierwsze wystapienie danego elementu w ciagu).

Dana jest zatem m-elementowa tablica liczb rzeczywistych indeksowana od 0, a zadaniem algorytmu
jest znalezienie indekséw elementéw minimalnego i maksymalnego sposréd wszystkich liczb tworzacych
tablice. Jak to zrobi¢? Jedna z metod poszukiwania algorytmow jest podzial zadania na mniejsze i szukanie
algorytmow rozwiazujacych te mniejsze problemy z osobna. W tym konkretnym zadaniu nalezy znalezé
miejsca w tablicy, pod ktérymi znajduja sie dwie liczby — najmniejsza i najwieksza. Mozna zatem podzieli¢
cale zadanie na dwa podzadania: znalezienie indeksu minimum i znalezienie indeksu maksimum. Najpierw
zostanie omoéwione rozwigzanie pierwszego z podzadar.

Jezeli dany jest zbiér jednoelementowy, to jedyny element tworzacy 6w zbioér jest jednocze$nie mini-
mum w tym zbiorze, zatem odpowiedzia jest indeks tego elementu réwny 0. Korzystajac z metody indukecji
matematycznej mozemy wyprowadzi¢ algorytm poszukiwania indeksu minimum w zbiorze liczacym wiecej
niz 1 element (zbiorze n-elementowym). Zalézmy, ze znamy potozenie (indeks) najmniejszego elementu
w zbiorze zlozonym z k — 1 poczatkowych elementéw zbioru n-elementowego (gdzie k& < n; oznaczmy
ten indeks przez i_min). Czy na tej podstawie mozna znalez¢ indeks minimum w zbiorze k-elementowym
powstalym z poprzedniego poprzez dodanie do niego jednego elementu (nazwijmy go elementem k-tym,
czy zgodnie z konwencja przyjeta w jezyku C, elementem a[k-1]). Oczywiscie, ze tak. Istnieja tylko dwie
mozliwosci. Albo ostatnio dodany element bedzie najmniejszy w zbiorze i wtedy bedzie stanowil mini-
mum w calym zbiorze (i tym samym jego indeks bedzie indeksem najmniejszego elementu) albo dodany
element bedzie wigkszy (lub rowny, o ile dopuszczamy powtorzenia) od przynajmniej jednego elementu ze
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zbioru liczacego pierwsze k — 1 elementow (precyzyjniej elementu o indeksie i_min). W tym drugim przy-
padku najmniejszym elementem zbioru pozostanie element o indeksie i_min. Rozumowanie to prowadzi
do wniosku, ze opisany algorytm postepowania pozwoli zawsze znalez¢ indeks elementu najmniejszego
w zbiorze, tym samym zostata udowodniona poprawnosé¢ tego algorytmu.

Podobnie nalezaloby postapi¢ podczas szukania indeksu elementu najwiekszego. Po polaczeniu roz-
wigzan obydwu podzadan otrzymuje sie algorytm zapisany w jezyku programowania C a przedstawiony
na listingu 2. Autor zaklada, ze Czytelnik zna co najmniej podstawy tego jezyka. Jesli tak nie jest, autor
sugeruje skorzystanie z jednego z wielu dostepnych w Internecie kurséw (np. [4] czy [5]).

void minmaxl( double al[l, int n, int &i_min, int& i_max)

{
// poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego
i_min = 0;
for (int i = 1; i < n; i++) {
if (al[i] < ali_min])
i_min = ij;
¥
// poszukiwanie indeksu elementu najwigkszego
i_max = 0;
for (int i = 1; i < n; i++) {
if (al[i] > ali_max])
i_max = i;
}
}

Listing 2. Szukanie indeksu minimum i maksimum rozbite na dwie petle

Algorytm zostal zapisany w postaci funkcji minmax1. Pierwsza linia kodu przedstawionego na listin-
gu 2 tworzy nagléwek funkcji. Stowo void oznacza, ze funkcja nie zwraca wyniku, a jedynie wykonuje
dziatania opisane kodem miedzy nawiasami klamrowymi. Po slowie void nastepuje nazwa funkcji oraz
w nawiasach okraglych umieszczona jest informacja o jej parametrach. Do funkcji minmax1 przekazywa-
ne sy cztery parametry. Pierwszy, nazwany al], reprezentuje tablice, ktorej zawarto$é jest przegladana
w poszukiwaniu indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu. Rola parametru n jest dos$¢ oczywi-
sta, to liczba elementoéw tablicy al[]. Parametry i_min i i_max to indeksy odpowiednio najmniejszego
i najwiekszego elementu tablicy a[]. Dwa pierwsze parametry przekazywane sg przez wartosé, pozostate
dwa przez referencje (stad symbol & przed nazwa odpowiedniego parametru). Przekazywanie parametrow
przez referencje powoduje, ze efekty zmian wykonanych wewnatrz funkcji widoczne sa po jej zakoriczeniu
na zewnatrz. Poniewaz funkcja minmax1 ma za zadanie odnalezé indeksy najmniejszego i najwiekszego
elementu, a takze znalezione wartosci indeksow powinny by¢ dostepne po zakoniczeniu wykonywania funk-
cji, nalezy uzy¢ wlasnie tej formy przekazywania parametrow (przekazywania przez referencje). Wiecej
informacji o przekazywaniu parametrow w C mozna znalez¢ w [6], zas [8] opisuje, jak przekazywane sa
do funkcji tablice.

Dzialanie funkcji zostalo podzielone na dwie czesci. Najpierw (linie 4-8) przeszukiwana jest tabli-
ca a[] w celu znalezienia indeksu elementu najmniejszego i_min, a po6zniej (linie 10-14) poszukiwany
jest indeks elementu najwiekszego i_max. Warto dodaé, ze w przypadku tablicy jednoelementowej (gdy
n = 1) wnetrza petli for (linie 5 i 11) nie sa w ogole wykonywane, gdyz od razu nie jest spelniony
warunek kontynuacji i < n. Dzieki temu funkcja minmax1 zwraca w tym przypadku prawidlowy wynik
(i_min = i_max = 0).

Aby oceni¢ efektywnosé czasowy przedstawionego na listingu 2 algorytmu nalezy okresli¢, jakie i ile
operacji bedzie trzeba wykonaé, by znalezé indeks najwiekszego i najmniejszego elementu w n-elementowej
tablicy al]. Juz nawet w przypadku tak prostego algorytmu widac, ze tworzy go wiele réznych operacji.
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Mamy tu do czynienia z operacjami nadania wartosci poczatkowej zmiennej (linie 4 i 10 oraz inicjaliza-
cja zmiennej i sterujacej wykonaniem petli for w liniach 5 i 11), przypisania zmiennej wartosci innej
zmiennej (linie 7 i 13), inkrementacji zmiennych sterujacych w petli (linie 51 11) i operacjami poré6wnania
zmiennych (w ramach instrukeji warunkowych if w liniach 6 i 12 oraz przy sprawdzaniu warunkéw za-
koniczenia wykonywania petli for w liniach 51 11). Co wiecej to, ile razy bedzie wykonana dana operacja,
nie jest stale i zalezy od liczby przetwarzanych elementéw n, ale takze od kolejnosci, w jakiej beda roz-
mieszczone warto$ci w tablicy a[]. Wykonanie poszczegblnych operacji wymaga wreszcie réznego czasu.
Zatem uwzglednienie wszystkich operacji we wzorze wyrazajacym zalezno$é czasu wykonania algorytmu
od podanych wczesniej czynnikéw spowoduje, ze éw wzor bedzie bardzo skomplikowany i na niewiele sie
zda przy okre§laniu rzeczywistej efektywnosci algorytmu.

Zwykle wybiera si¢ sposrod wszystkich operacji tworzacych algorytm jedng operacje (lub ewentualnie
rzadziej kilka operacji), ktora w najwiekszym stopniu wplywa na czas wykonania algorytmu i liczy sie
tylko liczbe wykonarn tej wybranej operacji, nazywanej zwykle operacja dominujaca. Operacja dominujgca
to operacja charakterystyczna dla danego algorytmu, najczesciej zajmujaca w jego wykonaniu najwiecej
czasu. Wybor operacji dominujacej zalezy od problemu, jaki rozwiazuje dany algorytm oraz od metody
rozwigzania. W algorytmach mnozenia macierzy operacjami dominujacymi sa zwykle operacje dodawania
i mnozenia. W przypadku algorytméw sortowania zwykle operacja dominujaca jest operacja poréwnania,
ale na przyklad w przypadku algorytmu sortowania przez zliczanie, gdzie poréwnanie praktycznie nie
wystepuje, za operacje dominujaca przyjmuje sie dostep (odczyt lub modyfikacje wartosci) do elementow
sortowanej tablicy.

W zadaniu wyszukiwania indeksu najmniejszego i najwiekszego elementu jako operacje dominujaca
przyjeto operacje poréwnania elementow tablicy. Warto zauwazy¢, ze oprocz poréwnania elementéw tabli-
cy, wystepujacych w liniach 6 i 12 algorytmu przedstawionego na listingu 2, w algorytmie tym wystepuja
takze inne porownania (w liniach 5 i 11), zwiazane z organizacja dzialania petli for. Operacje te dotycza
poréwnania wartosci liczb catkowitych a nie elementéw tablicy i z tego powodu nie beda uwzgledniane.
Zwykle poréwnanie liczb catkowitych realizowane jest przez procesor znacznie szybciej niz poréwnanie
liczb rzeczywistych, a takie wystepuja w tablicy a[]. Ponadto warto pamietaé, ze przytoczony algorytm
pozwala poréwnywaé zgromadzone w tablicy elementy dowolnego typu, a nie tylko liczby rzeczywiste.
Gdyby na przyktad w tablicy umieszczono teksty lub liczby zespolone, wystarczytoby tylko nieznacznie
zmodyfikowaé¢ ten algorytm wprowadzajac operacje poréwnania elementéw odpowiedniego typu, lecz sa-
ma postaé i idea algorytmu nie ulegtaby znaczacej zmianie. W dalszej czesci niniejszego opracowania za
operacje dominujaca zostala przyjeta operacja poréwnania elementéw tablicy.

Operacja poréownania jest stosowana w algorytmie dwukrotnie, pierwszy raz w linii 6 i drugi w linii
12. W obydwu przypadkach poréwnanie wykonywane jest wewnatrz petli for poczawszy od wartosci
zmiennej sterujacej i réwnej 1, az do n-1. Co daje n - 1 wykonan poréwnania tak w pierwszej, jak
i drugiej petli. Mozna zatem podaé¢ wzor na taczna liczbe wykonari operacji dominujacej w omawianym
algorytmie

Li(n)=2(n—-1). (1)

Ze wzoru wynika, ze liczba wykonan operacji dominujacej liniowo zalezy od rozmiaru przetwarzanej
tablicy n. Taka zaleznos¢ wydaje sie dos¢ oczywista, im wieksza tablica, tym dluzej bedziemy czekaé¢ na
znalezienie w niej indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu. Algorytm przedstawiony na listin-
gu 2 mozna jednak tatwo ulepszy¢. Naturalnym i prostym udoskonaleniem algorytmu jest umieszczenie
obydwu poréwnan wewnatrz jednej petli. W efekcie uzyskuje sie nieco zmodyfikowang wersje algorytmu,
przedstawiona na listingu 3.
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1 void minmax2( double al[]l, int n, int &i_min, int& i_max)

2 o
3 // poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego i najwiekszego w jednej petli
4 i_min = i_max = 0;
for (int i = 1; i < n; i++) {
6 if (ali] < ali_min])
i_min = i;
8 if (ali] > ali_max])
i_max = 1i;
0 }
11}

Listing 3. Szukanie indeksu minimum i maksimum w jednej petli

Wprowadzona modyfikacja w ogoéle nie zmienia liczby wykonan operacji dominujacej. O ile w po-
przedniej wersji bylty dwie petle i w kazdej z nich operacja dominujaca byla wykonywana n — 1 razy, tak
teraz jest jedna petla wykonywana n — 1 razy, ale w kazdym jej przebiegu wykonywane sa dwie operacje
dominujace, czyli operacje poréwnania elementoéw tablicy (linie 6 i 8).

Mimo, ze z punktu widzenia efektywnosci obydwa algorytmy maja te samg liczbe operacji domi-
nujacych, w praktyce algorytm przedstawiony na listingu 3 wykonana sie zwykle minimalnie szybciej.
Jest to zwigzane z mniejsza liczba wykonan operacji sterujacych petla for i przede wszystkim sposobem
organizacji dostepu do pamieci we wspolczesnych komputerach (wykorzystanie mechanizmu pamieci pod-
recznej). Sa to jednak czynniki o charakterze $cisle technicznym, zwiazane z realizacja programéw, a nie
samymi algorytmami, dlatego tez nie po§wiecono im tu wiecej uwagi.

3. Pierwsze udoskonalenie

Aby poprawié¢ efektywnos¢ algorytmu nalezy go tak zmodyfikowac, by zmniejszy¢ liczbe wykonywa-
nych operacji dominujacych, czyli w tym przypadku operacji poréwnania elementéw tablicy al[]. W rozwa-
zanym algorytmie kazdy kolejny element tablicy jest najpierw poréwnywany z dotychczas najmniejszym,
a potem z dotychczas najwiekszym (linie 6 i 8 na listingu 3). Tymczasem jesli 6w element okaze sie by¢
mniejszy od dotychczas najmniejszego, to na pewno nie bedzie jednoczesnie wiekszym od dotychczas
najwiekszego. A zatem wykonywanie drugiego poréwnania ma sens tylko wtedy, gdy pierwsze zakoriczyto
sie negatywnie. Spostrzezenie to prowadzi do skonstruowania kolejnej wersji algorytmu poszukujacego
indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu w tablicy. Wersje te prezentuje listing 4.

i void minmax3( double al], int n, int &i_min, int& i_max)

2 |
3 // poszukiwanie indeksu elementu najmniejszego i najwiekszego w jednej petli
4 i_min = i_max = 0;

for (int i = 1; i < n; i++) {
6 if (ali] < ali_min])
7 i_min = 1i;
8 else if (al[i]l > ali_max])

i_max = i;

}
11}

Listing 4. Algorytm ze zmniejszong, liczbg poréwnar

Jedyna réznica w tym kodzie w stosunku do wersji z listingu 3 jest poprzedzenie instrukcji if w linii 8
stowem kluczowym else. Powoduje to, ze drugie poréwnanie jest wykonywane tylko wtedy, gdy pierwsze
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zakonczylo sie niepowodzeniem. Tym samym liczba poréwnan niewatpliwie zmniejszyta sie, pozostaje
tylko pytanie, o ile.

W przypadku poprzednio rozwazanych wersji algorytmu, liczba wykonan operacji poréwnania elemen-
tow tablicy zalezala wylacznie od rozmiaru tejze tablicy. W tym przypadku istotnego znaczenia nabiera
takze kolejnos¢, w jakiej umieszczono wartosci w tablicy. Jezeli dane beda uporzadkowane malejaco (i bez
powtorzen), poréwnanie wykonywane w linii 6 zawsze zakonczy sie powodzeniem (gdyz kazdy kolejny ele-
ment bedzie mniejszy od wszystkich poprzednich) i w konsekwencji poréwnanie z linii 8 nigdy nie bedzie
wykonywane. W takim przypadku lacznie zostanie zatem wykonane zaledwie n — 1 poréwnan, co daje
wynik dwukrotnie lepszy niz w poprzednio prezentowanych algorytmach. Jednakze, jesli pierwszy element
w tablicy a[] bedzie najmniejszym, drugie poréwnanie zawsze bedzie wykonywane, czyli liczba poréwnan
znéw wyniesie 2(n — 1).

Aby ocenié, o ile najnowsza wersja algorytmu jest lepsza od poprzednich, nalezy policzyé, ile $rednio
poréwnan zostanie wykonanych. Wzoér, bedacy odpowiedzia na tak postawione pytanie, najtatwiej uzy-
ska¢ odejmujac od maksymalnej liczby wykonywanych poréwnan $rednia liczbe tych, ktére nie zostang
wykonane. Poréwnanie w linii 8 nie jest wykonywane wtedy, gdy spelniony jest warunek sprawdzany
w linii 6. Do poréwnania z linii 8 nie dojdzie zatem wtedy, gdy kolejny rozwazany element jest mniejszy
od wszystkich go poprzedzajacych. Jako, ze przetwarzanie w petli rozpoczyna sie od drugiego elementu
tablicy (elementu a[1]), jezeli zalozymy losowe rozmieszczenie elementéw, drugi element bedzie mniejszy
od pierwszego z prawdopodobiefistwem % Aby nie doszto do drugiego poréwnania, trzeci element a[2]
musi by¢ mniejszy od obydwu poprzednich, a to ma miejsce z prawdopodobienstwem % 7 kolei z praw-
dopodobienistwem i element czwarty bedzie mniejszy od wszystkich go poprzedzajacych i tak dalej. Dla
ostatniego elementu w tablicy (elementu a[n - 1]), prawdopodobieristwo, ze nie dojdzie do wykonania
drugiego poréwnania wynosi % Tym samym $rednia liczba pominietych poréwnan to

w
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Uzyskany wynik przypomina ciag liczb harmonicznych H,,, z ta réznica, ze w tym przypadku zaczy-
namy od drugiego wyrazu. W 1734 roku Leonhard Euler wykazal [10], ze
Jim (Hp, —Inn) =, (3)

gdzie ~ to tzw. stala Eulera, réwna w przyblizeniu 0,5772.
Poszukiwana sume mozna zatem oszacowac (dla duzych wartosci n) jako

1

E —=lnn+~y-1. (4)
i

=2

Oznacza to, ze §rednia liczba wykonanych operacji poréwnania wynosi

E )

2(n—1)—z_%2n—lnn—7—1. (5)
i=2

Ze wzrostem n funkcja logarytm naturalny rosnie znacznie wolniej niz funkcja liniowa, zatem wptyw
wprowadzonej poprawki na czas realizacji algorytmu bedzie tym mniej znaczacy, im wiekszy jest rozmiar
tablicy. Gdy wzér okreslajacy liczbe operacji dominujacych w funkcji n tworzy kilka sktadnikéw, pod
uwage bierze sie wylacznie sktadnik najbardziej znaczacy, gdyz przy duzych wartoéciach n to ten sktadnik
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ma najwiekszy wplyw na laczny czas przetwarzania [2] [3]. Po pominieciu mniej znaczacych sktadnikow
we wzorze 5, mozna przyjaé wiec, ze liczba operacji dominujacych jest rzedu 2n. Zatem takze tym razem
efekt wprowadzonej poprawki okazal sie mizerny.

Warto zauwazy¢, ze do prawidlowego wykonania postawionego zadania konieczny jest przynajmniej
jeden dostep do kazdego elementu tablicy i poréwnanie go z innym, nic bowiem nie wiadomo o roz-
mieszczeniu elementéw w tablicy al] i catkowicie pomijajac ktérykolwiek z nich, mozna by pominaé
poszukiwany element najmniejszy badz najwiekszy. Zatem jakikolwiek zaproponowany algorytm musi ce-
chowac sie zlozonoscig liniowa. Jedyne co mozna zrobié, to obnizy¢ warto$¢ wspoélczynnika wystepujacego
przy n.

4. Metoda dziel i zwyciezaj

Jednym z czesto stosowanych podej$é¢ przy poszukiwaniu wydajnych algorytméw jest zastosowanie
metody dziel i zwyciezaj. Jej istota sprowadza sie do dzielenia zbioru danych na mniejsze fragmenty,
rozwigzaniu zadania dla mniejszych fragmentéw i wykorzystaniu wynikow tych rozwigzan do znalezie-
nia rozwigzania dla caltego, duzego zbioru danych. Oczywiscie do kazdego fragmentu mozna zastosowaé
podobne podejscie az dojdzie sie do tak maltych fragmentéw, ze rozwigzanie zadania dla nich staje sie
niemal oczywiste. Technika ta prowadzi zwykle do powstania algorytméw rekurencyjnych. Samo poje-
cie rekurencji i proste przyktady tego typu algorytmoéw przedstawiono miedzy innymi w innym artykule
opublikowanym w niniejszym czasopi$mie [9)].

Technike dziel i zwyciezaj z powodzeniem mozna zastosowa¢ w omawianym problemie. Na poczatek
zostanie przyjete, ze tablica, w ktorej poszukuje sie indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu
ma rozmiar bedacy potega liczby 2. W konicowej wersji algorytmu, zalozenie to zostanie zignorowane
i algorytm zostanie przedstawiony dla dowolnej wartosci n. Jednak przyjecie tego zalozenia znacznie
ulatwia wyjasnienie idei proponowanego rozwigzania.

Niech zatem bedzie dana 16-elementowa tablica a[], wypekiona liczbami rzeczywistymi. Zadanie
polega na znalezieniu indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu w tej tablicy. Rozwiazanie tego
zadania jest nietrywialne, dlatego 16-elementowa tablice mozna podzieli¢ na dwie podtablice liczace po
8 elementow. Pierwsza podtablice tworza elementy tablicy al] o indeksach z zakresu od 0 do 7, a druga
elementy o indeksach od 8 do 15. Jezeli w obu podtablicach zostana znalezione indeksy najmniejszego
i najwiekszego elementu, to aby znalez¢ indeks najwiekszego elementu w calej 16-elementowej tablicy
al[], wystarczy poréwnaé ze soba najwieksze elementy w obu podtablicach i wybraé ten z nich, ktéry
jest wiekszy. Podobnie aby znalezé¢ indeks najmniejszego elementu w calej tablicy, wystarczy poréwnacé
elementy najmniejsze w obu podtablicach. Mechanizm podziatu tablicy na coraz mniejsze fragmenty
zilustrowano na rysunku 1.

s 125 7 [ 26 | 12 |6 | 402 5 0] 6|7 2
"o 125 7 [0l 25| |2 |6 |4 ]2 |5 0|60 2
Co L2576 26 |1 2 |6 | 40|55

So% ) 7 | o 1% e 2 | 5 LA 25 | s (NN | 20|

Rysunek 1. Podzial tablicy na coraz mniejsze fragmenty
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Tylko jak znalez¢ indeksy najwiekszego i najmniejszego elementu w obu 8-elementowych podtablicach?
Osiem elementéw to wciaz za duzo, dlatego tez kazda 8-elementowa tablica moze zosta¢ podzielona
na dwie podtablice 4-elementowe. Kazda tablica 4-elementowa moze zostaé z kolei podzielona na dwie
tablice 2-elementowe. W przypadku tablic liczacych po 2 elementy o réznych wartosciach, by znalezé
indeks najmniejszego i najwiekszego elementu, wystarczy te dwa elementy ze soba poréwnaé. Tym samym
w przypadku tablic 2-elementowych wystarcza jedno poréwnanie. Tablice o wiekszej liczbie elementow sa
dzielone na dwie potowy, poszukuje sie indekséw najwiekszego i najmniejszego elementu w kazdej polowie
z osobna, a nastepnie poréwnuje ze sobg elementy najwieksze z obu potéwek i elementy najmniejsze z obu
potowek. Tym samym dla kazdej z tablic liczacych wiecej niz 2 elementy (po ich podzieleniu i znalezieniu
"ekstremow lokalnych") do znalezienia wyniku potrzebne sa po dwa dodatkowe poréwnania.

Aby wyznaczy¢ taczng liczbe poréwnan mozna zauwazy¢é, ze na kazdym poziomie podziatu na pod-
tablice, za wyjatkiem ostatniego (czyli tego, gdzie mamy do czynienia z fragmentami 2-elementowymi),
wykonywane sa po 2 poréwnania dla kazdej tablicy z osobna. Na ostatnim poziomie dla kazdej pary
elementow wystarcza jedno poréwnanie. Lacznie na ostatnim poziomie jest % tablic 2-elementowych, za$
liczba® wszystkich uwzglednianych podtablic (o réznych rozmiarach) wynosi n—1. Zatem wzor okreslajacy

taczng liczbe poréwnan ma postaé
n 3

2(n71)f§:§n72. (6)
Weczesniej prezentowane rozwiazania mialy ztozonosé rzedu 2n. Zastosowanie metody dziel i zwyciezaj,
gdzie zlozonosé jest rzedu %n, pozwolilo zatem uzyskaé¢ algorytm o zlozonosci okolo 25% lepszej niz
algorytmy poprzednio rozwazane. Algorytm 6w w pelnej postaci przedstawiono na listingu 5. Funkcja
minmax4 opisuje sposéb poszukiwania indekséw elementéw najmniejszego i najwiekszego we fragmencie
tablicy al] rozpoczynajacym sie od elementu o indeksie lewy i konczacym na elemencie o indeksie
prawy. Wynik dzialania funkcji, czyli indeksy najmniejszego i najwiekszego elementu w rozpatrywanym
fragmencie, zwracany jest poprzez parametry i_min i i_max. Jezeli fragment ten sktada sie z co najmniej
3 elementéw, wykonywany jest kod zawarty w liniach 16-29. Taki fragment tablicy dzielony jest na
dwie polowki, w kazdej z nich poszukuje sie indekséw najmniejszego i najwiekszego elementu (linie 19
i 20), nastepnie poréownuje sie parami elementy najmniejsze z obu poléwek i okresla indeks elementu
najmniejszego w calym rozpatrywanym fragmencie (linie 21-24), po czym robi sie to samo w poszukiwaniu
elementu najwiekszego w tym fragmencie tablicy (linie 25-28). Gdy fragment tablicy sklada sie¢ z dwoch
elementow (linie 5-15), do znalezienia indekséw elementéw najmniejszego i najwiekszego wystarcza jedno
poréwnanie (linia 6). Wreszcie, gdy rozwazany fragment tablicy sklada sie tylko z jednego elementu (linie
3 i 4), zadne poréwnanie nie jest potrzebne, ten element jest jednocze$nie najmniejszym i najwiekszym.
void minmax4( double al[], int lewy, int prawy, int &i_min, int &i_max )
{
if (lewy == prawy) // jednoelementowy fragment tablicy
i_min = i_max = lewy;
else if (lewy + 1 == prawy) // tablica 2-elementowa
if (allewy] < alprawyl)
{
i_min = lewy;

i_max = prawy;
else

i_min = prawy;

IWynika to ze wzoru na sume czeéciowa ciaggu geometrycznego, przy zalozeniu, ze n jest potega 2. Liczba ta bowiem, to
suma: 1+2+4+...+ 3.
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i_max = lewy;
}
else // fragment liczy wiecej niz 2 elementy
{
int i_minl, i_maxl, i_min2, i_max2;
minmax4 (a, lewy, (lewy + prawy) / 2, i_minl, i_maxl);
minmax4 (a, (lewy + prawy) / 2 + 1, prawy, i_min2, i_max2);
if (ali_minl] < ali_min2])
i_min = i_minil;
else
i_min = i_min2;
if (al[i_max1] > al[i_max2])
i_max = i_max1;
else
i_max = i_max2;
¥

Listing 5. Algorytm rekurencyjnego poszukiwania indeksow najmniejszego i najwigkszego elementow w tablicy

Przedstawiony na listingu 5 algorytm charakteryzuje sie najlepsza ztozonoscia wsréd algorytmow reali-
zowanych sekwencyjnie, czyli takich, gdzie oparty o dany algorytm program wykonywany jest na jednym
procesorze i w danym momencie wykonywana jest tylko jedna instrukcja. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
podczas okreslania ztozonosci algorytmu z listingu 5 pominieto calkowicie czas zwigzany z wywolywa-
niem kolejnych instancji funkcji minmax4. W praktyce czas ten jest czesto wiekszy niz czas po$wiecony
na realizacje operacji dominujacej (czyli poréwnania elementow tablicy), co niweczy zyski zwiazane ze
zmniejszeniem liczby poréwnan. W przypadku, gdyby jednak poréwnanie elementéw tablicy byto proce-
sem bardziej ztozonym (np. poréwnywano by napisy) zaobserwowano by skrécenie czasu wykonywania
calego zadania w stosunku do algorytmoéw wczesniej prezentowanych.

5. Wersja rownolegla

Czesto stosowang metodg skrocenia czasu wykonywania algorytmow, jest zwiekszenie liczby proceso-
réw zaangazowanych w realizacje zadania. W dalszej czeSci rozwazan zalozono, ze dostepnych jest zawsze
wystarczajaco duzo procesoréow. Aby jednak z tych procesoréow skorzystaé konieczne jest dostosowanie
algorytmu do realizacji w sposéb réwnolegly. Nie kazdy algorytm latwo zréwnoleglié. Wéréd wczesniej
przedstawionych algorytméw sekwencyjnych tylko ostatni jest dobrym kandydatem do stworzenia jego
wersji rownoleglej. Jezeli dostepnych jest co najmniej § procesorow, wszystkie podtablice na kazdym
poziomie wywotan rekurencyjnych mozna przetwarzaé¢ réwnolegle, co prowadzi do algorytmu przedsta-
wionego na listingu 6.
void minmax5( double al[], int lewy, int prawy, int &i_min, int &i_max )

{
if (lewy == prawy) // jednoelementowy fragment tablicy
i_min = i_max = lewy;
else if (lewy + 1 == prawy) // tablica 2-elementowa
if (allewy] < alprawyl)
{
i_min = lewy;
i_max = prawy;

else
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{
i_min = prawy;
i_max = lewy;
}
else // fragment liczy wiecej niz 2 elementy
{
int i_minl, i_maxl, i_min2, i_max2;
parallel
{
minmaxb(a, lewy, (lewy + prawy) / 2, i_minl, i_maxl);
minmaxb5(a, (lewy + prawy) / 2 + 1, prawy, i_min2, i_max2);
}
if (ali_min1] < al[i_min2])
min = minl;
else
i_min = i_min2;
if (ali_max1] > ali_max2])
i_max = i_maxl;
else
i_max = i_max2;
¥

Listing 6. Algorytm rownolegly rekurencyjnego poszukiwania indekséw najmniejszego i najwiekszego elementow
w tablicy

Uwazny Czytelnik spostrzeze, ze w stosunku do algorytmu sekwencyjnego wprowadzono tu tylko jed-
na zmiane. Wywotania funkcji minmax4 umieszczone w liniach 19 i 20 na listingu 5, w wersji réwnolegtej
zostaly otoczone dodatkowa instrukcja parallel (linie 19-23). Instrukcja taka nie wystepuje w jezyku
C, zostata wprowadzona wylacznie na potrzeby niniejszego opracowania, aby wyrazi¢ fakt, ze wszystkie
instrukcje otoczone nawiasami klamrowymi po stowie parallel wykonywane sa réwnolegle, w tym sa-
mym czasie przez rozne procesory. A zatem w czasie, gdy jeden z procesoréw wykonuje instrukcje z linii
21, inny procesor wykonuje instrukcje z linii 22. Wtedy wszystkie operacje wykonywane na tym samym
poziomie wywotan rekurencyjnych mozna wykonaé¢ réwnolegle przez rézne procesory. Mozna zauwazyc¢, ze
na ostatnim poziomie wywotan (dla dwuelementowego fragmentu tablicy) wystarcza jedna operacja po-
réwnania elementéw tablicy. Na kazdym wcze$niejszym etapie potrzebne sa po dwie operacje dominujace
(jedna by znalez¢ indeks elementu najmniejszego, druga - najwickszego). W przypadku, gdy n = 2% gdzie
k € N, przetwarzanie rekurencyjne realizowane jest na k poziomach i w efekcie uzyskuje sie ztozonosc¢
postaci 2logy n — 1 poréwnan. Jezeli n nie jest potega dwojki, warto$¢ log, n musi zosta¢ zastapiona jej
zaokragleniem do géry do najblizszej liczby calkowitej, tym samym wzér okreslajacy liczbe poréwnan
zmienia sie¢ do postaci 2[logyn] — 1

Dzieki zastosowaniu przetwarzania rownolegltego udalo sie znaczaco poprawié¢ zlozonosé algorytmu,
zmniejszajac zlozonosé obliczeniows z liniowej w wersji z jednym procesorem do zlozonosci logarytmicznej,
gdy dostepnych jest T procesoréw. W kolejnym rozdziale zostanie zaprezentowany algorytm o ztozonosci
stalej.

6. Algorytm o stalym czasie wykonania

W tym przypadku nalezy przyja¢, ze dostepnych jest n? procesoréw. Procesory te nalezy rozmiescié
w postaci 2-wymiarowej macierzy o wymiarach n xn (z indeksami od 0 do n-1). Symbol P;; reprezentowaé
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bedzie procesor w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Algorytm wykorzystuje ponadto dwie jednowymiarowe
tablice o dlugosci n, ktérych elementami sa wartosci logiczne (true i false). Tablica tmax[] odpowiada
elementowi maksymalnemu, tmin[] - elementowi minimalnemu. I tak, je§li tmax[i]=false oznacza to, ze
element a[i] nie jest na pewno elementem maksymalnym. Jesli tmax[i]=true to znaczy, ze element a[i]
moze by¢ elementem maksymalnym. Podobnie dla elementu minimalnego i tablicy tmin[]. Zakladamy, ze
mozliwy jest rownoczesny zapis elementéw w tablicach tmin[] i tmax [] przez wiele procesoréw, poniewaz
wszystkie te procesory beda wpisywac te sama warto$¢ dla tego samego elementu.

Aby poprawnie zapisaé¢ algorytm konieczne jest wprowadzenie jeszcze jednej instrukcji przetwarza-
nia rownolegtego, niedostepnej w jezyku C. Ta instrukcjg jest parallel for. Przyjeto, ze instrukcja ta
modyfikuje klasyczna instrukcje for w taki sposob, ze kazdy przebieg petli jest realizowany przez od-
dzielny procesor réwnolegle z pozostalymi przebiegami, wykonywanymi przez inne procesory. Algorytm
wykonujacy cale zadanie w stalym czasie, niezaleznie od rozmiaru tablicy, przedstawia listing 7.

void minmax6( double al[l, int n, int &i_min, int &i_max )

i
bool tmin[n], tmax([n];
// inicjalizacja zmiennych roboczych
parallel for (int i=0; i<n; i++)
tmin[i] = tmax[i] = true;
parallel for (int i=0; i<n; i++)
parallel for (int j=0; j<N; j++)
{
if (alil < aljil)
tmax[i] = false;
if (alil > aljl)
tmin[i] = false;
}
// synchronizacja pracy procesordw
// sposrdd wszystkich kandydatdéw na minimum i maksimum wybieram te,
// ktdére maja najmniejszy indeks (dotyczy przypadku, gdy sa powtdrzenia)
parallel for (int i=0; i<n; i++)
parallel for (int j=0; j<n; j++)
if (tmin[i] && i<j)
tmin[j] = false;
if (tmax[i] && i<j)
tmax[j] = false;
// na pewno tylko po jednym elemencie tablic tmin[] i tmax[] zawiera true
parallel for (int i=0; i<n; i++)
{
if (tmin[il)
i_min=i;
if (tmax[i])
i_max=1i;
¥
¥

Listing 7. Roéwnolegta realizacja zadania poszukiwania indekséw najmniejszego i najwiekszego elementow
w tablicy w stalym czasie

Zadanie znalezienia indekséw minimum i maksimum w tablicy a[] realizowane jest w kilku etapach.
Najpierw (wiersze 5 i 6) ma miejsce inicjalizacja tablic tmin[] i tmax []. Uczestnicza w niej procesory Pjg
z gérnego wiersza macierzy procesoréw. Kazdy z nich jednoczesnie wpisuje wartosé true do odpowiednich
elementéw obydwu inicjalizowanych tablic. Wpisanie wartosci true oznacza, ze odpowiedni element w ta-
blicy a[l moze by¢ elementem najmniejszym (w przypadku tmin[]) lub najwiekszym (tmax[]) w calym
zbiorze.
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Kolejny etap (linie 7-14) realizuja wszystkie dostepne procesory. Kazdy z procesoréw P;; réwnolegle
poréwnuje ze sobg dwa elementy a[i] i a[j]. Na podstawie wyniku poréwnania wnioskuje, czy element
ali] moze by¢ elementem minimalnym badZ maksymalnym. Jezeli w wyniku poréwnania element i-ty
okazuje sie by¢ mniejszym niz j-ty, oczywistym jest, ze element i-ty nie moze by¢ najwiekszym elementem
w tablicy a[]. Stad tez w takim przypadku w odpowiednie miejsce tablicy tmax [] wpisywana jest wartosé
false. Podobnie, jesli element a[i] okaze sie wiekszy niz a[j], element -ty nie moze by¢ najmniejszym,
zatem do tablicy tmin[] w odpowiednim miejscu wpisywane jest false.

Jezeli w tablicy a[] nie ma powtoérzen tych samych wartosci, po wykonaniu tego kroku w tablicach
tmin[] i tmax[] wartoSci true beda wystepowaé doktadnie tylko jeden raz. Gdyby jednak w tablicy
a[] warto$¢ najmniejsza lub najwieksza powtarzala sie kilkakrotnie, w odpowiedniej tablicy (tmin[]
lub tmax[]) kilkakrotnie pozostanie wpisana warto§¢ true. W takim przypadku konieczne jest wyko-
nanie kolejnego etapu (linie 18-23), dzieki ktéremu warto$¢ true pozostanie tylko w jednym elemencie
wspomnianych tablic (doktadniej elemencie o najmniejszym indeksie sposrod wszystkich zawierajacych
wezesniej true). Na tym etapie znoéw wykorzystywane sa wszystkie procesory.

Ostatnim krokiem (linie 25-31) jest réwnolegle przeszukanie tablic tmin[] i tmax[] przez procesory
7z pilerwszego wiersza P 1 wpisanie wartosci indeksu 4 jako wyniku do odpowiednio zmiennej i_min (dla
tablicy tmin[]) i i_max (dla tablicy tmax[]).

Dla tego algorytmu operacje dominujace (linie 10 i 12) sa wykonywane w czasie stalym niezaleznie
od rozmiaru danych n. Udalo sie to osiggnaé¢ dzieki wykorzystaniu n? procesoré6w. W praktyce mozna
zmniejszy¢ liczbe faktycznie uzytych procesoréw do (n? —n)/2+ 1 (wykorzystac tylko procesory powyzej
glownej przekatnej macierzy oraz jeden dodatkowy w pierwszym wierszu macierzy).

7. Podsumowanie

W artykule na przykladzie jednego prostego problemu zaprezentowano, jak wyznaczaé ztozonosé ob-
liczeniowg algorytmoéw oraz jak mozna optymalizowaé algorytmy pod wzgledem czasu ich realizacji. Po-
kazano takze, Zze nie wszystkie algorytmy latwo mozna zréwnolegli¢. Aby uzyskaé rzeczywista poprawe
ztozonosci algorytmu, czesto nalezy znaczaco zmieni¢ sposob patrzenia na rozwigzywany problem (co
szczegOlnie widaé na przykladzie algorytmu rozwiazujacego postawione zadanie w stalym czasie).

Niniejsze opracowanie jest proba pokazania, czym jest efektywnosé czasowa algorytméw i jak mozna
ja poprawia¢. Aby to uczynié¢, postuzono si¢ stosunkowo prostym problemem. Czytelnik pragnacy posze-
rzy¢ swoja wiedze moze siegnaé¢ do innych opracowari, dostepnych tak w postaci drukowanej [2], [3] jak
i elektronicznej [1], [7].
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