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Pewne formuªy wyznazania pól i obj�to±i, z�±¢ II: obszary

w przestrzeni R
3

Streszzenie. Stykaj¡ si� z aªk¡ oznazon¡ dowiadujemy si�, »e jednym z jej zastosowa«

jest wyznazanie pól �gur pªaskih i obj�to±i bryª. Standardowo mówi si� równie» o dªugo±i ªuku

krzywej, polu powierzhni i obj�to±i bryªy obrotowej. Rzadko ju» wprowadza si� na podstawowym

kursie matematyki wzory na pola zy obj�to±i dla obszarów zadanyh parametryznie zy biegu-

nowo. W niniejszej pray hemy zaprezentowa¢ wybrane formuªy na oblizanie wspomnianyh

wielko±i.

Sªowa kluzowe: aªka oznazona, wspóªrz�dne parametryzne, wspóªrz�dne biegunowe, wspóª-

rz�dne sferyzne.

1. Powierzhnia zadana biegunowo

Podobnie jak dla krzywyh na pªaszzy¹nie, które mog¡ by¢ przedstawione biegunowo, mo»emy poda¢

ih odpowiednik dla powierzhni z przestrzeni R
3
. Tym razem ka»dy punkt przestrzeni (znowu przypo-

minamy o spey�e punktu (0, 0)) mo»e by¢ wyra»ony poprzez dwa k¡ty i odlegªo±i tego punktu od

poz¡tku ukªadu wspóªrz�dnyh. Pierwszy z nih � k¡t ϕ � peªni rol� tak¡ jak we wspóªrz�dnyh biegu-

nowyh, a dokªadniej jest k¡tem skierowanym pomi�dzy dodatni¡ póªosi¡ Ox a rzutem na pªaszzyzn�

Oxy odinka ª¡z¡ego poz¡tek ukªadu wspóªrz�dnyh z danym punktem. Drugi z tyh k¡tów, k¡t θ,

odpowiada k¡towi skierowanemu pomi�dzy dodatni¡ póªosi¡ Oz i odinkiem ª¡z¡ym poz¡tek ukªadu

wspóªrz�dnyh z danym punktem (zob. rys. 1).

Zauwa»my, »e w trójk¡ie prostok¡tnym OP ′P zahodzi zale»no±¢:

cos
(π

2
− θ
)

=
̺′

̺
=⇒ ̺′ = ̺ cos

(π

2
− θ
)

= ̺ sin θ.
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Rysunek 1. Wspóªrz�dne sferyzne

Teraz z trójk¡ta prostok¡tnego Ox0P
′
, podobnie jak w wyprowadzeniu wspóªrz�dnyh biegunowyh

(z�±¢ I, wzór (4)), mamy:











cosϕ =
x0

̺′
,

sinϕ =
y0

̺′
,

=⇒







x0 = ̺′ cosϕ = ̺ sin θ cosϕ,

y0 = ̺′ sinϕ = ̺ sin θ sinϕ,

a z trójk¡ta prostok¡tnego Oz0P otrzymujemy:

cos θ =
z0

̺
=⇒ z0 = ̺ cos θ.

W ten sposób otrzymali±my ostateznie (s¡ to tzw. wspóªrz�dne sferyzne):















x = ̺ sin θ cosϕ,

y = ̺ sin θ sinϕ,

z = ̺ cos θ.

(1)

Je±li dla pewnyh warto±i ϕ i θ okre±limy funkj� ̺(ϕ, θ), otrzymamy wówzas powierzhni� w prze-

strzeni R
3
. Zastanówmy si� teraz, jak mo»na, wykorzystuj¡ bezpo±rednio funkj� ̺(ϕ, θ), oblizy¢ obj�-

to±¢ tak zde�niowanej bryªy. Rozpatrzymy w tym elu obszar przestrzeni, w którym funkja ̺ okre±lona

jest dla ϕ1 6 ϕ 6 ϕ2, θ1 6 θ 6 θ2. Post�puj¡ analogiznie do przypadku dla obszaru na pªaszzy¹-

nie, obszar przestrzenny, po wprowadzeniu równomiernyh podziaªów normalnyh dla zmiennyh ϕ i θ,

i takim samym wyborze punktów wewn�trznyh (lewe ko«e podprzedziaªów): ξi, i = 1, 2, . . . , n, ηj ,

j = 1, 2, . . . ,m, (zob. rys. 2) b�dziemy d¡»y¢ do mo»liwo±i skorzystania z de�niji aªki podwójnej.

Tym razem obj�to±¢ takiego obszaru podzielona zostaªa na n · m z�±i, z któryh obj�to±¢ ka»dej

przybli»a¢ b�dziemy obj�to±i¡ odpowiedniego ostrosªupa.
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Rysunek 2. Obj�to±¢ Vij przybli»aj¡a obj�to±¢ wyinka wyznazonego przez funkj� ̺(ϕ, θ) dla ϕi 6 ϕ 6 ϕi+1,

θj 6 θ 6 θj+1

Zgodnie z oznazeniami przyj�tymi na rysunku 2, obj�to±¢ Vij takiego ostrosªupa wynosi Vij =
1
3ab̺ij ,

gdzie a i b s¡ dªugo±iami boków podstawy tego ostrosªupa (na rys. 2 odpowiadaj¡ im odinki PijPi+1,j

i PijPi,j+1), a ̺ij = ̺(ϕi, θj), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m. W elu znalezienia tej obj�to±i musimy

wielko±i a i b uzale»ni¢ od zmiennyh ϕ, θ i ̺. Zauwa»my, »e w trójk¡ie prostok¡tnym OP ′
ijP

′
i+1,j ,

podobnie jak we wspóªrz�dnyh biegunowyh, dªugo±¢ odinka ̺′ij wynosi ̺ij sin θ, a st¡d wyznazymy

dªugo±¢ jednego z boków podstawy ostrosªupa:

a = |PijPi+1,j | = ̺′ij tg∆ϕ = ̺ij sin θ tg∆ϕ.

Dªugo±¢ drugiej podstawy ostrosªupa znajdziemy podobnie, tym razem skorzystamy z zale»no±i w trój-

k¡ie prostok¡tnym OPijPi,j+1, w którym, podobnie jak poprzednio, mamy:

b = |PijPi,j+1| = ̺ij tg∆θ.

Z zale»no±i powy»szyh otrzymujemy:

Vij =
1

3
ab̺ij =

1

3
(̺ij sin θ tg∆ϕ)(̺ij tg∆θ)̺ij =

1

3
̺3ij sin θ tg∆ϕ tg∆θ.
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Poszukiwan¡ obj�to±¢ przybli»ymy sum¡ obj�to±i powy»szyh ostrosªupów Vij , gdzie i = 1, 2, . . . , n,

j = 1, 2, . . . ,m:

V ≈
n
∑

i=1

m
∑

j=1

Vij =
1

3

n
∑

i=1

m
∑

j=1

̺3ij sin θ tg∆ϕ tg ∆θ,

a obj�to±¢ ta b�dzie równa tej sumie, je±li przejdziemy z podziaªem (warto±i parametrów n i m) do

niesko«zono±i:

V = lim
n→∞
m→∞

n
∑

i=1

m
∑

j=1

VijVij =
1

3
lim

n→∞
m→∞

∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

̺3ij sin θ tg∆ϕ tg∆θ.

Podobnie jak dla wspóªrz�dnyh biegunowyh, zauwa»my »e:

lim
n→∞

tg∆ϕ

∆ϕ
=

[

0

0

]

= 1, lim
m→∞

tg∆θ

∆θ
=

[

0

0

]

= 1,

dzi�ki zemu mo»emy napisa¢:

V =
1

3
lim
n→∞
m→∞

∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

̺3ij sin θ
tg∆ϕ

∆ϕ
∆ϕ

tg∆θ

∆ϕ
∆θ =

1

3
lim
n→∞
m→∞

∞
∑

i=1

∞
∑

j=1

̺3ij sin θ∆ϕ∆θ,

o po skorzystaniu z de�niji aªki podwójnej, daje wzór:

V =
1

3

∫ α2

α1

(

∫ θ2

θ1

̺3(ϕ, θ) sin θ dθ

)

dϕ. (2)

2. Przykªady

Na podstawie wzoru (2), w tym rozdziale postaramy si� wyznazy¢ obj�to±i wybranyh bryª ogra-

nizonyh przez powierzhni� dan¡ zale»no±i¡ ̺(ϕ, θ). W z�±i rozwi¡za« skorzystamy ze skraaj¡ej

zapis wªasno±i aªki podwójnej, w której aªkowana funkja i przedziaª aªkowania wewn�trznej aªki

zale»y jedynie od drugiej zmiennej:

∫ ϕ2

ϕ1

(

∫ θ2

θ1

f(θ) dθ

)

dϕ =

(

∫ θ2

θ1

f(θ) dθ

)

∫ ϕ2

ϕ1

dϕ =

(

∫ θ2

θ1

f(θ) dθ

)

ϕ
∣

∣

∣

ϕ2

ϕ1

=

= (ϕ2 − ϕ1)

∫ θ2

θ1

f(θ) dθ.

(3)

2.1. Sfera

Dla ka»dego punku na sferze o ±rodku w poz¡tku ukªadu wspóªrz�dnyh i promieniu r odlegªo±¢ tego

punktu od ±rodka tej sfery wynosi r. Tym samym równanie takiej sfery to po prostu ̺(ϕ, θ) = r, gdzie

0 6 ϕ 6 2π, 0 6 θ 6 π. �atwo zatem wyznazy¢ obj�to±¢ kuli ogranizonej rozpatrywan¡ sfer¡:

V =
1

3

∫ 2π

0

(∫ π

0

r3 sin θ dθ

)

dϕ
(3)

=
2πr3

3

(

− cos θ
∣

∣

∣

π

0

)

=
2πr3

3
(− cosπ + cos 0) =

2πr3

3
· 2 =

4

3
πr3.
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2.2. Wale i sto»ek

Aby wyznazy¢ obj�to±¢ wala o promieniu podstawy dªugo±i r i wysoko±i h, umie±imy go w ukªa-

dzie wspóªrz�dnyh, tak jak na rysunku 3.

PSfrag replaements
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Rysunek 3. Wale o promieniu podstawy dªugo±i r i wysoko±i h

Zauwa»my, »e wale taki mo»emy podzieli¢ na dwie bryªy, z zego w pierwszej z tyh bryª warto±¢ ̺

wyznazana jest przez górn¡ podstaw� wala:

z = h ⇐⇒ ̺ cos θ = h ⇐⇒ ̺ =
h

cos θ
(dla 0 6 θ 6 θ0),

natomiast w drugiej bryle odlegªo±¢ ̺ wyznazana jest przez powierzhni� bozn¡ tego wala:

x2 + y2 = r2.

̺2 sin2 θ cos2 ϕ+ ̺2 sin2 θ sin2 ϕ = r2,

̺2 sin2 = r2,

̺ =
r

sin θ
(dla θ0 6 θ 6

π

2
).

K¡t θ0, dla którego rozdzielane s¡ te bryªy, wyznazy¢ mo»na, w zale»no±i od po»¡danej formy, z zale»-

no±i:

cos θ0 =
h√

h2 + r2
, ctg θ0 =

h

r
,

θ0 = arc cos
h√

h2 + r2
, θ0 = arc ctg

h

r
.

Zatem obj�to±¢ wala b�dzie okre±lona sum¡:

V =
1

3

(

∫ 2π

0

(

∫ θ0

0

h3

cos3 θ
sin θ dθ

)

dϕ+

∫ 2π

0

(

∫ π

2

θ0

r3

sin3 θ
sin θ dθ

)

dϕ

)

(3)

=

=
2π

3

(

h3

∫ θ0

0

sin θ

cos3 θ
dθ + r3

∫ π

2

θ0

1

sin2 θ
dθ

)

.
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Pierwsz¡ z tyh aªek wyznazymy przez podstawienie:

cos θ = u θ 0 θ0

u 1 h√
h2+r2

= u0sin θ dθ = −du

otrzymuj¡:

−h3

∫ u0

1

du

u3
=

h3

2
· 1

u2

∣

∣

∣

u0

1
=

h3

2

(

r2 + h2

h2
− 1

)

= h3 · r2

2h2
=

r2h

2
,

a st¡d:

V =
2π

3





r2h

2
− r3 ctg θ

∣

∣

∣

∣

∣

π

2

θ0



 =
2π

3

(

r2h

2
− r3

(

0− h

r

))

=
2π

3

(

r2h

2
+ r2h

)

=
2π

3
· 3
2
r2h = πr2h.

Zauwa»my jednoze±nie, »e pierwsza z aªek przedstawia sob¡ obj�to±¢ sto»ka o promieniu podstawy

dªugo±i r i wysoko±i h. Otrzymali±my wi� znane ju» ze szkoªy wzory na obj�to±i wala i sto»ka.

2.3. Inne powierzhnie

W tej z�±i pray wyznazymy obj�to±i mniej znanyh bryª, dla z�±i któryh wyznazenie obj�to±i

w �tradyyjny� sposób nie byªoby takie ªatwe (o ile byªoby w ogóle mo»liwe).

2.3.1. Orzeszek ziemny

Powierzhnia ta przedstawia si� zale»no±i¡ ̺(ϕ, θ) = a+ cos 2θ, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 θ 6 π, a > 1, a jej

wykres, dla a = 2, znajduje si� na rysunku 4.

Rysunek 4. Powierzhnia �orzeszka ziemnego�

Zgodnie ze wzorem (2), tak ogranizony obszar ma obj�to±¢ wyra»on¡ aªk¡:

V =
1

3

∫ 2π

0

(
∫ π

0

(a+ cos 2θ)3 sin θ dθ

)

dϕ
(3)

=
2π

3

∫ π

0

(a+ cos 2θ)3 sin θdθ =

=
2π

3

∫ π

0

(a− 1 + 2 cos2 θ)3 sin θdθ =
cos θ = u θ 0 π

u 1 −1sin θ dθ = −du
=

=
2π

3

∫ 1

−1

(a− 1 + 2u2)3du =
2π

3

∫ 1

−1

(

(a− 1)3 + 6(a− 1)2u2 + 12(a− 1)u4 + 8u6
)

du.
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Ta prosta aªka, po uproszzeniu wyniku, daje ostateznie obj�to±¢ orzeszka:

V =
4π

105

(

35a3 − 35a2 + 49a− 9
)

.

2.3.2. Dzwonek

Powierzhnia ta przedstawia si� zale»no±i¡ ̺(ϕ, θ) = a + sin 2θ + cos 3θ, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 θ 6 π,

a > 2, a jej wykres, dla a = 2, znajduje si� na rysunku 5.

Rysunek 5. Powierzhnia �dzwonka�

Zgodnie ze wzorem (2), tak ogranizony obszar ma obj�to±¢ wyra»on¡ aªk¡:

V =
1

3

∫ 2π

0

(∫ π

0

(a+ sin 2θ + cos 3θ)3 sin θ dθ

)

dϕ
(3)

=
2π

3

∫ π

0

(a+ sin 2θ + cos 3θ)3 sin θ dθ.

Zauwa»my, »e w±ród dziesi�iu skªadników rozwini�tego sze±ianu, sze±¢ z nih ma jako zynnik nie-

parzyst¡ pot�g� cos 3θ, a poniewa» cos 3θ = cos θ(1 − 4 sin2 θ) (pami�tajmy o �ukrytym� kosinusie:

sin 2θ = 2 sin θ cos θ), to mamy (n+m = 2k + 1, 0 6 n,m 6 3, n+m 6 3):

∫ π

0

cosn 3θ sinm 2θ sin θ dθ =

∫ π

0

cosn θ(1 − 4 sin2 θ)n2m sinm θ cosm θ sin θ dθ =

= 2m
∫ π

0

cos2k+1 θ(1− 4 sin2 θ)n sinm+1 θ dθ = 2m
∫ π

0

cos θ(cos2 θ)k(1− 4 sin2 θ)n sinm+1 θ dθ =

= 2m
∫ π

0

cos θ(1− sin2 θ)k(1− 4 sin2 θ)n sinm+1 θ dθ.
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Stosuj¡ w tej aªe podstawienie sin θ = u, otrzymamy cos θ dθ = du oraz nowe granie aªkowania:

θ 0 π

u 0 0
. Ozywistym jest wi�, »e

2m
∫ 0

0

(1− u2)k(1− 4u2)num+1du = 0.

Pozostaje zatem wyznazy¢ tylko ztery pozostaªe skªadniki, wi� poszukiwana obj�to±¢ przyjmie posta¢:

V =
2π

3

∫ π

0

(a3 + 3a cos2 3θ + 6a cos 3θ sin 2θ + 3a sin2 2θ) sin θ dθ.

W tej aªe, nie liz¡ prostego pierwszego skªadnika, wykorzystuj¡ wzory cos 3θ = cos θ(4 cos2 θ − 3)

i sin 2θ = 2 sin θ cos θ, b�dziemy mieli wyª¡znie parzyste pot�gi cos θ i mno»nik sin θ, wi� wykonuj¡

podstawienie cos θ = u, sprowadzimy t� aªk� do aªki z wielomianu. Otrzymamy wi� ostateznie:

V =
2aπ

3

(

214

35
+ 2a2 − 3π

2

)

.

2.3.3. Muszelka

Powierzhnia ta przedstawia si� zale»no±i¡ ̺(ϕ, θ) = (a + cos θ)(b − cosϕ), 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 θ 6 π,

a > 1, b > 1, a jej wykres, dla a = b = 2, znajduje si� na rysunku 6.

Rysunek 6. Powierzhnia �muszelki�

Zgodnie ze wzorem (2), tak ogranizony obszar ma obj�to±¢ wyra»on¡ aªk¡:

V =
1

3

∫ 2π

0

(∫ π

0

((a+ cos θ)(b − cosϕ))3 sin θ dθ

)

dϕ =
1

3

∫ 2π

0

(

(b− cosϕ)3
∫ π

0

(a+ cos θ)3 sin θ dθ

)

dϕ.
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Wewn�trzn¡ aªk� ªatwo wyznazy¢ mo»na przez podstawienie a + cos θ = u, sk¡d sin θ dθ = −du, przy

zym

θ 0 π

u a+ 1 a− 1
. Mamy zatem:

V =
1

3

∫ 2π

0

(

(b − cosϕ)3
∫ a+1

a−1

u3du

)

dϕ =
(a+ 1)4 − (a− 1)4

12

∫ 2π

0

(b− cosϕ)3dϕ.

Wykorzystuj¡ wzory na ró»ni� kwadratów i sze±ian ró»niy, ªatwo uzyskamy ko«owy rezultat:

V =
2

3
a(1 + a2)b(3 + 2b2)π.

2.3.4. Owo egzotyzny

Powierzhnia ta przedstawia si� zale»no±i¡ ̺(ϕ, θ) = a+ cos 2θ sin 5ϕ, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 θ 6 π, a > 1,

a jej wykres, dla a = 1, znajduje si� na rysunku 7.

Rysunek 7. Powierzhnia �owou egzotyznego�

Zgodnie ze wzorem (2), tak ogranizony obszar ma obj�to±¢ wyra»on¡ aªk¡:

V =
1

3

∫ 2π

0

(∫ π

0

(a+ cos 2θ sin 5ϕ)3 sin θ dθ

)

dϕ.
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Poniewa» cos 2θ = 2 cos2 θ−1, to stosuj¡ podstawienie cos θ = u, sk¡d sin θ dθ = −du, przy zym granie

aªkowania przyjm¡ warto±i:

θ 0 π

u 1 −1
, oznazaj¡ p = a− sin 5ϕ, q = 2 sin 5ϕ, otrzymamy:

V =
1

3

∫ 2π

0

(∫ 1

−1

(p+ qu2)3du

)

dϕ =
2

3

∫ 2π

0

(

p3 + p2q +
3

5
pq2 +

q3

7

)

dϕ.

Wraaj¡ do zmiennej ϕ, po prostyh przeksztaªeniah otrzymamy:

V =
2

3

∫ 2π

0

(

a3 − a2 sin 5ϕ+
7

5
a sin2 5ϕ− 9

35
sin3 5ϕ

)

dϕ =

=
2

3

∫ 2π

0

(

7

10
a+ a3 +

7

10
a cos 10ϕ−

(

9

35
+ a2

)

sin 5ϕ+
9

35
sin 5ϕ cos2 5ϕ

)

dϕ.

Tak¡ aªk� mo»na ju» ªatwo wyznazy¢ (ostatnia skªadowa przez podstawienie), otrzymuj¡ ostateznie:

V =
2πa

15
(7 + 10a2).

2.3.5. Torus

Torus to powierzhnia powstaªa z obrotu okr�gu o promieniu r, którego ±rodek jest oddalony od osi

obrotu o R, 0 < r < R.

PSfrag replaements PSfrag replaements

Rysunek 8. Torus, po lewej widok z góry, po prawej widok �3D�

Przykªadowo, je±li we¹miemy okr¡g o ±rodku w punkie (0, R, 0) i obróimy go wokóª osi Oz, to mo»na

ªatwo pokaza¢, »e równanie powierzhni tego torusa (zob. rys. 8) ma posta¢:

(

√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 = r2.

Ch¡ otrzyma¢ funkj� ̺(ϕ, θ) przedstawiaj¡a t� powierzhni�, wprowad¹my wspóªrz�dne (1):

(
√

̺2 sin2 θ cos2 ϕ+ ̺2 sin2 θ sin2 ϕ−R

)2

+ ̺2 cos2 θ = r2,

a st¡d, po prostyh przeksztaªeniah:

(
√

̺2 sin2 θ −R

)2

+ ̺2 cos2 θ = r2.
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Poniewa» interesuje nas tylko pierwszy oktant przestrzeni (x, y, z > 0), zyli 1
8 torusa, mo»emy napisa¢:

(̺ sin θ −R)
2
+ ̺2 cos2 θ = r2,

̺2 sin2 θ − 2̺R sin θ +R2 + ̺2 cos2 θ = r2,

̺2 − 2̺R sin θ +R2 − r2 = 0.

Traktuj¡ ostatnie równanie jako równanie kwadratowe zmiennej ̺, mamy:

∆ = 4R2 sin2 θ − 4(R2 − r2) = 4(R2(sin2 θ − 1) + r2) = 4(r2 − R2 cos2 θ),

a st¡d:

̺1,2 =
2R sin θ ∓ 2

√
r2 −R2 cos2 θ

2
= R sin θ ∓

√

r2 −R2 cos2 θ.

Zauwa»my, »e ̺2 = R sin θ +
√
r2 −R2 cos2 θ > 0, a poniewa» R > 0, zyli R2 > r2, a tym samym

równie» R sin θ >
√
r2 −R2 cos2 θ, wi� ̺1 > 0 (ªatwo mo»na zauwa»y¢, »e r2 − R2 cos2 θ > 0 w aªym

rozpatrywanym przez nas obszarze). Aby opisa¢ zakres zmiennyh ϕ i θ, wykonajmy przekrój torusa

pªaszzyzn¡ x = 0 (dla y > 0, zob. rys. 9):

PSfrag replaements

α y

z

θ1

r

R

Rysunek 9. Torus � wyznazanie k¡ta θ1

K¡t θ1 jest k¡tem pomi�dzy dodatni¡ póªosi¡ Oz, a styzn¡ do okr�gu (y−R)2+z2 = r2, przehodz¡¡

przez poz¡tek ukªadu wspóªrz�dnyh. �atwo mo»emy wyznazy¢ warto±¢ sinα = r
R
, a st¡d:

cos θ1 = cos
(π

2
− α

)

= sinα =
r

R
=⇒ θ1 = arc cos

r

R
.

Ozywi±ie w pierwszym oktanie mamy θ2 = π
2 , a 0 6 ϕ 6

π
2 . Zatem obj�to±¢ bryªy ogranizonej

powierzhni¡ torusa wynosi:

V =
8

3

(

∫ π

2

0

(

∫ θ2

θ1

̺32 sin θ dθ

)

dϕ−
∫ π

2

0

(

∫ θ2

θ1

̺31 sin θ dθ

)

dϕ

)

(3)

=
4π

3

∫ θ2

θ1

(̺32 − ̺31) sin θ dθ.
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�atwo, wykorzystuj¡ wzór na ró»ni� sze±ianów, mo»na pokaza¢, »e:

̺32 − ̺31 = 2
√

r2 −R2 cos2 θ
(

r2 + 3R2 − 4R2 cos2 θ
)

,

wi� do wyznazenia mamy aªk� opisuj¡a poszukiwan¡ obj�to±¢:

V =
8π

3

∫ θ2

θ1

√

r2 −R2 cos2 θ
(

r2 + 3R2 − 4R2 cos2 θ
)

sin θ dθ,

któr¡ oblizymy wykorzystuj¡ podstawienie cos θ = r
R
u, z którego sin θ dθ = − r

R
du oraz

θ θ1 θ2

u u1 u2

przy zym (zob. rys. 9) u1 = R
r
cos θ1 = R

r
cos
(

π
2 − α

)

= R
r
sinα = R

r
· r
R

= 1, a u2 = R
r
cos θ2 =

R
r
cos π

2 = 0, wi�

V =
8πr

3R

∫ 1

0

√

r2 − r2u2

(

r2 + 3R2 − 4R2 · r2

R2
u2

)

du =
8πr2

3R

∫ 1

0

√

1− u2
(

r2 + 3R2 − 4r2u2
)

du =

=
8πr2

3R

(

(r2 + 3R2)

∫ 1

0

√

1− u2du− 4r2
∫ 1

0

u2
√

1− u2du

)

.

Pierwsza z tyh aªek wyra»a sob¡ pole ¢wiartki koªa o promieniu 1, wi� jej warto±¢ wynosi π
4 , a druga

aªka mo»e by¢ wyznazona metoda wspóªzynników nieoznazonyh (zob. [7℄), po przedstawieniu jej

w postai:

1

∫

x2
√

1− x2dx =

∫

x2(1− x2)√
1− x2

dx =
1

8

(

x(2x2 − 1)
√

1− x2 + arc sinx
)

+ c.

Mamy st¡d:

V =
8πr2

3R

(

(r2 + 3R2)
π

4
− r2

2

(

u(2u2 − 1)
√

1− u2 + arc sinu
) ∣

∣

∣

1

0

)

=

=
8πr2

3R

(

(r2 + 3R2)
π

4
− r2

2
arc sin 1

)

=
8πr2

3R

(

(r2 + 3R2)
π

4
− r2

2
· π
2

)

=

=
2π2r2

3R

(

r2 + 3R2 − r2
)

= 2π2r2R.

Otrzymany rezultat mo»na zwery�kowa¢ np. wykorzystuj¡ wzór na obj�to±¢ bryªy obrotowej. Okazuje

si� (zob. np. [9℄), »e wynik jest poprawny.

1
Metod� wspóªzynników nieoznazonyh wspominamy tutaj w elah dydaktyznyh, t� aªk� mo»emy do±¢ ªatwo

wyznazy¢ przez podstawienie:

∫ 1

0

u2
√

1− u2du =
u = cos v u 0 1

v π
2

0du = − sin v dv
=

∫ π

2

0

cos2 v
√

1− cos2 v sin v dv =

06v6 π

2=

∫ π

2

0

cos2 v sin2 v dv =

∫ π

2

0

(

1

2
· 2 cos v sin v

)2

dv =
1

4

∫ π

2

0

sin2 2v dv =
1

8

∫ π

2

0

(1− cos 4v)dv =

=
1

8

(

v −
1

4
sin 4v

)

∣

∣

∣

π

2

0
=

1

8
·
π

2
=

π

16
.

Po pomno»eniu tak otrzymanego wyniku przez −4r2 otrzymamy −
πr2

4
, zyli ten sam wynik, który uzyskali±my dzi�ki

metodzie wspóªzynników nieoznazonyh.
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2.3.6. Powierzhnia sere

Na konie wyznazymy obj�to±¢ bryªy przypominaj¡ej sere � powierzhni sera Essera [4℄. Po-

wierzhnia ta powstaje po przei�iu pªaszzyzn¡ y = x dwóh elipsoid

x2

a2 +y2+z2 = 1 i x2+ y2

a2 +z2 = 1.

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e elipsoidy te s¡ poªowione tym i�iem (obj�to±iowo). Po wybraniu odpowied-

nih (dla pierwszej z elipsoid wybieramy fragment, w którym y 6 x, a dla drugiej, gdzie y > x) ih z�±i

powstaje ta bryªa (zob. rys. 10, na którym przyj�li±my a = 2).

Rysunek 10. Powierzhnia przypominaj¡a sere

Poniewa» obj�to±¢ elipsoidy o póªosiah a, b i c wynosi

4
3πabc, wi� powinni±my otrzyma¢ warto±¢

4
3πa. Wprowad¹my do równania

x2

a2 + y2 + z2 = 1 wspóªrz�dne (1). Otrzymamy wówzas:

1

a2
̺2 cos2 ϕ sin2 θ + ̺2 sin2 ϕ sin2 θ + ̺2 cos2 θ = 1,

a st¡d:

̺ =
1

√

1
a2 cos2 ϕ sin2 θ + sin2 ϕ sin2 θ + cos2 θ

.

Poniewa» dla y 6 x k¡t − 3π
4 6 ϕ 6

π
4 , wi� obj�to±¢ tego sera przedstawia si� równaniem:

V = 2 · 1
3

∫ π

4

− 3π
4

(

∫ π

0

(

1

a2
cos2 ϕ sin2 θ + sin2 ϕ sin2 θ + cos2 θ

)− 2
3

sin θ dθ

)

dϕ.
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Caªkuj¡ przez podstawienie cos θ = u, sk¡d sin θ dθ = −du i zmieniaj¡ granie aªkowania w wewn�trz-

nej aªe:

θ 0 π

u 1 −1
otrzymamy:

V =
2

3

∫ π

4

− 3π
4







∫ 1

−1

du
(

u2
(

1− sin2 ϕ− cos2 ϕ
a2

)

+ cos2 ϕ
a2 + sin2 ϕ

)
3
2






dϕ.

Korzystaj¡ z pomonizej niewymiernej aªki dwumiennej (zob. np. [3℄):

2

∫ 1

−1

dx

(ax2 + b)
3
2

=
x

b
√
ax2 + b

∣

∣

∣

∣

∣

1

−1

=
2

b
√
a+ b

,

mamy:

V =
4

3

∫ π

4

− 3π
4

dϕ
(

cos2 ϕ
a2 + sin2 ϕ

)
√

1− sin2 ϕ− cos2 ϕ
a2 + cos2 ϕ

a2 + sin2 ϕ
=

4

3

∫ π

4

− 3π
4

a2dϕ

cos2 ϕ+ a2 sin2 ϕ
.

Wyª¡zaj¡ w mianowniku cos2 ϕ przed nawias otrzymamy prost¡ do saªkowania posta¢, ale nieo ukryt¡

aªk� niewªa±iw¡:

V =
4a2

3

∫ π

4

− 3π
4

dϕ

cos2 ϕ(1 + a2 tg2 ϕ)
.

Musimy wi� j¡ przedstawi¢ w postai sumy dwóh aªek niewªa±iwyh:

V =
4a2

3

(

lim
ε→0+

∫ −π

2
−ε

− 3π
4

dϕ

cos2 ϕ(1 + a2 tg2 ϕ)
+ lim

ε→0+

∫ π

4

−π

2
+ε

dϕ

cos2 ϕ(1 + a2 tg2 ϕ)

)

.

2
Tutaj, podobnie jak w przykªadzie z torusem, aªk� dwumienn¡ wspominamy w elah dydaktyznyh. Caªk� t� mo»na

do±¢ ªatwo wyznazy¢ dzi�ki podstawieniu (zauwa»my równie», »e aªkujemy funkj� parzyst¡ w przedziale symetryznym):

∫ 1

−1

dx

(ax2 + b)
3
2

= 2

∫ 1

0

dx

(ax2 + b)
3
2

=
x =

√

b
a
tg u x 0 1

u 0 arc tg
√

a
b
= v1dx =

√

b
a

1

cos2 u
du

=

= 2

√

b

a

∫ v1

0

1

(b tg2 u+ b)
3
2

du

cos2 u

(

tg2 u+1= 1

cos2 u

)

=
06u6 π

2

2

b
√
a

∫ v1

0

cosu du =

=
2

b
√
a
sinu

∣

∣

∣

v1

0
=

2

b
√
a
sin arc tg

√

a

b
.

Wykorzystuj¡ to»samo±¢ yklometryzn¡:

arc tg x = arc sin

√

x2

1 + x2
, x > 0,

otrzymamy:

2

b
√
a
sin arc tg

√

a

b
=

2

b
√
a
sin arc sin

√

a
b

1 + a
b

=
2

b
√
a

√

a

a+ b
=

2

b
√

a+ b
.

Otrzymali±my wi� w ten sposób ten sam wynik, jaki uzyskali±my dzi�ki zastosowaniu metody odpowiadaj¡ej aªe dwu-

miennej.
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Wyznazmy pomonizo aªk�

∫

dϕ
cos2 ϕ(1+a2 tg2 ϕ) przez podstawienie tgϕ = u

a
, z którego

1
cos2 ϕ

dϕ = 1
a
du.

Mamy zatem:

∫

dϕ

cos2 ϕ(1 + a2 tg2 ϕ)
=

1

a

∫

du

1 + u2
=

1

a
arc tg u+ c =

1

a
arc tg a tgϕ+ c,

a st¡d:

V =
4a

3

(

lim
ε→0+

arc tg a tgϕ
∣

∣

∣

−π

2
−ε

− 3π
4

+ lim
ε→0+

arc tg a tgϕ
∣

∣

∣

π

4

−π

2
+ε

)

.

Wykorzystuj¡ fakt, »e: tg π
4 = tg −3π

4 , otrzymujemy:

V =
4a

3

(

lim
ε→0+

arc tg a tg(−π

2
− ε) + lim

ε→0+
arc tg a tg(−π

2
+ ε)

)

=

=
4a

3
[arc tg(a · ∞)− arc tg(a · (−∞))] =

4a

3

(π

2
−
(

−π

2

))

=
4a

3
π.

Podsumowanie

W pray pokazali±my, jak w mniej intuiyjny, zy w mniej powszehny sposób mo»na obliza¢ pola

(w z�±i pierwszej) i obj�to±i (w z�±i drugiej) pewnyh obszarów. Wybrane przez nas przykªady miaªy

pokaza¢, »e wybór metody z�sto znaz¡o skraa zas oblize« i znaz¡o uªatwia rahunki. Przykªady

starali±my si� dobra¢ równie» pod k¡tem dydaktyznym, hieli±my aby byªy one niebanalne, a rozwi¡-

zania zawieraªy miejsa, w któryh ªatwo mo»na popeªni¢ bª¡d, dzi�ki zemu takie ¢wizenia rahunkowe

byªy dobrym przypomnieniem metod wyznazania aªek nieoznazonyh i oznazonyh (w tym aªki

niewªa±iwej).

Pozostaje jeszze pytanie o wery�kaj� otrzymanyh wyników, szzególnie dla przykªadów dotyz¡yh

orzeszka, dzwonka, muszli zy kwiatu, dla któryh wyznazyli±my obj�to±i powoªuj¡ si� jedynie na

otrzymany przez nas wzór (2).

Pierwotnie naszym zamierzeniem byªo napisanie programów, które oblizaªyby pola obszarów zada-

nyh parametryznie lub biegunowo i obj�to±i bryª ogranizonyh powierzhni¡ ̺(ϕ, θ). Programy takie

powstaªy, a wyniki te zostaªy zwery�kowane, jednak z uwagi na oben¡ obj�to±¢ pray, postanowili±my

nie zamieszza¢ i nie omawia¢ tyh programów. Mamy nadziej�, »e b�dzie to tematem kolejnej pray.

Podzi�kowania

Autorzy pragn¡ podzi�kowa¢ reenzentom za trud wªo»ony w reenzje.
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