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Obliczanie wyznaczników

Streszczenie. Artykuª ma na celu przedstawienie podstawowych metod obliczania wyznaczni-
ków. Jest przeznaczony gªównie dla studentów pierwszego roku studiów licencjackich i in»ynierskich
na kierunkach technicznych. W artykule przedstawiono podstawowe de�nicje, wªasno±ci wyznacz-
ników oraz podano przykªady ilustruj¡ce te zagadnienia. Na ko«cu artykuªu zamieszczono zadania
do samodzielnego rozwi¡zania.

Sªowa kluczowe: wyznacznik, macierz, rozwini¦cie Laplace'a.

1.Wst¦p

Umiej¦tno±¢ obliczania wyznaczników przydaje si¦ nam w wielu sytuacjach, np. w rozwi¡zywaniu ukªa-

dów równa« liniowych, badaniach operacyjnych, wyznaczaniu macierzy odwrotnej, badaniu ekstremów

funkcji wielu zmiennych, równaniach ró»niczkowych, metodach numerycznych, geometrii analitycznej, ob-

liczaniu caªek wielokrotnych. Jak wida¢, z wyznacznikami spotykamy si¦ nie tylko w algebrze liniowej, ale

równie» w wielu innych dziaªach matematyki, z których korzystaj¡, oprócz matematyków, in»ynierowie,

medycy, ekonomi±ci i inni.

W artykule przedstawimy dwa sposoby obliczania wyznaczników � bezpo±rednio z de�nicji (metoda

ta jest dobra dla macierzy maªych wymiarów) oraz z zastosowaniem wªasno±ci wyznaczników.

Na pocz¡tku artykuªu czytelnik znajdzie de�nicj¦ wyznacznika oraz kilka przykªadów obliczania

wyznaczników bezpo±rednio z de�nicji. W rozdziale drugim podamy podstawowe wªasno±ci wyznacz-

ników, z których b¦dziemy korzysta¢ w konkretnych przykªadach. W rozdziale trzecim podamy zadania

do samodzielnego rozwi¡zania oraz odpowiedzi do tych zada«.

Wyznaczniki s¡ zwi¡zane z macierzami. Najwa»niejsze wiadomo±ci o macierzach s¡ przyst¦pnie przed-

stawione w [1]. Polecamy tak»e bardziej zaawansowan¡ literatur¦, np. [2] lub [4]. W tej pracy rozwa»ane

s¡ tylko wyznaczniki macierzy o wyrazach zespolonych, w szczególno±ci rzeczywistych.
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2. De�nicja wyznacznika

W matematyce funkcjonuj¡ trzy równowa»ne de�nicje wyznacznika. Jedna odwoªuje si¦ do permutacji

(zob. [4], s. 69), druga jest de�nicj¡ aksjomatyczn¡ (zob. [7]), a trzecia jest de�nicj¡ rekurencyjn¡. W tym

artykule skupimy si¦ na de�nicji rekurencyjnej.

De�nicja 1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcj¦, która ka»dej macierzy rzeczy-

wistej (zespolonej) A = [aij ] przypisuje liczb¦ rzeczywist¡ (zespolon¡) detA. Funkcja ta okre±lona jest

wzorem indukcyjnym:

1) je»eli A = [a] jest macierz¡ stopnia 1, to detA = a,

2) je»eli A jest macierz¡ kwadratow¡ stopnia n ≥ 2, to

detA = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1nA1n =

n∑
i=1

a1iA1i,

gdzie Aij oznacza dopeªnienie algebraiczne1 elementu aij, czyli wyznacznik macierzy stopnia n− 1 otrzy-

manej z macierzy A przez skre±lenia i-tego wiersza i j-tej kolumny pomno»ony przez (−1)i+j.

Zauwa»my, »e wyznacznik to funkcja, której dziedzin¡ jest zbiór wszystkich macierzy kwadratowych

o wyrazach rzeczywistych (lub zespolonych), natomiast zbiorem warto±ci jest zbiór liczb rzeczywistych

(lub zespolonych). Ka»da liczba x jest wyznacznikiem jakiej± macierzy, np. macierzy stopnia pierwszego

A = [x]. Wyznacznik nie jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡ � niesko«czenie wiele macierzy kwadratowych

(nawet ró»nych stopni) mo»e mie¢ ten sam wyznacznik. Wyznacznik macierzy A oznaczamy tak»e przez

det[aij ] lub |A|, a w formie rozwini¦tej jako

det


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Warto zapami¦ta¢

Zauwa»my, »e stosujemy inne nawiasy do oznaczenia macierzy, a inne do oznaczenia wyznacznika.

Policzmy teraz kilka przykªadów wyznaczników bezpo±rednio z de�nicji.

Przykªad 1. Obliczmy wyznacznik macierzy X = [−12].

Jest to macierz stopnia 1. Z punktu 1 de�nicji wynika, »e detX = det[−12] = −12.

Uwaga: mo»na te» napisa¢ det[−12] = | − 12| = −12, ale trzeba pami¦ta¢, »e | − 12| oznacza tu warto±¢

wyznacznika stopnia pierwszego, a nie warto±¢ bezwzgl¦dn¡ (moduª) liczby.

1 Dopeªnienie algebraiczne elementu aij oznacza si¦ te» jako Aj
i .



144 K. Sawicz

Przykªad 2. Obliczmy wyznacznik macierzy

Y =

[
3 −1
2 10

]
.

Zgodnie z de�nicj¡ (punkt 2) najpierw liczymy dopeªnienia algebraiczne elementów stoj¡cych w pierw-

szym wierszu. Mamy

A11 = (−1)1+1 · det[10] = 10, A12 = (−1)1+2 · det[2] = −2.

Zatem

detY = a11A11 + a12A12 = 3 · 10 + (−1) · (−2) = 32.

Odp. detY = 32.

Wyznacznik macierzy stopnia drugiego

A =

[
a b

c d

]

mo»na obliczy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

detA =

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = a · (−1)1+1 det[d] + b · (−1)1+2 det[c] = ad− bc. (∗)

Warto zapami¦ta¢ ten wzór, poniewa» skraca on obliczenia.

Przykªad 3. Obliczmy wyznacznik macierzy

Z =

1 2 1

0 1 2

1 −1 3

 .

Wyznacznik ten policzymy równie» z de�nicji (punkt 2). Mamy:

a11 = 1 A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣ 1 2

−1 3

∣∣∣∣∣ = 1 · (3− (−2)) = 5

a12 = 2 A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣0 2

1 3

∣∣∣∣∣ = −1 · (0− 2) = 2

a13 = 1 A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣0 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = 1 · (0− 1) = −1.

Zatem

detZ = a11A11 + a12A12 + a13A13 = 1 · 5 + 2 · 2 + 1 · (−1) = 5 + 4− 1 = 8.

Odp. detZ = 8.
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Przy obliczaniu wyznacznika stopnia trzeciego mo»na skorzysta¢ z reguªy Sarrusa, która nie wyma-

ga obliczania dopeªnie« algebraicznych odpowiednich elementów i dlatego szybciej uzyskujemy wynik.

Reguª¦ Sarrusa mo»emy opisa¢ w postaci krótkiego przepisu:

• do wyznacznika stopnia trzeciego dopisujemy poni»ej wyznacznika wiersz pierwszy oraz drugi (albo

z prawej strony wyznacznika dopisujemy kolumn¦ pierwsz¡ oraz drug¡),

• mno»ymy odpowiednie elementy na trzech �przek¡tnych� nowej tablicy, uªo»onych w kierunku ↘
(zaznaczonych poni»ej kolorem czerwonym),

• mno»ymy odpowiednie elementy na trzech �przek¡tnych� nowej tablicy, uªo»onych w kierunku ↗
(zaznaczonych poni»ej kolorem zielonym),

• dodajemy iloczyny zaznaczone na czerwono i odejmujemy iloczyny zaznaczone na zielono (otrzy-

mana liczba jest szukanym wyznacznikiem).

Zatem dla macierzy

Z =

a b c

d e f

g h i

 ,

po dopisaniu poni»ej wyznacznika dwóch pierwszych wierszy, mamy

Dla tej samej macierzy Z, po dopisaniu za wyznacznikiem dwóch pierwszych kolumn, mamy

Zauwa»my, »e w obu wypadkach otrzymali±my ten sam wynik.

Warto zapami¦ta¢

Reguª¦ Sarrusa stosujemy tylko do obliczania wyznaczników stopnia trzeciego.

Reguªy tej nie wolno stosowa¢ do wyznaczników innych stopni.

Widzimy, »e obliczaj¡c wyznacznik z de�nicji, zawsze u»ywamy pierwszego wiersza. Je»eli mamy

wyznacznik stopnia n ≥ 2, to musimy obliczy¢ n wyznaczników stopnia n− 1 (tzn. dopeªnie« algebraicz-

nych n elementów stoj¡cych w pierwszym wierszu). Gdyby zdarzyªo si¦ tak, »e pewien element pierwszego

wiersza jest równy zero, to nie musieliby±my liczy¢ dopeªnienia algebraicznego tego konkretnego elementu,

bo w de�nicji wyznacznika wyst¦puje iloczyn a1iA1i, który w tym wypadku byªby równy 0·A1i = 0. Warto
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teraz zauwa»y¢, »e je±li w pierwszym wierszu wyznacznika wszystkie elementy s¡ zerami, to wyznacznik

ten jest równy zeru.

Czytelnik mógªby zapyta¢, czy do obliczenia wyznacznika mo»na u»y¢ innych wierszy lub kolumn.

Odpowied¹ jest twierdz¡ca, tzn. do obliczania wyznacznika macierzy mo»na u»y¢ dowolnego wiersza

lub dowolnej kolumny. Pokazuje to poni»sze twierdzenie, zwane twierdzeniem Laplace'a. Twierdzenie to

mówi, »e mo»emy sobie wybra¢ dowolny wiersz lub dowoln¡ kolumn¦ i wzgl¦dem niej rozwija¢ wyznacznik.

Zazwyczaj wybieramy ten wiersz (lub t¦ kolumn¦), w którym jest najwi¦cej zer (je±li oczywi±cie taki wiersz

lub kolumna istniej¡), poniewa» rozwijaj¡c wyznacznik wzgl¦dem tego wiersza (tej kolumny) b¦dziemy

musieli policzy¢ dopeªnienia algebraiczne tylko tych elementów, które s¡ ró»ne od zera, co znacznie skróci

czas wykonywania rachunków.

Twierdzenie 1 (rozwini¦cie Laplace'a ). Niech A = [aij ] b¦dzie macierz¡ kwadratow¡ stopnia n ≥ 2

oraz niech liczby naturalne i oraz j, gdzie i ≥ 1, j ≤ n, b¦d¡ ustalone. Wówczas wyznacznik macierzy A

mo»na obliczy¢ ze wzorów:

• detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin =

n∑
p=1

aipAip,

inaczej mówi¡c, wyznacznik macierzy jest równy sumie iloczynów elementów i�tego wiersza i ich

dopeªnie« algebraicznych; wzór ten nazywamy rozwini¦ciem Laplace'a wyznacznika wzgl¦dem i�tego

wiersza,

• detA = a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj =

n∑
s=1

asjAsj ,

inaczej mówi¡c, wyznacznik macierzy jest równy sumie iloczynów elementów j�tej kolumny i ich

dopeªnie« algebraicznych; wzór ten nazywamy rozwini¦ciem Laplace'a wyznacznika wzgl¦dem j�tej

kolumny.

Przykªad 4. Obliczmy wyznacznik macierzy:

T =

1 −1 1

2 0 1

3 1 1

 .

Widzimy, »e w drugim wierszu mamy jedno zero (jedno zero mamy te» w drugiej kolumnie), zatem

skorzystamy z twierdzenia Laplace'a i rozwiniemy wyznacznik wzgl¦dem drugiego wiersza (krok pierwszy):

detT =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

2 0 1

3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ krok 1
= 2·(−1)2+1

∣∣∣∣∣−1 1

1 1

∣∣∣∣∣+1·(−1)2+3

∣∣∣∣∣1 −1
3 1

∣∣∣∣∣ krok 2
= −2·(−1−1)−1·(1+3) = 4−4 = 0.

W drugim kroku obliczamy warto±ci obu wyznaczników i nast¦pnie te warto±ci sumujemy.

Odp. detT = 0.

W tym przykªadzie warto±¢ wyznacznika wynosi zero. Macierz, której wyznacznik wynosi zero, na-

zywana jest macierz¡ osobliw¡. Natomiast macierz, której wyznacznik jest ró»ny od zera, nazywamy

macierz¡ nieosobliw¡.
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Przykªad 5. Obliczmy wyznacznik macierzy:

U =


3 1 2 1

0 2 0 −1
2 −1 −1 0

−1 1 0 2

 .

Jest to macierz stopnia czwartego, gdzie w drugim wierszu oraz w trzeciej kolumnie mamy po dwa

zera. Przy obliczaniu tego wyznacznika skorzystamy z rozwini¦cia Laplace'a. Jest oboj¦tne, czy wybie-

rzemy drugi wiersz czy trzeci¡ kolumn¦. Wybierzmy zatem trzeci¡ kolumn¦ i wzgl¦dem niej rozwi«my

wyznacznik. Mamy zatem (krok pierwszy):

detU =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2 1

0 2 0 −1
2 −1 −1 0

−1 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 1
= 2 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −1
2 −1 0

−1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1) · (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1

0 2 −1
−1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ krok 2
=

= 2 · (−2 + 1− 8)− 1 · (12 + 1 + 2 + 3) = 2 · (−9)− 18 = −18− 18 = −36.

W kroku drugim, aby obliczy¢ te wyznaczniki, skorzystali±my z reguªy Sarrusa.

Odp. detU = −36.

Przykªad 6. Obliczmy wyznacznik macierzy:

V =


3 1 2 1 121

0 2 0 −2
√
33

0 0 −5 10 −12
0 0 0 7 4

0 0 0 0 5
12

 .

Wyznacznik tej macierzy rozwiniemy wzgl¦dem pierwszej kolumny. Otrzymamy wówczas wyznacz-

nik stopnia czwartego, który równie» rozwiniemy wzgl¦dem pierwszej kolumny. W wyniku tej operacji

otrzymamy wyznacznik stopnia trzeciego, który znowu rozwiniemy wzgl¦dem pierwszej kolumny. Proce-

dur¦ t¦ b¦dziemy powtarza¢ tak dªugo, a» otrzymamy wyznacznik stopnia pierwszego, który policzymy

bezpo±rednio z de�nicji.

detV =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 2 1 121

0 2 0 −2
√
33

0 0 −5 10 −12
0 0 0 7 4

0 0 0 0 5
12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 −2

√
33

0 −5 10 −12
0 0 7 4

0 0 0 5
12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 · 2 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣
−5 10 −12
0 7 4

0 0 5
12

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 3 · 2 · (−5) · (−1)1+1

∣∣∣∣∣7 4

0 5
12

∣∣∣∣∣ = −3 · 2 · 5 · 7 · (−1)1+1 det
[

5
12

]
= −6 · 35 · 5

6 · 2
= −35 · 5

2
= −175

2
.

Odp. detV = − 175
2 .
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Zauwa»my, »e przy obliczaniu wyznaczników macierzy górnotrójk¡tnych mo»emy post¦powa¢ tak sa-

mo jak w przykªadzie 6. Zawsze w wyniku ko«cowym otrzymamy iloczyn elementów stoj¡cych na gªów-

nej przek¡tnej. Gdyby±my mieli wyznacznik macierzy dolnotrójk¡tnej, mogliby±my rozwija¢ go zawsze

wzgl¦dem pierwszego wiersza i w wyniku otrzymaliby±my tak»e iloczyn elementów stoj¡cych na gªównej

przek¡tnej.

Warto zapami¦ta¢

Wyznacznik dowolnej macierzy trójk¡tnej (dolnej lub górnej) jest iloczynem elementów stoj¡cych

na gªównej przek¡tnej.

3.Wªasno±ci wyznaczników

Zazwyczaj wyznaczników nie liczymy bezpo±rednio z de�nicji, ale korzystamy z pewnych wªasno±ci

wyznaczników. Te wªasno±ci znacznie upraszczaj¡ nam liczenie wyznacznika macierzy. Poni»ej przedsta-

wimy kilka wa»nych wªasno±ci, które w znaczny sposób uªatwiaj¡ policzenie konkretnego wyznacznika.

Twierdzenie 2. Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡. Wówczas:

1) je»eli w wyznaczniku jest kolumna (lub wiersz) skªadaj¡cy si¦ z samych zer, to wyznacznik jest równy

zero,

2) je»eli przestawimy mi¦dzy sob¡ dwie kolumny (dwa wiersze), to wyznacznik zmieni znak na przeciw-

ny,

3) je»eli w wyznaczniku mamy jednakowe dwie kolumny (dwa wiersze), to wyznacznik jest równy zero,

4) je»eli wszystkie elementy pewnej kolumny (pewnego wiersza) zawieraj¡ wspólny czynnik, to ten czyn-

nik mo»na wyª¡czy¢ przed wyznacznik,

5) je»eli do elementów dowolnej kolumny (dowolnego wiersza) dodamy odpowiadaj¡ce im elementy innej

kolumny (innego wiersza) tej macierzy pomno»one przez dowoln¡ liczb¦, to wyznacznik macierzy nie

zmieni si¦,

6) macierze A i AT maj¡ równe wyznaczniki (transpozycja macierzy nie zmienia jej wyznacznika).

4. Przykªady

Przykªad 7. Obliczmy wyznacznik macierzy

A =

 1 1 + i −i
2i 0 i

3 2i 1 + i

 .
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Zauwa»my, »e macierz A jest stopnia trzeciego, wi¦c jej wyznacznik mo»emy obliczy¢ z reguªy Sarrusa:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 + i −i
2i 0 i

3 2i 1 + i

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 + i −i
2i 0 i

=0 + 2i · 2i · (−i) + 3(1 + i)i− 0− 2i · i− 2i(1 + i)(1 + i) =

= 4i+ 3i− 3 + 2− 2i(1 + 2i− 1) = 7i− 1 + 4 = 3 + 7i.

Odp. detA = 3 + 7i.

Przykªad 8. Obliczmy wyznacznik macierzy

B =

199 200 201

198 200 202

197 200 199

 .

Wyznacznik tej macierzy mo»na obliczy¢, stosuj¡c reguª¦ Sarrusa, ale zwró¢my uwag¦, »e poszczególne

elementy w tej macierzy s¡ du»ymi liczbami, co rachunkowo nie b¦dzie najszybszym rozwi¡zaniem. Warto

zastanowi¢ si¦, czy mo»na jako± przeksztaªci¢ ten wyznacznik, aby szybciej go policzy¢. W tym momencie

przydadz¡ si¦ nam wªasno±ci wyznaczników.

detB =

∣∣∣∣∣∣∣
199 200 201

198 200 202

197 200 199

∣∣∣∣∣∣∣ krok 1
=

∣∣∣∣∣∣∣
−1 200 1

−2 200 2

−3 200 −1

∣∣∣∣∣∣∣ krok 2
= 200

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1

−2 1 2

−3 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ krok 3
= 200

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1

−1 0 1

−2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣ krok 4
=

= 200(−1)1+2

∣∣∣∣∣−1 1

−2 −2

∣∣∣∣∣ = −200 (2− (−2)) = −200 · 4 = −800.

• W kroku pierwszym od kolumny pierwszej oraz od kolumny trzeciej odejmujemy kolumn¦ drug¡

(odejmujemy odpowiednie warto±ci w poszczególnych wierszach ka»dej z kolumn). Wyznacznik nie

zmienia si¦ � korzystamy z twierdzenia 2, wªasno±¢ 5).

• W kroku 2 wyª¡czamy przed wyznacznik 200 z drugiej kolumny. Korzystamy z twierdzenia 2,

wªasno±¢ 4).

• W kroku 3 od wiersza drugiego oraz trzeciego odejmujemy wiersz pierwszy. Korzystamy z twierdze-

nia 2, wªasno±¢ 5).

• W kroku 4 zauwa»my, »e w kolumnie drugiej mamy dwa zera i teraz mo»na zastosowa¢ rozwini¦cie

Laplace'a wzgl¦dem drugiej kolumny.

Odp. detB = −800.
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Przykªad 9. Obliczmy wyznacznik macierzy

C =


1 2 3 1

2 1 0 2

−1 0 1 1

0 1 −1 −1

 .

Wyznacznik ten jest stopnia czwartego, wi¦c tak go przeksztaªcimy, aby móc go rozwin¡¢ wzgl¦dem

jakiej± kolumny lub wiersza. Mo»na na przykªad przeksztaªci¢ tak wiersz czwarty, aby otrzyma¢ w nim

trzy zera.

detC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 1

2 1 0 2

−1 0 1 1

0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 3

2 1 1 3

−1 0 1 1

0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 2
= 1 · (−1)4+2

∣∣∣∣∣∣∣
1 5 3

2 1 3

−1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ krok 3
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 6 4

2 3 5

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ krok 4
=

= (−1) · (−1)3+1

∣∣∣∣∣6 4

3 5

∣∣∣∣∣ = −(30− 12) = −18.

• W kroku pierwszym do kolumny trzeciej oraz do kolumny czwartej dodajemy kolumn¦ drug¡ (doda-

jemy odpowiednie warto±ci w poszczególnych wierszach ka»dej z kolumn). Korzystamy z wªasno±ci

5) twierdzenia 2.

• W kroku 2, zgodnie z twierdzeniem Laplace'a, rozwijamy macierz wzgl¦dem wiersza czwartego (tam

mamy trzy zera).

• W kroku 3 widzimy, »e do±¢ szybko mo»na w wierszu trzecim otrzyma¢ dwa zera, dodaj¡c kolumn¦

pierwsz¡ do kolumny drugiej oraz do trzeciej. Korzystamy z wªasno±ci 5) twierdzenia 2.

• W kroku 4 stosujemy rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem trzeciego wiersza.

Odp. detC = −18.

Przykªad 10. Obliczmy wyznacznik macierzy

D =


1 0 1 −1 1

2 1 −1 −2 0

0 1 1 0 3

0 1 3 0 −1
2 0 2 3 −1

 .

Mamy teraz macierz stopnia pi¡tego. Spróbujemy j¡ tak przeksztaªci¢, aby otrzyma¢ macierz górno-

trójk¡tn¡. Wówczas szybo policzymy jej wyznacznik, mno»¡c elementy stoj¡ce na gªównej przek¡tnej.

Zatem:

detD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

2 1 −1 −2 0

0 1 1 0 3

0 1 3 0 −1
2 0 2 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

0 1 −3 0 −2
0 1 1 0 3

0 1 3 0 −1
0 0 0 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

0 1 −3 0 −2
0 0 4 0 5

0 0 6 0 1

0 0 0 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 3
=
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= 4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

0 1 −3 0 −2
0 0 1 0 5

4

0 0 6 0 1

0 0 0 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 4
= 4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

0 1 −3 0 −2
0 0 1 0 5

4

0 0 0 0 − 13
2

0 0 0 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
krok 5
= −4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −1 1

0 1 −3 0 −2
0 0 1 0 5

4

0 0 0 5 −3
0 0 0 0 − 13

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 130.

• W kroku pierwszym od wiersza drugiego odejmujemy wiersz pierwszy pomno»ony przez 2, podobnie

od wiersza czwartego odejmujemy wiersz pierwszy pomno»ony przez dwa (aby w kolumnie pierwszej

pod elementem a11 byªy same zera). Korzystamy tutaj z wªasno±ci 5) twierdzenia 2.

• W kroku 2 od wiersza trzeciego i czwartego odejmujemy wiersz drugi. Korzystamy z wªasno±ci 5)

twierdzenia 2.

• W kroku 3 wyª¡czamy przed wyznacznik liczb¦ 4 z wiersza drugiego. Korzystamy z wªasno±ci 4)

twierdzenia 2.

• W kroku 4 od wiersza czwartego odejmujemy wiersz trzeci pomno»ony przez 6. Korzystamy tutaj

z wªasno±ci 5) twierdzenia 2.

• W kroku 5 zamieniamy miejscami ostatnie dwa wiersze (wyznacznik zmienia znak). Korzystamy

z wªasno±ci 2) twierdzenia 2.

• Otrzymali±my macierz górnotrójk¡tn¡, wi¦c jej wyznacznik jest równy iloczynowi elementów stoj¡-

cych na gªównej przek¡tnej.

Odp. detD = 130.

5. Podsumowanie

1. Wyznacznik macierzy stopnia 1 jest równy (jedynemu) elementowi tej macierzy.

2. Wyznacznik macierzy stopnia 2 najcz¦±ciej liczymy ze wzoru (∗).

3. Do obliczania wyznaczników macierzy stopnia 3 mo»emy (ale nie zawsze musimy) zastosowa¢ reguª¦

Sarrusa.

4. Przy obliczaniu wyznaczników macierzy stopnia wi¦kszego ni» 2 dobrze jest zastosowa¢ wªasno±ci

wyznaczników (podane w twierdzeniu 2), które mog¡ znacznie uªatwi¢ i skróci¢ obliczenia.

5. W wyznacznikach wy»szych stopni najcz¦±ciej za pomoc¡ wybranego wiersza zerujemy elementy

w pewnej kolumnie, aby nast¦pnie skorzysta¢ z rozwini¦cia Laplace'a wzgl¦dem tej kolumny. Nale»y

pami¦ta¢, »e w jednym kroku operujemy wyª¡cznie jednym ustalonym wierszem (mno»ymy go

kolejno przez odpowiednie staªe i dodajemy do pozostaªych wierszy). Mo»na te» operowa¢ jedn¡

kolumn¡, aby wyzerowa¢ elementy w wybranym wierszu.
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6. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Obliczy¢ wyznaczniki nast¦puj¡cych macierzy:

A =

3 1 0

1 −1 1

2 0 2

a) A =

3 + 2i 2− i 3

0 1 2

i 1 + i 2i

b)

A =

 2 −1 + i i+ 3

i 2i 0

2 + i −i 2

c) A =


1 −1 −1 1

1 2 1 1

1 3 0 1

−1 2 1 0

d)

A =


5 4 3 2 1

4 4 3 2 1

3 3 3 2 1

2 2 2 2 1

1 1 1 1 1

e) A =


2 1 −1 0 2

−1 2 0 −1 3

0 1 2 0 −1
1 0 1 2 1

3 −1 0 1 2

 .f)

Odpowiedzi

−6,a) −4− 3i,b) 15 + i,c)

−5,d) 1,e) 76.f)

Wi¦cej zada« mo»na znale¹¢ np. w [3]� [6].
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