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Iteracje odwzorowa«, orbity, twierdzenie Banacha o punkcie
staªym

Streszczenie. Praca stanowi zbiór zada« i problemów po±wi¦conych wprowadzeniu w teori¦
punktów staªych, która realizowana jest jedynie w zarysie na drugim semestrze studiów na kierun-
ku matematyka. Stanowi niezale»ny byt, ale w gruncie rzeczy jest uzupeªnieniem �nalizowanego
opracowania teoretycznego, które równie» zamierzamy opublikowa¢ w tym czasopi±mie.
Sªowa kluczowe: iteracje odwzorowa«, orbity, punkty staªe, kontrakcje, staªa zw¦»aj¡ca, twier-
dzenie Banacha o punkcie staªym, twierdzenie Szarkowskiego.

1. Podstawowe poj¦cia i oznaczenia (zob. [2], [7], [9], [10])

Niech para (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡, gdzie X 6= ∅.

De�nicja 1. Odwzorowanie f : X → X nazywamy kontrakcj¡, je±li istnieje k ∈ [0, 1) takie, »e dla
dowolnych x, y ∈ X mamy:

%
(
f(x), f(y)

)
6 k%(x, y).

Ka»d¡ tak¡ staª¡ k nazywamy staª¡ zw¦»aj¡c¡ dla odwzorowania f .

De�nicja 2. Odwzorowanie f : X → X nazywamy kontrakcyjnym, je±li dla dowolnych x, y ∈ X, x 6= y,
zachodzi:

%
(
f(x), f(y)

)
< %(x, y).

De�nicja 3. Niech f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Punkt x ∈ X nazywamy punktem
staªym odwzorowania f , gdy f(x) = x.
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De�nicja 4. Niech f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Odwzorowanie fn : X → X, gdzie
n ∈ N0, nazywamy n-t¡ iteracj¡ i de�niujemy rekurencyjnie w nast¦puj¡cy sposób:

f0(x) = x, fn(x) = fn−1
(
f(x)

)
, n ∈ N, x ∈ X,

czyli równowa»nie jako:
f0 = idX , fn = fn−1 ◦ f, n ∈ N,

a st¡d f1 = f .

De�nicja 5. Niech n ∈ N oraz f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Orbit¡ n-elementow¡
odwzorowania f nazwiemy dowolny n-elementowy zbiór O = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X, taki »e:

f(x1) = x2, f(x2) = x3, . . . , f(xn) = x1.

De�nicja 6. Niech n ∈ N oraz f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Punkt x ∈ X jest n-okresowy
dla f , je±li fn(x) = x i jednocze±nie fk(x) 6= x dla k = 1, 2, . . . , n− 1.

De�nicja 7. Mówimy, »e funkcja f : I → I, gdzie I ⊂ R jest przedziaªem niepustym i niezdegenerowa-
nym, ma wªasno±¢ Darboux, je±li dla dowolnego przedziaªu J ⊂ I jego f -obraz, to jest zbiór f(J), tak»e
jest przedziaªem.

Twierdzenie 1 (Banacha o punkcie staªym). Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡.
Je±li odwzorowanie f : X → X jest kontrakcj¡, to f ma dokªadnie jeden punkt staªy.

Uwaga 1. W dalszej cz¦±ci artykuªu b¦dziemy po prostu pisa¢ twierdzenie Banacha.

Uwaga 2. Wybrane z prezentowanych tutaj zada« maj¡ charakter projektów. To znaczy na ich pod-
stawie, po stosownym rozszerzeniu tre±ci i uzgodnieniu z prowadz¡cym zaj¦cia, mo»na, po rozliczeniu
projektu na konsultacjach, zdoby¢ dodatkowe porcje punktów z aktywno±ci i zrealizowa¢ odpowiednie
efekty nauczania (nawet wi¦cej ni» jeden efekt).

2. Zadania (zob. [4], [12], [13], [14])

Zadanie 1. Niech f(x) = 2x(1− x), x ∈ R. Udowodni¢, »e n-ta iteracja fn odwzorowania f ma posta¢:

fn(x) =
1

2
− 22

n−1
(
x− 1

2

)2n

dla n ∈ N.
Rozwi¡zanie. Przeprowadzimy dowód indukcyjny. Niech n = 1. Wówczas mamy:

f(x) =
1

2
− 2

(
x− 1

2

)2

= 2x(1− x).
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Zaªó»my teraz, »e wzór jest prawdziwy dla n-tej iteracji odwzorowania f , czyli:

fn(x) =
1

2
− 22

n−1
(
x− 1

2

)2n

.

Wówczas znajdujemy:

fn+1(x) = fn
(
f(x)

)
=

1

2
− 22

n−1

((
1

2
− 2

(
x− 1

2

)2
)
− 1

2

)2n

=

=
1

2
− 22

n−1

(
−2
(
x− 1

2

)2
)2n

=
1

2
− 22

n+1−1
(
x− 1

2

)2n+1

,

co na mocy zasady indukcji matematycznej ko«czy dowód.

Zadanie 2. Niech F (x) = x2 − 2, x > 2. Udowodni¢, »e n-ta iteracja Fn odwzorowania F ma posta¢:

Fn(x) =

(
x+
√
x2 − 4

2

)2n

+

(
x−
√
x2 − 4

2

)2n

dla ka»dego n ∈ N.
Wskazówka. Przyj¡¢ x = y + 1

y i zauwa»y¢, »e:

Fn(x) = y2
n

+ y−2
n

, n ∈ N.

Zadanie 3. Okre±li¢ liczb¦ punktów staªych ka»dej iteracji funkcji f , gdzie:

a) f(x) = 2|x− 1|, x ∈ [0, 2],

b) f(x) = π| cosx|, x ∈ [0, π].

Wskazówka. W celu wst¦pnego zorientowania si¦ w zagadnieniu proponujemy narysowa¢ wykresy funkcji
f , f2 oraz f3.

Zadanie 4.

a) Rozstrzygn¡¢ dla jakich warto±ci a > 0, a 6= 1, funkcja fa(x) := loga x, x > 0, posiada punkt staªy.
Wskazówka. Skorzysta¢ z faktu, »e funkcja g(x) = ln x

x jest rosn¡ca w przedziale (0, e] oraz malej¡ca
na póªosi [e,∞).

b) Rozwa»y¢ te» problem istnienia punktów staªych zªo»e« fa ◦ fb, fa ◦ fb ◦ fc, itd. w zale»no±ci od
warto±ci a, b, c > 0. Przykªadowo zauwa»y¢, »e dla ka»dego a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) zªo»enie fa ◦ f 1

e

posiada punkt staªy.

c) Udowodni¢, »e dla dowolnego k ∈ N0 istnieje rosn¡ca funkcja gk : R → R posiadaj¡ca dokªadnie k
punktów staªych i taka, »e:

lim
x→∞

gk(x)

fne (x)
= 0
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dla ka»dego n ∈ N. Istnieje te» rosn¡ca funkcja g∞ : R→ R posiadaj¡ca przeliczenie wiele punktów
staªych i taka, »e:

lim
x→∞

g∞(x)

fne (x)
= 0

Uwaga 3. Fakt z podpunktu c) zadania 4 mo»na znacz¡co uogólni¢. Niech {ϕn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem
niemalej¡cych funkcji ϕn : R→ R, n ∈ N, speªniaj¡cych warunek:

(
∀x ∈ N

)
: lim
x→∞

ϕn(x)

ϕn+1(x)
=∞.

Wówczas dla dowolnego k ∈ N0 ∪ {ω} istnieje rosn¡ca funkcja ψk : R → R posiadaj¡ca dokªadnie k
punktów staªych i taka, »e:

lim
x→∞

ψk(x)

ϕn(x)
= 0

dla ka»dego n ∈ N. Twierdzenie to stanowi uogólnienie klasycznego wyniku du Bois-Reymonda z 1875
roku (zob. [3]), gdzie w miejsce funkcji ψk, k ∈ N, rozwa»ano jedynie rosn¡c¡ funkcj¦ ψ : R→ R.

Zadanie 5. Niech X 6= ∅, n ∈ N oraz f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Udowodni¢, »e
odwzorowanie f posiada punkt n-okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy posiada n-elementow¡ orbit¦. Co
wi¦cej, wszystkie elementy n-elementowej orbity s¡ n-okresowe.
Rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e odwzorowanie f posiada n-elementow¡ orbit¦ O = {x1, x2, . . . , xn}. Wtedy
z de�nicji jest:

f(x1) = x2, f(x2) = x3, . . . , f(xn) = x1,

wi¦c mamy fn(x1) = x1. Je±li dla pewnego k ∈ {1, 2, . . . , n−1} zachodziªoby fk(x1) = x1, to mieliby±my
x1 = xk+1, co prowadziªoby do sprzeczno±ci z zaªo»eniem dotycz¡cym mocy orbity O. St¡d x1 jest
punktem n-okresowym. Teraz zaªó»my, »e odwzorowanie f posiada n-okresowy punkt z ∈ X. Wtedy, jak
ªatwo mo»na sprawdzi¢, zbiór:

O = {z, f(z), f2(z), . . . , fn−1(z)}

jest n-elementow¡ orbit¡ odwzorowania f . Dodatkowo widzimy, »e wszystkie elementy orbity s¡ punk-
tami n-okresowymi, poniewa» de�nicja orbity jest niezmiennicza ze wzgl¦du na cykliczne przestawienie
punktów, tzn:

O = {f(z), f2(z), . . . , fn−1(z), z} = {f2(z), . . . , fn−1(z), z, f(z)} = . . . .

Zadanie 6. Niech c ∈ (0, 1) oraz:

f(x) =

x
c dla x ∈ [0, c],

1−x
1−c dla x ∈ [c, 1].

Udowodni¢, »e dla ka»dego n ∈ N funkcja f posiada n-elementow¡ orbit¦.
Szkic rozwi¡zania. Zauwa»my, »e n-krotne zªo»enie odwzorowania f z sob¡, tj. odwzorowanie fn, jest
funkcj¡ kawaªkami monotoniczn¡ oraz jej wykres jest ªaman¡ skªadaj¡c¡ si¦ z 2n odcinków. Ka»dy z od-
cinków tworz¡cych wykres odwzorowania fn posiada jeden z ko«ców na osi OX a drugi na prostej y = 1

oraz le»y w kwadracie {(x, y) : 0 6 x 6 1 i 0 6 y 6 1}. St¡d wykres funkcji identyczno±ciowej id(x) = x

przecina ka»dy odcinek wykresu funkcji fn dokªadnie jeden raz. Zatem mamy 2n punktów, dla których
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fn(x) = x. Poniewa» wykres funkcji fk posiada 2k punktów wspólnych z wykresem funkcji id, wi¦c ist-
nieje co najwy»ej 21 + 22 + . . . + 2n−1 = 2n − 2 punktów x ∈ [0, 1] o tej wªasno±ci, »e fk(x) = x dla
co najmniej jednego k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Zatem co najmniej dwa z 2n punktów staªych funkcji fn s¡
punktami n-okresowymi funkcji f , a wi¦c na mocy zadania 5 funkcja f posiada n-elementow¡ orbit¦.

Zadanie 7.

a) Niech f : [a, b] → [a, b]. Zaªó»my, »e istnieje punkt c ∈ [a, b] taki, »e f |[a,c] jest funkcj¡ rosn¡c¡,
f |[c,b] jest funkcj¡ malej¡c¡, f(a) = f(b) = a oraz f(c) = b. Wyznaczy¢ ilo±¢ punktów staªych
wszystkich iteracji funkcji f przy zaªo»eniu, »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡. Czy funkcja f posiada wówczas
n-elementow¡ orbit¦ dla ka»dego n ∈ N?

b) Dla ka»dego c ∈ (a, b) podaj przykªad funkcji fc : [a, b]→ [a, b], dla której istnieje przeliczalny zbiór
Wc ⊂ (a, b) taki, »e fc jest rosn¡ca w zbiorze [a, c] \Wc i jest malej¡ca w zbiorze [c, b] \Wc oraz
speªnia równo±ci:

fc(a) = fc(b) = a oraz fc(c) = b

i której wszystkie iteracje posiadaj¡ dokªadnie jeden punkt staªy x = a.
Rozwi¡zanie. Niech c ∈ (a, b). Rozwa»my dowoln¡ funkcj¦ ci¡gª¡ f : [a, b]→ [a, b], która jest rosn¡ca
w [a, c], malej¡ca w [c, b] i która speªnia równo±ci:

f(a) = f(b) = a oraz f(c) = b.

Niech:
F :=

{
x ∈ [a, b] : (∃n ∈ N)

(
fn(x) = x

)}
.

Poniewa» dla ka»dego n ∈ N n-ta iteracja funkcji f posiada 2n punktów staªych, wi¦c zbiór F jest
przeliczalny. Przyjmijmy:

fc(x) =

a, gdy x ∈ F ,
f(x), gdy x ∈ [a, b] \ F .

Wtedy dla dowolnego x ∈ [a, b] oraz n ∈ N, je±li fnc (x) = fn(x) = x, to x ∈ F , czyli fnc (x) = a = x.
Je±li fnc (x) = x i fnc (x) 6= fn(x), to istnieje k ∈ N, k 6 n, takie »e fkc (x) = a, czyli fnc (x) = a = x.

Zadanie 8. Niech X 6= ∅ i niech f : X → X b¦dzie dowolnym odwzorowaniem. Zaªó»my, »e dla pewnego
n ∈ N odwzorowanie fn posiada dokªadnie jeden punkt staªy. Udowodni¢, »e wówczas odwzorowanie f
równie» posiada dokªadnie jeden punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Przypomnijmy, »e je±li z ∈ X jest punktem staªym odwzorowania f , to równie» jest punktem
staªym ka»dego zªo»enia f z sob¡. Zatem, na podstawie zaªo»enia zadania, f mo»e posiada¢ co najwy»ej
jeden punkt staªy. Niech n ∈ N i zaªó»my, »e z ∈ X jest jedynym punktem staªym iteracji fn. W takim
razie:

fn
(
f(z)

)
= fn+1(z) = f

(
fn(z)

)
= f(z),

co oznacza, »e f(z) jest punktem staªym zªo»enia fn i z jednoznaczno±ci punktu staªego mamy:

f(z) = z.
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Uwaga 4. Pojawia si¦ naturalne pytanie o uogólnienie stwierdzenia stanowi¡cego tre±¢ powy»szego za-
dania. Okazuje si¦, »e w pewnych przypadkach jest mo»liwe znaczne osªabienie zaªo»e«, co pokazuje
zadanie 9.

Zadanie 9. Niech odwzorowanie f : I → I b¦dzie ci¡gªe, gdzie I ⊂ R jest przedziaªem niepustym.
Udowodni¢, »e je±li dla pewnego n ∈ N, n > 2, zªo»enie fn posiada punkt staªy, to f równie» posiada
punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Przypu±¢my, »e funkcja f nie ma punktów staªych. Mo»emy wtedy rozwa»y¢ trzy ró»ne
przypadki.

a) Je±li dla ka»dego x ∈ I zachodzi f(x) > x, to wtedy indukcyjnie wykazujemy, »e:

fn(x) = f
(
fn−1(x)

)
> fn−1(x) > . . . > x.

Zatem w tym przypadku »adna iteracja nie ma punktu staªego.

b) Je±li natomiast dla ka»dego x ∈ I, mamy f(x) < x, to analogicznie jak poprzednio pokazujemy, »e:

fn(x) = f
(
fn−1(x)

)
< fn−1(x) < . . . < x,

a wi¦c »adna iteracja nie ma punktu staªego.

c) Je»eli jednak istniej¡ punkty x1, x2 ∈ I takie, »e f(x1) < x1 oraz f(x2) > x2, to zde�niujmy funkcj¦
g : I → I okre±lon¡ wzorem:

g(x) = f(x)− x.

Oczywi±cie funkcja g jest ci¡gªa w przedziale I. Wtedy:

g(x1) = f(x1)− x1 < 0 oraz g(x2) = f(x2)− x2 > 0

i z wªasno±ci Darboux, istnieje x0 ∈
(
min{x1, x2},max{x1, x2}

)
takie, »e g(x0) = 0, to jest:

f(x0) = x0

co stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniem.

Uwaga 5. W szczególno±ci ka»da ci¡gªa inwolucja, tj. odwzorowanie ci¡gªe f : I → I takie, »e f ◦f = idI

(przykªadowo odwzorowanie f(x) =
(
1− x2/3

)3/2
, x ∈ [0, 1]), jak te» odwzorowanie ci¡gªe F : I → I

takie, »e dla pewnego n ∈ N, n > 2, Fn = idI posiada punkt staªy. Dla zainteresowanego Czytelnika
istotna mo»e by¢ informacja, »e je±li I jest przedziaªem symetrycznym wzgl¦dem zera, a funkcja f : I → I

jest nieparzyst¡ inwolucj¡ ci¡gª¡, to f = idI lub f = − idI .

Zadanie 10. (uogólnienie zadania 9) Niech odwzorowanie f : I → I b¦dzie ci¡gªe, gdzie I ⊂ R jest do-
wolnym przedziaªem niepustym. Udowodni¢, »e je±li dla pewnego sko«czonego podzbioru Z ⊂ I zachodzi
f(Z) ⊂ Z, to odwzorowanie f posiada punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Niech |Z| = n, gdzie n ∈ N, oraz z ∈ Z. Rozwa»my zbiór A = {f(z), f2(z), . . . fn+1(z)} ⊂ Z.
Poniewa» |A| 6 n, wi¦c na podstawie zasady szu�adkowej Dirichleta istniej¡ i, j ∈ {1, 2, . . . , n+1}, i < j,
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takie, »e f j(z) = f i(z). Je±li oznaczymy x := f i(z), to wtedy:

f j−i(x) = f j−i
(
f i(z)

)
= f j(z) = f i(z) = x,

gdzie j − i ∈ {1, 2, . . . , n}, czyli punkt x jest punktem staªym iteracji f j−i. Odwoªanie si¦ do zadania 9
ko«czy dowód.

Zadanie 11. (funkcja uregulowana a punkty staªe) Rozpocznijmy od podania de�nicji funkcji uregulo-
wanej.

De�nicja 8. (Nicolas Bourbaki, 1949) Funkcj¦ f : [a, b] → R nazywamy funkcj¡ uregulowan¡, je±li dla
ka»dego ξ ∈ (a, b] istnieje wªa±ciwa granica lewostronna lim

x→ξ−
f(x) oraz dla ka»dego ξ ∈ [a, b) istnieje

wªa±ciwa granica prawostronna lim
x→ξ+

f(x).

Poda¢ przykªad ró»nowarto±ciowej funkcji uregulowanej f : [a, b] → [a, b], która nie posiada punktu sta-
ªego. Udowodni¢, »e:

a) je±li f : [a, b]→ [a, b] jest funkcj¡ uregulowan¡ tak¡, »e zbiór [inf f(I), sup f(I)]\f(I) jest przeliczalny
dla ka»dego przedziaªu niepustego I ⊂ [a, b], to albo f posiada punkt staªy, albo istnieje punkt
ξ ∈ [a, b] taki, »e:

ξ =


lim
x→ξ+

f(x) = lim
x→ξ−

f(x), gdy ξ ∈ (a, b),

lim
x→ξ+

f(x), gdy ξ = a,

lim
x→ξ−

f(x), gdy ξ = b.

Rozwi¡zanie. Najpierw zauwa»my, »e dla ka»dego ξ ∈ (a, b) mamy lim
x→ξ+

f(x) = lim
x→ξ−

f(x). Po-

nadto istniej¡ sko«czone granice jednostronne lim
x→a+

f(x) oraz lim
x→b−

f(x). Wprowad¹my pomocnicz¡

funkcj¦ g : [a, b]→ [a, b] przyjmuj¡c:

g(ξ) =


lim
x→ξ+

f(x) dla ξ ∈ [a, b),

lim
x→ξ−

f(x) dla ξ = b.

Oczywi±cie g jest funkcj¡ ci¡gª¡, czyli posiada punkt staªy, a to implikuje tez¦ zadania.

b) je±li f : [a, b] → [a, b] jest funkcj¡ uregulowan¡ posiadaj¡c¡ wªasno±¢ Darboux, to f posiada punkt
staªy. Natomiast je±li f : [a, b] → [a, b] posiada wªasno±¢ Darboux oraz istnieje n ∈ N takie, »e fn

jest funkcj¡ uregulowan¡, to fn posiada punkt staªy.
Wskazówka. Funkcja uregulowana mo»e posiada¢ jedynie punkty nieci¡gªo±ci I rodzaju. Zauwa»my,
»e je»eli funkcja uregulowana posiada punkt nieci¡gªo±ci, to nie mo»e posiada¢ wªasno±ci Darbo-
ux. W uogólnieniu nale»y skorzysta¢ z faktu, »e ka»da iteracja funkcji maj¡cej wªasno±¢ Darboux
równie» ma wªasno±¢ Darboux.

c) (projekt, dobr¡ baz¡ merytoryczn¡ tego projektu mo»e by¢ praca [1]) zachodz¡ nast¦puj¡ce twier-
dzenia.
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Twierdzenie 2. Je±li ci¡g funkcji uregulowanych fn : [a, b] → R, n ∈ N, jest zbie»ny jednostajnie
w [a, b] do funkcji f : [a, b]→ R, to funkcja f równie» jest funkcj¡ uregulowan¡.

Twierdzenie 3 (charakteryzacja funkcji uregulowanych). Funkcja f : [a, b] → R jest uregu-
lowana wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡g funkcji schodkowych fn : [a, b] → R, n ∈ N, który jest
zbie»ny jednostajnie do f w przedziale [a, b].

Uwaga 6. Warunek z punktu a) powy»szego zadania: �zbiór [inf f(I), sup f(I)] \ f(I) jest przeliczalny
dla ka»dego przedziaªu niepustego I ⊂ [a, b]� ma charakter lokalny, wªa±ciwy dla funkcji uregulowanej,
i nie mo»e by¢ zast¡piony przez nast¦puj¡cy warunek globalny: �zbiór [a, b] \ f([a, b]) jest przeliczalny�,
o czym ±wiadczy nast¦puj¡cy przykªad:

f(x) =

x+ 1 dla x ∈ [0, 1),

x− 1 dla x ∈ [1, 2].

Zadanie 12. Niech a ∈ (1,∞). Zde�niujmy funkcj¦ f : (0,∞)→ R wzorem:

f(x) = ax.

Uzasadni¢, »e ci¡g {fn(a)}∞n=1 jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ (1, e
√
e]. Wtedy te»:

lim
n→∞

fn(a) = b,

gdzie b ∈ (1, e] jest takie, »e b
√
b = a.

Rozwi¡zanie. Zde�niujmy funkcj¦ ξ : (0,∞)→ R nast¦puj¡co:

ξ(x) = x
√
x = x

1
x .

Znajduj¡c jej pochodn¡:

ξ′(x) = x
1
x

[
1

x
lnx

]′
= x

1
x

[
1− lnx

x2

]
,

widzimy, »e funkcja ξ jest rosn¡ca w przedziale (0, e), jest malej¡ca w przedziale (e,∞) oraz osi¡ga
maksimum globalne w punkcie e o warto±ci ξ(e) = e

√
e. Je±li zaªo»ymy, »e dla a ∈ (1,∞) ci¡g {fn(a)}∞n=1

jest zbie»ny do pewnej liczby g ∈ [1,∞), to z ci¡gªo±ci funkcji f wynika równo±¢ f(g) = g, czyli:

ξ(g) = g
√
g = a, (1)

co z wªasno±ci funkcji ξ daje nam, »e a /∈ ( e
√
e,∞). Niech wi¦c teraz a ∈ (1, e

√
e]. Z wªasno±ci Darboux

funkcji ξ|[1,e] wynika istnienie punktu b ∈ (1, e] takiego, »e:

ξ(b) =
b
√
b = a. (2)

Zauwa»my, »e b jest punktem staªym wszystkich iteracji funkcji f . Ponadto funkcja f jest rosn¡ca, co
powoduje, »e równie» ka»da z iteracji funkcji f jest rosn¡ca. W takim razie dla ka»dego n ∈ N mamy:

b = fn+1(b) > fn+1(a) = fn
(
f(a)

)
> fn(a),
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poniewa» b > b
√
b = a oraz f(a) = aa > a. St¡d ci¡g {fn(a)}∞n=1 jako ci¡g rosn¡cy i ograniczony jest

zbie»ny oraz musi by¢ speªnione g 6 b, sk¡d g ∈ [1, e]. Jednak z równo±ci (1) i (2) mamy:

ξ(g) = ξ(b),

co na mocy ró»nowarto±ciowo±ci funkcji ξ|[1,e] prowadzi do równo±ci g = b.

Uwaga 7. Rozstrzygni¦cie problemu zbie»no±ci ci¡gu {fn(a)}∞n=1 w przypadku, gdy a ∈ (0, 1), mo»na
znale¹¢ w pracy [8].

Zadanie 13. (M. Edelstein) Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡. Niech f : X → X b¦dzie
odwzorowaniem kontrakcyjnym (zob. de�nicja 2). Udowodni¢, »e odwzorowanie f posiada dokªadnie jeden
punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Zde�niujmy funkcj¦ F (x) = %(x, f(x)), x ∈ X. �atwo sprawdzamy, »e F jest funkcj¡ ci¡gª¡.
Istotnie, niech x, y ∈ X, x 6= y, oraz F (x) 6 F (y). Wówczas:

0 6 F (y)− F (x) = %
(
y, f(y)

)
− %
(
x, f(x)

)
6 %(y, x) + %

(
x, f(x)

)
+ %
(
f(x), f(y)

)
− %
(
x, f(x)

)
=

= %(y, x) + %
(
f(x), f(y)

)
< 2%(x, y),

co implikuje ci¡gªo±¢ funkcji F . W konsekwencji funkcja F osi¡ga naX swoje kresy (stosujemy twierdzenie
Weierstrassa o osi¡ganiu kresów). W szczególno±ci istnieje x0 ∈ X takie, »e:

F (x0) = inf
x∈X

F (x).

Gdyby F (x0) > 0, to x0 6= f(x0), a wówczas:

F
(
f(x0)

)
= %
(
f(x0), f

2(x0)
)
< %
(
x0, f(x0)

)
= F (x0)

i mamy sprzeczno±¢ z de�nicj¡ x0. Zatem x0 = f(x0). Jednoznaczno±¢ punktu staªego wynika z zaªo»onej
nierówno±ci:

%
(
f(x), f(y)

)
< %(x, y) dla x, y ∈ X o ile x 6= y.

Uwaga 8. Kolejne zadanie nawi¡zuje istotnie do zadania 13.

Zadanie 14.

a) Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡. Udowodni¢, »e je±li f : X → X jest odwzoro-
waniem o wªasno±ci:

%
(
f(x), f(y)

)
> %(x, y) dla dowolnych x, y ∈ X,

to f jest izometri¡. W szczególno±ci je±li f posiada punkt staªy x0 ∈ X, to przestrze« (X, %)

�przypomina� kul¦ K(x0, r), gdzie r := max{%(x0, x) : x ∈ X}, zªo»on¡ ze sfer postaci:

Sε := {z ∈ X : %(x0, z) = ε}

dla ka»dego ε ∈ [0, r], gdzie S0 := {x0}, speªniaj¡cych warunek f(Sε) = Sε dla ka»dego ε ∈ [0, r].
Rozwi¡zanie. We¹my dowolne x, y ∈ X, x 6= y. Ze zwarto±ci przestrzeni X istnieje rosn¡cy ci¡g
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liczb naturalnych {kn}∞n=1 ⊂ N taki, »e ci¡gi {fkn(x)}∞n=1 oraz {fkn(y)}∞n=1 s¡ zbie»ne. St¡d, na
podstawie warunku Cauchy'ego, wnioskujemy, »e:

lim
n→∞

%
(
fkn(x), fkn+1(x)

)
= 0.

Jednak»e, na podstawie nierówno±ci z zaªo»e« zadania, mamy:

0 6 %
(
x, fkn+1−kn(x)

)
6 %
(
fkn(x), fkn+1(x)

)
,

co po przej±ciu do granicy implikuje:

lim
n→∞

%
(
x, fkn+1−kn(x)

)
= 0. (3)

Analogicznie pokazujemy, »e:
lim
n→∞

%
(
y, fkn+1−kn(y)

)
= 0. (4)

Nast¦pnie, korzystaj¡c ponownie z zaªo»e« zadania i nierówno±ci trójk¡ta, dostajemy:

0 6 %
(
f(x), f(y)

)
− %(x, y) 6 %

(
fkn+1−kn(x), fkn+1−kn(y)

)
− %(x, y) 6

6 %
(
x, fkn+1−kn(x)

)
+ %(x, y) + %

(
y, fkn+1−kn(y)

)
− %(x, y) =

= %
(
x, fkn+1−kn(x)

)
+ %
(
y, fkn+1−kn(y)

)
.

St¡d, po przej±ciu granicznym i skorzystaniu z równo±ci (3) i (4), otrzymujemy:

%
(
f(x), f(y)

)
= %(x, y),

co nale»aªo pokaza¢.

b) Poda¢ przykªad przestrzeni metrycznej (X, %) oraz izometrii f : X → X odpowiednio posiadaj¡cej
punkt staªy i nie posiadaj¡cej punktu staªego.
Przykªady.

• X1 = {x1, x2, x3}; x1, x2, x3 s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego na pªaszczy¹nie R2;

• X2 = {x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6}; f2(x0) = x0; x1, x2, x3, x4, x5, x6 s¡ wierzchoªkami sze±ciok¡ta
foremnego na pªaszczy¹nie R2;
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• X3 = K(0, r) ⊂ C, gdzie r > 0; f3(z) = eiϕz, z ∈ K(0, r); f3 jest obrotem koªa K(0, r) na
pªaszczy¹nie Gaussa wokóª punktu 0 o k¡t ϕ.

Zadanie 15. (projekt � twierdzenie Abiana, zob. [11]) Udowodni¢, »e je±li X jest zbiorem sko«czonym
oraz f : X → X, to f posiada punkt staªy wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje rozkªad zbioru X na trzy
podzbiory Xk, k = 1, 2, 3, takie »e:

Xk ∩ f(Xk) = ∅

dla ka»dego k = 1, 2, 3. Przypomnijmy, »e rozkªad danego zbioru ró»ni si¦ od podziaªu tego zbioru tym,
»e dopuszczamy, by skªadowe rozkªadu byªy zbiorami pustymi.
Przykªad. Niech f : {0, 1} → {0, 1}, f(0) = 1, f(1) = 0. Oczywi±cie f nie ma punktu staªego, a przyjmuj¡c
X1 = {0}, X2 = {1}, X3 = ∅ stwierdzamy, »e zbiory X1, X2, X3 stanowi¡ rozkªad zbioru {0, 1} taki, »e:

Xk ∩ f(Xk) = ∅

dla ka»dego k = 1, 2, 3.

Uwaga 9. Jak udowodnili polscy matematycy M¡kowski i Wi±niewski w pracy [11], twierdzenie Abiana
zachodzi dla dowolnego zbioru X (innymi sªowy zaªo»enie o sko«czono±ci zbioru X jest w tym twierdzeniu
zbyteczne). Zilustrujemy dziaªanie tego uogólnienia twierdzenia Abiana na przykªadzie funkcji f : R→ R,
f(x) = x2 + 1, x ∈ R. Przyjmijmy:

x0 = 0, x1 = 1, xk = x2k−1 + 1, k ∈ N.

Oczywi±cie mamy:
f
(
[xk−1, xk)

)
= [xk, xk+1)

dla ka»dego k ∈ N. Niech:

E1 = (−∞, 0), E2 =

∞⋃
k=0

[x2k, x2k+1) oraz E3 =

∞⋃
k=1

[x2k−1, x2k).

Wówczas dostajemy równo±ci:

f(E1) = (0,∞), f(E2) = E3, f(E3) = E2 \ [x0, x1),

przy czym zbiory E1, E2, E3 tworz¡ podziaª R. Poniewa» f(Ek) ∩ Ek = ∅ dla ka»dego k = 1, 2, 3,
wi¦c f na mocy uogólnionego twierdzenia Abiana nie posiada punktu staªego, co swoj¡ drog¡ trywialnie
wery�kujemy wprost (wykresy funkcji f oraz funkcji idR s¡ rozª¡czne).



Iteracje odwzorowa«, orbity, twierdzenie Banacha o punkcie staªym 177

Uzupeªnienie. Dany jest zbiór X oraz ci¡g {Xk}k<Kk=1 podzbiorów X. Udowodnij, »e je±li K > 4 lub ci¡g
ten jest przeliczalny niesko«czony, czyli K = ω, oraz tworzy on rozbicie X, to »adna funkcja f : X → X,
dla której f(Xk) = Xk+1 dla k ∈ N, k + 1 < K, a ponadto f(XK−1) = X1 gdy K < ω, nie posiada
punktu staªego.

Zadanie 16. Niech α > 0, δ > 0, k, l ∈ N oraz l > k > 2. Przyjmijmy:

f(x) := x− αxk + δxl + xlε(x),

gdzie ε(x) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w pewnym przedziale postaci [0, ξ) oraz ε(0) = 0. Dodatkowo, gdy δ = 0,
przyjmijmy, »e ε(x) > 0 dla x ∈ [0, ξ). Ustalmy x0 ∈ (0, ξ) tak, by speªnione byªy warunki:

a) 0 < f(x) < x dla x ∈ (0, x0),

b) f jest funkcj¡ rosn¡c¡ w przedziale [0, x0).

Udowodni¢, »e dla ka»dego x ∈ (0, x0), ci¡g {an}∞n=1 okre±lony nast¦puj¡co:

a1 = x, an+1 = f(an), n = 1, 2, . . . .

jest zbie»ny do zera, przy czym:
lim
n→∞

an
k−1
√
n = 1−k

√
α(k − 1).

�Prawdziwy urok� tego warunku polega na niezale»no±ci tej relacji asymptotycznej od przyj¦tego warunku
pocz¡tkowego x ∈ (0, x0). W szczególno±ci dla f(x) = sinx, x0 = π

2 , dostajemy:

lim
n→∞

√
n sin

(
sin(. . . sinx)

)︸ ︷︷ ︸
n-krotnie

=
√
3.

Zadanie 17.

a) Udowodni¢, »e okre±lona nast¦puj¡co funkcja:

f(x) =
1

2

∣∣∣∣x2 − 1

9

∣∣∣∣− 1

2

∣∣∣∣x2 − 1

16

∣∣∣∣ , x ∈ R,

jest kontrakcj¡.
Rozwi¡zanie. Funkcj¦ f mo»emy przedstawi¢ w postaci:

f(x) =


1
2

(
1
9 −

1
16

)
, |x| < 1

4 ,

1
2

(
1
9 + 1

16

)
− x2, 1

4 6 |x| 6
1
3 ,

− 1
2

(
1
9 −

1
16

)
, 1

3 < |x|.

W takim razie prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce oszacowania dowodz¡ce tezy:

i) |f(x)− f(y)| =
∣∣y2 − x2∣∣ = | − (x− y)(x+ y)| 6 2

3 |x− y|, gdy
1
4 6 |x| 6

1
3 oraz 1

4 6 |y| 6
1
3 ,

ii) |f(x)− f(y)| =
∣∣ 1
2

(
1
9 −

1
16

)
− 1

2

(
1
9 + 1

16

)
+ y2

∣∣ = ∣∣y2 − 1
16

∣∣ = ∣∣(y − 1
4

) (
y + 1

4

)∣∣ 6
6
∣∣ 1
3 + 1

4

∣∣ |x− y| 6 7
12 |x− y|, gdy

1
4 6 |y| 6

1
3 oraz |x| < 1

4 ,

iii) |f(x) − f(y)| =
∣∣ 1
9 −

1
16

∣∣ = (
1
3 + 1

4

) (
1
3 −

1
4

)
6
(
1
3 + 1

4

)
|x − y| = 7

12 |x − y|, gdy |x| <
1
4 oraz

1
3 < |y|,
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iv) |f(x)− f(y)| =
∣∣ 1
2

(
1
9 + 1

16

)
− x2 + 1

2

(
1
9 −

1
16

)∣∣ = ∣∣ 19 − x2∣∣ = ∣∣( 13 − x) ( 13 + x
)∣∣ 6 2

3 |x− y|, gdy
1
4 6 |x| 6

1
3 oraz 1

3 < |y|.

b) Niech 0 < a < b, 2b < 1. Udowodni¢, »e okre±lona nast¦puj¡co funkcja:

f(x) =
1

2

∣∣x2 − b2∣∣− 1

2

∣∣x2 − a2∣∣ , x ∈ R,

jest kontrakcj¡. Pokaza¢, »e w istocie zachodzi nierówno±¢ |f(x)− f(y)| 6 2b|x− y| dla dowolnych
x, y ∈ R.

Zadanie 18. Niech α > 0, 2α < 1 oraz a, b ∈ R, 0 < a < b. Udowodni¢, »e okre±lona nast¦puj¡co funkcja:

g(x) = α (|x− a| − |x− b|) , x ∈ R,

jest kontrakcj¡.
Rozwi¡zanie. Funkcj¦ g mo»emy przedstawi¢ nast¦puj¡co:

g(x) =


α(a− b), dla x < a,

α(b− a), dla x > b,

α(2x− a− b), dla a 6 x 6 b.

Mamy nast¦puj¡ce oszacowania:

a) g(x)− g(y) = 2α(b− y) 6 2α(x− y), gdy x > b oraz a 6 y 6 b,

b) g(x)− g(y) = 2α(b− a), gdy x > b oraz y < a,

c) g(x)− g(y) = 2α(a− y) 6 2α(x− y), gdy y < a oraz a 6 x 6 b,

d) g(x)− g(y) = 2α(x− y), gdy a 6 x 6 b oraz a 6 y 6 b.

Podsumowuj¡c, zachodzi:
|g(x)− g(y)| 6 2α|x− y|, x, y ∈ R,

czyli odwzorowanie g jest kontrakcj¡.

Zadanie 19. Pokaza¢, »e operator T zde�niowany nast¦puj¡co:

T (x) = e− (1 + x)
1
x dla x >

√
e− 1

jest kontrakcj¡ ze staª¡ zw¦»aj¡c¡ k = 0,7.
Rozwi¡zanie. Niech x, y >

√
e − 1, y > x. Korzystaj¡c z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej

dostajemy nast¦puj¡ce oszacowanie:

|T (x)− T (y)| 6 |x− y| sup
t>
√
e−1
|T ′(t)|,

przy czym:

T ′(x) = −
(
(1 + x)

1
x

)′
= −(1 + x)

1
x

(
1

x
ln(1 + x)

)′
= −(1 + x)

1
x

(
x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)

)
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oraz:

T ′′(x) = −(1 + x)
1
x

(
x2
(
− 1− 3x+ 2(1 + x) ln(1 + x)

)
+ (1 + x)2 ln2(1 + x)

x4(1 + x)2

)
.

O znaku T ′′(x) decyduje licznik odpowiedniego uªamka. Rozbijemy go na sum¦ dwóch funkcji:

h(x) := (1 + x)2 ln2(1 + x)− x2

oraz:
g(x) := x2

(
2(1 + x) ln(1 + x)− 3x

)
.

Oczywi±cie o znaku tych funkcji dla x > 0 decyduj¡ funkcje pomocnicze:

h1(x) := (1 + x) ln(1 + x)− x

oraz:
g1(x) := 2(1 + x) ln(1 + x)− 3x.

Poniewa» h′1(x) = ln(1 + x) i h′1(0) = 0, wi¦c h′1(x) > 0 dla x > 0. Z kolei:

g′1(x) = 2 ln(1 + x)− 1 = 2
(
ln(1 + x)− ln

√
e
)
,

sk¡d g′1(x) > 0 dla x >
√
e− 1 ' 0,6487. Natomiast

g1(
√
e− 1) =

√
e− 3(

√
e− 1) = 3− 2

√
e ' −0,2974,

ale ju»:
g1(1,4) = 4,8 · ln 2,4− 4,2 ' 0,002249 > 0.

Tym samym T ′(x) jest funkcj¡ malej¡c¡ na póªosi
[
14
10 ,+∞

)
przy czym:

lim
x→+∞

T ′(x) = 0

oraz:

T ′(1,4) 6 (2,4)
1

1,4

(
2,4 · ln 2,4− 1, 4

(1,4)2 · 2,4

)
' 0,2785 < 0,3.

Zatem:
|T (x)− T (y)| 6 0,3|x− y|, x, y > 1,4,

czyli operator T jest kontrakcj¡ ze staª¡ zw¦»aj¡c¡ k = 0,3. Zauwa»my jeszcze, »e funkcja:

h(x) = h1(x)
(
(1 + x) ln(1 + x) + x

)
jako iloczyn funkcji rosn¡cych, dodatnich na póªosi (0,+∞), jest funkcj¡ rosn¡c¡ na tej póªosi. Z kolei:

g(x) = x2g1(x)
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jest funkcj¡ rosn¡c¡ na póªosi [
√
e− 1,+∞). Zatem dla x ∈

[√
e− 1, 1410

]
, mamy oszacowanie:

h(x) + g(x) > h(
√
e− 1) + g(

√
e− 1) =

=
e

4
− (
√
e− 1)2 + (

√
e− 1)2

(√
e− 3(

√
e− 1)

)
=

=
e

4
− 2(
√
e− 1)3 ' 0,1335.

St¡d T ′(x) jest funkcj¡ malej¡c¡ na póªosi [
√
e− 1,+∞), przy czym:

T ′(
√
e− 1) 6 (

√
e)

1√
e−1

(√
e ln
√
e−
√
e+ 1

(
√
e− 1)2

√
e

)
6 (1,7)

1
0,6

( − 1
2

√
e+ 1

(
√
e− 1)2

√
e

)
' 0,6129 < 0,7.

Zatem operator T jest kontrakcj¡ na póªosi [
√
e− 1,+∞).

Hipoteza.

Operator T : (−1,∞)→ R zde�niowany nast¦puj¡co:

T (x) =

e− (1 + x)
1
x , dla x ∈ (−1, 0) ∪ (0,∞),

0, dla x = 0,

jest kontrakcj¡.

Zadanie 20. Niech ϕ ∈ [0, 2π) i rozwa»my odwzorowanie f przestrzeni R2 z metryk¡ euklidesow¡ %

w siebie dane wzorem:

R2 3 (x1, x2)
f7→ (x1 cosϕ− x2 sinϕ, x1 sinϕ+ x2 cosϕ).

Udowodni¢, »e f posiada punkt staªy, ale nie jest kontrakcj¡.
Wskazówka. Punktem staªym odwzorowania f jest punkt (0, 0) i jest to jedyny punkt staªy odwzorowania
f albowiem:

f(x1, x2) = (x1, x2)⇔

x1(cosϕ− 1)− x2 sinϕ = 0,

x1 sinϕ+ x2(cosϕ− 1) = 0,

a wyznacznik macierzy tego ukªadu jest równy:

(cosϕ− 1)2 + sin2 ϕ = 2(1− cosϕ).

Ponadto mamy:(
%
(
f(x1, x2), f(x

∗
1, x
∗
2)
))2

=
(
(x1 − x∗1) cosϕ− (x2 − x∗2) sinϕ

)2
+
(
(x1 − x∗1) sinϕ+ (x2 − x∗2) cosϕ

)2
=

=
(
%
(
(x1, x2), (x

∗
1, x
∗
2)
))2

,

co oznacza, »e f nie jest kontrakcj¡. Wskazane wªasno±ci odwzorowania f s¡ od strony geometrycznej
oczywiste, poniewa» f jest w istocie obrotem pªaszczyzny R2 o k¡t ϕ.
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Zadanie 21. Udowodni¢, »e funkcja:

f(x) =
1

4 + x2
, x ∈ R

jest kontrakcj¡. Uzasadni¢, »e f posiada dokªadnie jeden punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Niech x, y ∈ R, y > x. Mamy nast¦puj¡ce oszacowanie:

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣ 1

4 + x2
− 1

4 + y2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x2 − y2

(4 + x2)(4 + y2)

∣∣∣∣ = |x+ y|
(4 + x2)(4 + y2)

|x− y|.

Korzystaj¡c z tego, »e
√
ab 6 a+b

2 , a > 0, b > 0, przyjmujemy a = 4 i b = x2. Otrzymujemy nierówno±¢:

|x| = 1

2

√
4x2 6

4 + x2

4
.

Zatem:

|x+ y| 6 |x|+ |y| 6 4 + x2 + 4 + y2

4
6 2 +

x2 + y2

2
+
x2y2

8
=

1

8
(4 + x2)(4 + y2),

czyli:

|f(x)− f(y)| 6 1

8
|x− y|. (5)

Równanie 1
4+x2 = x posiada dokªadnie jedno rozwi¡zanie x ∈ R, albowiem wielomian w(x) = x3 +4x− 1

posiada dokªadnie jeden pierwiastek rzeczywisty (pochodna w(x) jest dodatnia na R, czyli wielomian
w(x) jest funkcj¡ rosn¡c¡ na R, przy tym w(R) = R).

Zadanie 22. Posªuguj¡c si¦ twierdzeniem Banacha, udowodni¢, »e równanie:

xn − (n+ 1)(1− x) = 0, n ∈ N, n > 2,

ma w przedziale 0 6 x 6 1 dokªadnie jeden pierwiastek.
Rozwi¡zanie. Wykonujemy nast¦puj¡ce przeksztaªcenia:

xn − (n+ 1)(1− x) = 0,

xn + (n+ 1)x = n+ 1,

x =
n+ 1

xn−1 + n+ 1
. (6)

Przyjmijmy f(x) = n+1
xn−1+n+1 dla x ∈ [0, 1]. Udowodnimy, »e f posiada punkt staªy nale»¡cy do przedziaªu

[0, 1]. Oczywi±cie f([0, 1]) ⊂ [0, 1]. Niech x, y ∈ [0, 1], y > x. Na mocy twierdzenia Lagrange'a o warto±ci
±redniej mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡ce oszacowanie:

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣ (n+ 1)(yn−1 − xn−1)
(xn−1 + n+ 1)(yn−1 + n+ 1)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ (n+ 1)(yn−1 − xn−1)
(n+ 1)(n+ 1)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣yn−1 − xn−1n+ 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (n− 1)ξn−2

n+ 1
|y − x|

∣∣∣∣ 6 (n− 1)k

n+ 1
|y − x| 6 (n− 1)

n+ 1
|y − x|,

gdzie k = max{yn−2, xn−2}, natomiast ξ ∈ (min{x, y},max{x, y}). St¡d, na mocy twierdzenia Banacha,
stwierdzamy, »e f posiada dokªadnie jeden punkt staªy w przedziale [0, 1], co oznacza istnienie rozwi¡zania
równania (6) tak jak oczekiwano.
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Uwaga 10. Zaprezentowanie rozwi¡zanie obejmuje te» funkcj¦ z zadania 21, ±ci±lej funkcj¦ 4f(x) = 4
x2+4 .

Natomiast z nierówno±ci (5) wynika, »e dla ka»dego a ∈ (0, 8) na podstawie twierdzenia Banacha funkcja
af(x) = a

x2+4 posiada dokªadnie jeden punkt staªy na R.

Zadanie 23. Niech a = 0,45, b = 0,55. Posªuguj¡c si¦ twierdzeniem Banacha wykaza¢, »e funkcja
f : [a, b]→ [a, b] okre±lona wzorem:

f(x) =
1

2

(
cos

x

2
−
∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣) ,
posiada punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Niech y > x. Przypomnijmy, »e | sinα| 6 |α|, α ∈ R oraz x + y 6 2b dla x, y ∈ [a, b], st¡d
mamy nast¦puj¡ce oszacowanie:∣∣∣∣12 cos

x

2
− 1

2
cos

y

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− sin
x+ y

4
sin

x− y
4

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣x+ y

4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x− y4

∣∣∣∣ 6 b

8
|x− y|

oraz: ∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣− ∣∣∣∣y − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣(x− 1

2

)
−
(
y − 1

2

)∣∣∣∣ = |x− y|.
Zatem prawdziwa jest nierówno±¢:

|f(x)− f(y)| 6 k|x− y|,

gdzie:

k =
b

8
+

1

2
= 0,57.

St¡d w szczególno±ci otrzymujemy inkluzj¦:

f([a, b]) ⊂ [f(0,5)− 0,05k; f(0,5) + 0,05k] ⊂ [0,455; 0,513] ⊂ [a, b],

co na mocy twierdzenia Banacha gwarantuje, »e f posiada w przedziale [a, b] dokªadnie jeden punkt staªy.

Zadanie 24. W oparciu o twierdzenie Banacha, udowodni¢, »e nast¦puj¡ce równania posiadaj¡ dokªadnie
jedno rozwi¡zanie w podanym przedziale:

a) cosx = 1 + x− x2

2 , x ∈ [−1, 1],

b) cosx = 1 + x− x2

2 + x4

4! , x ∈ [−2, 2],

c) ex + cosx = 2x+ 2, x ∈ [−1, 1],

d) sinx = 2x− x3

3! , x ∈ [−
√
3,
√
3],

e) sinx = 2x− 3
8x

2, x ∈ [−1, 1],

f) sinx = 2x− x3

3! +
x5

5! , x ∈ [−
√
5,
√
5],

g) cos(3x) + cos(2x) = 11x+ cos(5x), x ∈
[
0, π10

]
.

Rozwi¡zanie. Przedstawione zostan¡ rozwi¡zania tylko wybranych przykªadów. Pozostaªe równania mo»na
rozwi¡za¢ w analogiczny sposób.
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b) Rozwa»my funkcj¦:

f(x) = cosx− 1 +
x2

2
− x4

4!
= −x

6

6!
+
x8

8!
− x10

10!
+ . . . .

Niech x, y ∈ [−2, 2]. Po zastosowaniu nierówno±ci trójk¡ta dla szeregów dostajemy:

|f(x)− f(y)| 6 1

6!
|x6 − y6|+ 1

8!
|x8 − y8|+ 1

10!
|x10 − y10|+ 1

12!
|x12 − y12|+ . . . ,

sk¡d po wykorzystaniu twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej otrzymujemy:

|f(x)− f(y)| 6
(
1

5!
a5 +

1

7!
a7 +

1

9!
a9 + . . .

)
|x− y| = a5

5!

(
1 +

a2

6 · 7
+

a4

6 · 7 · 8 · 9
+ . . .

)
|x− y| 6

6
a5

5!

(
1 +

a2

42
+

(
a2

42

)2

+ . . .

)
|x− y| = a5

5!
· |x− y|
1− a2

42

6
25

5!
· |x− y|
1− 2

21

=
84

285
|x− y|,

gdzie a = max{|x|, |y|}. Poka»emy jeszcze, »e zachodzi inkluzja f([−2, 2]) ⊂ [−2, 2]. Istotnie, niech
x ∈ [−2, 2]. Wówczas:

|f(x)| 6 |x|
6

6!
+
|x|8

8!
+
|x|10

10!
+ . . . 6

|x|6

6!

(
1 +
|x|2

56
+

(
|x|2

56

)2

+ . . .

)
=

=
|x|6

6!
· 1

1− |x|
2

56

6
26

6!
· 1

1− 22

56

=
56

585
< 2

Na mocy twierdzenia Banacha funkcja f posiada dokªadnie jeden punkt staªy w przedziale [−2, 2].

d) Rozwa»my funkcj¦:

f(x) = sinx− x+
x3

3!
=
x5

5!
− x7

7!
+
x9

9!
− . . . .

Niech x, y ∈ [−
√
3,
√
3]. Podobnie jak w podpunkcie b) znajdujemy oszacowanie:

|f(x)− f(y)| 6 1

5!
|x5 − y5|+ 1

7!
|x7 − y7|+ 1

9!
|x9 − y9|+ . . . ,

sk¡d, na mocy twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej, mamy:

|f(x)− f(y)| 6
(
1

4!
a4 +

1

6!
a6 +

1

8!
a8 + . . .

)
|x− y| = a4

4!

(
1 +

a2

5 · 6
+

a4

5 · 6 · 7 · 8
+ . . .

)
|x− y| 6

6
a4

4!

(
1 +

a2

30
+

(
a2

30

)2

+ . . .

)
|x− y| = a4

4!
· |x− y|
1− a2

30

6
9

4!
· |x− y|
1− 3

30

=
5

12
|x− y|,

gdzie a = max{|x|, |y|}. Poka»emy jeszcze, »e f([−
√
3,
√
3]) ⊂ [−

√
3,
√
3]. Otó» dla x ∈ [−

√
3,
√
3]

mamy oszacowanie:

|f(x)| 6 |x|
5

5!
+
|x|7

7!
+
|x|9

9!
+ . . . 6

|x|5

5!

(
1 +
|x|2

6 · 7
+

|x|4

6 · 7 · 8 · 9
+ . . .

)
6

6
|x|5

5!

(
1 +
|x|2

42
+

(
|x|2

42

)2

+ . . .

)
=
|x|5

5!
· 1

1− |x|
2

42

6
(
√
3)5

5!
· 1

1− (
√
3)2

42

=
21
√
3

260
<
√
3.
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Na mocy twierdzenia Banacha funkcja f posiada dokªadnie jeden punkt staªy nale»¡cy do przedziaªu
[−
√
3,
√
3].

g) Rozwa»my funkcj¦:

f(x) =
1

11

(
cos(3x) + cos(2x)− cos(5x)

)
.

Wówczas, po zastosowaniu nierówno±ci trójk¡ta i twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej, do-
stajemy:

|f(x)− f(y)| 6 1

11

(
| cos(3x)− cos(3y)|+ | cos(2x)− cos(2y)|+ | cos(5x)− cos(5y)|

)
=

=
1

11
|x− y|

(
3| sin(3ξ1)|+ 2| sin(2ξ2)|+ 5| sin(5ξ3)|

)
6

10

11
|x− y|,

gdzie ξk ∈ (min{x, y},max{x, y}) dla ka»dego k = 1, 2, 3. Zauwa»my jeszcze, »e dla x ∈
[
0, π10

]
zachodz¡ nierówno±ci:

cos 2x > 0,

cos 3x− cos 5x > 0,

sk¡d wynika, »e f(x) > 0. Ponadto mamy oszacowanie:

f(x) 6
1

11
(1 + 1) =

2

11
6

π

10
.

Tym samym wykazali±my, »e:
f
([

0,
π

10

])
⊂
[
0,
π

10

]
.

Podsumowuj¡c, z twierdzenia Banacha wynika, »e funkcja f posiada dokªadnie jeden punkt staªy
w przedziale

[
0, π10

]
.

Zadanie 25. Posªuguj¡c si¦ twierdzeniem Banacha, udowodni¢, »e równanie:

1

5
x4 +

13

12
x+ a = 0

dla parametru a ∈
[
− 13

12 ,
53
60

]
posiada dokªadnie jedno rozwi¡zanie w przedziale [−1, 1].

Rozwi¡zanie. Wykonujemy nast¦puj¡ce przeksztaªcenia:

1

5
x4 +

13

12
x+ a = 0,

13

12
x = −a− 1

5
x4,

x = −12

13
a− 12

5 · 13
x4.

Niech f(x) = − 12
13a −

12
5·13x

4. Poka»emy, »e dla parametru a ∈
[
− 13

12 ,
53
60

]
zachodzi inkluzja f([−1, 1]) ⊂

[−1, 1]. Mamy:

f(1) = f(−1) = −12

13
a− 12

5 · 13
> −12

13
· 53
60
− 12

5 · 13
= −1.

Z kolei:

f(−1) = f(1) = −12

13
a− 12

5 · 13
< −12

13
a 6

(
−12

13

)
·
(
−13

12

)
= 1.
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Ponadto, z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej, mamy nast¦puj¡ce oszacowanie:

|f(x)− f(y)| 6 |x− y| sup
t∈[−1,1]

|f ′(t)| = 12 · 4
13 · 5

|x− y|.

Zatem, na mocy twierdzenia Banacha, f posiada dokªadnie jeden punkt staªy w przedziale [−1, 1].

Zadanie 26. Znale¹¢ punkty staªe funkcji f zde�niowanej nast¦puj¡co:

f(x) =
1 + x2

1 + (x− 2)2
, x ∈ R.

Rozstrzygn¡¢ w otoczeniu którego z tych punktów staªych, funkcja f jest kontrakcj¡?
Rozwi¡zanie. Nale»y rozwi¡za¢ równanie:

f(x) = x, x ∈ R,

czyli:
1 + x2

1 + (x− 2)2
= x.

Przeksztaªcamy je nast¦puj¡co:

1 + x2 = x+ x(x2 − 4x+ 4),

x3 − 5x2 + 5x− 1 = 0,

(x− 1)(x2 + x+ 1)− 5x(x− 1) = 0,

(x− 1)(x2 − 4x+ 1) = 0,

zatem:
x = 1 lub x2 − 4x+ 1 = 0.

Otrzymujemy trzy punkty staªe funkcji f :

x = 1, x = 2 +
√
3, x = 2−

√
3.

Korzystaj¡c z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej mamy:

f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y),

przy czym:

f ′(x) =
4
(
2− (x− 1)2

)(
1 + (x− 2)2

)2
oraz:

f ′(1) = 2, f ′(2−
√
3) =

−1 +
√
3

2
, f ′(2 +

√
3) =

−1−
√
3

2
.

Jak wida¢ z powy»szego, ze wzgl¦du na ci¡gªo±¢ f , tylko w otoczeniu punktu staªego x = 2 −
√
3

odwzorowanie f jest kontrakcj¡ (albowiem 0 6 f ′(2−
√
3) < 1).
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Zadanie 27. Udowodni¢, »e dla ka»dego α ∈ [0, 1] funkcja fα(x) = cosα x jest kontrakcj¡. Uzasadni¢, »e
fα posiada punkt staªy xα ∈ [0, 1].
Rozwi¡zanie. W oparciu o twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej otrzymujemy:

|fα(x)− fα(y)| = | cosα x− cosα y| 6 | − α sinx∗ cosα−1 x∗||x− y|,

gdzie x∗ = x∗(x, y) ∈ [min{x, y},max{x, y}] oraz x, y ∈ [0, 1]. Rozwa»my funkcj¦:

g(x) =
sinx

cos1−α x
, x ∈ [0, 1].

Znajdujemy:

g′(x) =
cos2−α x+ (1− α) sin2 x cos−α x

cos2(1−α) x
= cos−α x

cos2 x+ (1− α) sin2 x
cos2(1−α) x

,

sk¡d wynika, »e g(x) jest funkcj¡ rosn¡c¡ na przedziale
[
0, π2

]
. Pojawia si¦ tutaj naturalne pytanie,

a mianowicie, czy speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢:

sup
α∈[0,1]

α sin 1 cosα−1 1 < 1?

Mamy:
α sin 1 cosα−1 1 = α tg 1 cosα 1.

Rozwa»my wi¦c funkcj¦:
h(α) = α tg 1 cosα 1, α ∈ [0, 1].

Znajdujemy:
h′(α) = tg 1 cosα 1 + α tg 1 cosα 1 ln cos 1 = tg 1 cosα 1(1 + α ln cos 1),

sk¡d mo»na ju» ªatwo wydedukowa¢, »e

sup
α∈[0,1]

h(α) = h

(
− 1

ln cos 1

)
= − tg 1

ln cos 1
(cos 1)−

1
ln cos 1 6 0,94.

Funkcja fα jest wi¦c kontrakcj¡ ze staª¡ zw¦»aj¡c¡ równ¡ 0,94 i na mocy twierdzenia Banacha posiada
dokªadnie jeden punkt staªy w przedziale [0, 1].

Zadanie 28. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania:

a) x− α sin x
α+β = 0, x ∈ R, gdzie α, β > 0.

Rozwi¡zanie. Niech f(x) = α sin x
α+β dla x ∈ R oraz ustalamy x, y ∈ R, y > x. Korzystaj¡c

z twierdzenia Lagrange'a, dostajemy oszacowanie:

|f(x)− f(y)| 6 |x− y| sup
{

α

α+ β
cos

t

α+ β
: t ∈ R

}
=

α

α+ β
|x− y|.

Na mocy twierdzenia Banacha f ma dokªadnie jeden punkt staªy na osi liczbowej. �atwo spraw-
dzamy, »e jest to x = 0.

b) x− α cos x
α+β = 0, x ∈ R, gdzie α, β > 0.

Wskazówka. Rozwi¡za¢ analogicznie jak podpunkt a).
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Zadanie 29. Niech a > 0. Posªuguj¡c si¦ twierdzeniem Banacha pokaza¢, »e funkcja zde�niowana nast¦-
puj¡co:

f(x) = − arctg(x+ a) + arctg x+ arctg a, x ∈ [0,∞),

posiada jedyny punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Niech x, y ∈ [0,∞), y > x. Korzystaj¡c z twierdzenia Lagrange'a, dostajemy:

|f(x)− f(y)| 6 |x− y| sup
t∈[0,∞)

|f ′(t)|,

przy czym:

f ′(t) =
1

1 + t2
− 1

1 + (a+ t)2
.

Mamy:

f ′(0) = 1− 1

1 + a2

oraz:
f ′(t) <

1

1 + t2
< 1, t > 0.

Z ci¡gªo±ci f ′, na mocy twierdzenia Weierstrassa o osi¡ganiu kresów, wynika, »e:

m := max
t∈[0,1]

f ′(t) < 1.

Z kolei dla t > 1 mamy oszacowanie:

f ′(t) 6
1

2
,

czyli:
sup

t∈[0,∞)

f ′(t) < 1.

Odwzorowanie f jest wi¦c kontrakcj¡ oraz f([0,∞)) ⊂
[
0, π2

]
. Zatem f posiada jedyny punkt staªy x = 0.

Poka»emy dodatkowo w jaki sposób mo»na otrzyma¢ staª¡ zw¦»aj¡c¡ k dla funkcji f (ze wzgl¦du na
zwykª¡ odlegªo±¢ w przedziale [0,∞)).

Lemat 1. Zachodz¡ nierówno±ci (a, x > 0):

1

1 + x2
− 1

1 + (x+ a)2
6


3
√
3

8 a,

1− 1
1+3a2 = 3a2

1+3a2 , gdy a > 1 i x 6 1,

1
2 , gdy x > 1.

Dowód. Z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej otrzymujemy równo±¢:

1

1 + x2
− 1

1 + y2
=

−2ξ
(1 + ξ2)2

(x− y),

dla dowolnych x, y > 0, x 6 y, gdzie ξ = ξ(x, y) ∈ (x, y). Rozwa»my funkcj¦:

g(x) :=
x

(1 + x2)2
, x > 0.
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Znajdujemy:

g′(x) =
(1 + x2)2 − 4x2(1 + x2)

(1 + x2)4
=

1− 3x2

(1 + x2)3
.

Funkcja g przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ dla x =
√
3
3 :

g

(√
3

3

)
=

√
3
3(

1 +
(√

3
3

)2)2 =
3
√
3

16
,

sk¡d: ∣∣∣∣ 1

1 + x2
− 1

1 + y2

∣∣∣∣ 6 3
√
3

8
|x− y|,

czyli:
1

1 + x2
− 1

1 + (x+ a)2
6

3
√
3

8
a.

Niech teraz a > 1 i x 6 1. Wówczas mamy:

1

1 + x2
− 1

1 + (x+ a)2
−
(
1− 1

1 + 3a2

)
=

(1 + 3a2)
(
(a+ x)2 − x2)− 3a2(1 + x2)(1 + (a+ x)2

)
(1 + x2)

(
1 + (a+ x)2

)
(1 + 3a2)

=

=
(a+ x)2 − x2 − 6a2x2 − 3a2 − 3a2x2(a+ x)2

(1 + x2)
(
1 + (a+ x)2

)
(1 + 3a2)

=

=
2ax− 2a2 − 6a2x2 − 3a2x2(a+ x)2

(1 + x2)
(
1 + (a+ x)2

)
(1 + 3a2)

.

Zauwa»my, »e je±li ax > 1, to 2ax < 6a2x2, natomiast gdy ax < 1, to 2ax < 2 oraz 2 6 2a2, czyli
2ax < 2a2. Innymi sªowy, mamy:

1

1 + x2
− 1

1 + (a+ x)2
< 1− 1

1 + 3a2
.

�

Zadanie 30. Niech 1 > a0 > a1 > 2a2 > 3a3 > . . . > nan > 0. Udowodni¢, »e wówczas funkcja:

f(x) :=

n∑
i=0

(−1)iaixi

posiada dokªadnie jeden punkt staªy x ∈ (0, 1).
Rozwi¡zanie. Podstaw¡ dowodu jest nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 2. Niech b1 > b2 > . . . > bn > 0. Wówczas zachodzi nierówno±¢:

Bn := b1 − b2 + b3 − . . .+ (−1)n+1bn 6

b1 − bn, gdy n ∈ 2N,

b1 − bn−1 + bn, gdy n ∈ 2N+ 1.
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Dowód. Powy»sze oszacowanie otrzymujemy poprzez grupowanie skªadników w sumie Bn i analiz¦ znaków
otrzymanych nowych skªadników:

Bn = b1 − (b2 − b3)− (b4 − b5)− . . .−

bn, gdy n ∈ 2N,

(bn−1 − bn), gdy n ∈ 2N+ 1.

�

Wprost z lematu 2 wynika, »e dla x ∈ [0, 1] zachodzi nierówno±¢:

0 6 f(x) 6 a0,

co implikuje inkluzj¦ f([0, 1]) ⊂ [0, 1]. Z kolei, z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej i ponownie
w oparciu o lematu 2, otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie:

|f(x)− f(y)| 6 |x− y| sup
ξ∈[0,1]

|f ′(ξ)| 6

(a1 − nan)|x− y|, gdy n ∈ 2N,(
a1 − (n− 1)an−1 + nan

)
|x− y|, gdy n ∈ 2N+ 1.

St¡d tez¦ zadania dostajemy przez wzgl¡d na twierdzenie Banacha.

Zadanie 31. Wykaza¢, »e funkcja:

f(x) = cosγ x sinx, x ∈
[
0,
π

2

]
,

gdzie γ > 0, posiada jedyny punkt staªy.
Rozwi¡zanie. Niech x, y ∈

[
0, π2

]
, y > x. Korzystaj¡c z twierdzenia Lagrange'a, mamy nast¦puj¡ce osza-

cowanie:
|f(x)− f(y)| 6 |x− y| sup

t∈[0,π2 ]
|f ′(t)|,

przy czym:

f ′(x) = −γ cosγ−1 x sin2 x+ cosγ+1 x = cosγ−1 x(cos2 x− γ sin2 x) = cosγ−1 x
(
1− (1 + γ) sin2 x

)
.

St¡d mo»na wywnioskowa¢, »e minimalna i maksymalna warto±¢ funkcji f w przedziale
[
0, π2

]
, odpowiada

sytuacji, gdy:
cosx = 0

lub:

sinx =

√
1

1 + γ

(
wtedy cosx =

√
γ

1 + γ

)
i jest równa, odpowiednio, 0 oraz

√
γγ

(1+γ)1+γ < 1. Zachodzi inkluzja f
([
0, π2

])
⊂ [0, 1] oraz nierówno±¢:

|f(x)− f(y)| 6 |x− y| γγ

(1 + γ)1+γ
,

czyli f jest kontrakcj¡ i na mocy twierdzenia Banacha posiada w przedziale
[
0, π2

]
dokªadnie jeden punkt

staªy.
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Uwaga 11. Rozwa»my funkcj¦:

g(γ) =
γγ

(1 + γ)1+γ
.

Mamy:

g′(γ) =
γγ ln γ

1+γ

(1 + γ)1+γ
,

sk¡d wynika, »e g jest funkcj¡ malej¡c¡, przy czym:

lim
γ→0+

g(γ) = 1 oraz lim
γ→∞

g(γ) = 0.

Zadanie 32. Niech f : [0, 1]→ [0, 1], f ∈ C1([0, 1]).

a) Udowodni¢, »e odwzorowanie f jest kontrakcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy:

sup
x∈[0,1]

|f ′(x)| < 1.

Rozwi¡zanie. Niech M := sup
x∈[0,1]

|f ′(x)|. Na mocy twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej dla

dowolnych x, y ∈ [0, 1], x < y, istnieje t ∈ (x, y) takie, »e:

|f(x)− f(y)| = |f ′(t)|(y − x) 6M(y − x).

St¡d, je±li M < 1, to f jest kontrakcj¡. Z kolei, gdy f jest kontrakcj¡, to istnieje 0 < m < 1, takie
»e dla dowolnych x, y ∈ [0, 1]:

|f(x)− f(y)| 6 m|x− y|. (7)

St¡d, je±li x, y ∈ [0, 1], x < y, to istnieje t ∈ (x, y) takie, »e:

|f(x)− f(y)| = |f ′(t)|(y − x)

i wobec (7):
|f ′(t)| 6 m.

Zatem wobec ci¡gªo±ci funkcji f ′, na mocy twierdzenia Weierstrassa o osi¡ganiu kresów, mamy
M 6 m < 1.

b) Udowodni¢, »e je±li f jest kontrakcj¡, to dla ka»dego x ∈ [0, 1] istnieje granica:

lim
n→∞

n∑
i=0

f i(x)

n
,

równa jedynemu punktowi staªemu funkcji f .
Rozwi¡zanie. Poniewa» odwzorowanie f jest kontrakcj¡, wi¦c posiada dokªadnie jeden punkt staªy
z ∈ [0, 1]. Niech y ∈ [0, 1]. Mamy:

n∑
i=0

f i(y) =

n∑
i=0

(
f i(y)− f i(z)

)
+

n∑
i=0

f i(z) =

n∑
i=0

(
f i(y)− f i(z)

)
+ (n+ 1)z,
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ale:
|f i(y)− f i(z)| = |f ′(ξ)||f i−1(y)− f i−1(z)| 6M |f i−1(y)− f i−1(z)|,

gdzie ξ le»y pomi¦dzy liczbami f i−1(y) oraz f i−1(z), natomiast:

M := sup
y∈[0,1]

|f ′(y)|.

Na podstawie a) mamy M < 1. Dla i-tej iteracji zachodzi nierówno±¢:

|f i(y)− f i(z)| 6M i|y − z|.

St¡d otrzymujemy bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
i=0

(
f i(y)− f i(z)

)
.

Zatem:
n∑
i=0

f i(y)

n
=


n∑
i=0

(
f i(y)− f i(z)

)
n

+
n+ 1

n
z

 −→n→∞ z.

c) Udowodni¢, »e dla ka»dego x ∈ R istnieje granica:

lim
n→∞

n−1∑
i=0

pi(x)

n2
,

gdzie p0(x) = x, p(x) = x+ f(x) oraz pi(x) = p
(
pi−1(x)

)
, i = 1, 2, . . . Dodatkowo zakªadamy tu, »e

f : R→ R jest funkcj¡ okresow¡ o okresie 1 oraz |f ′(x)| < 1, x ∈ R.

Zadanie 33. Funkcja F ∈ C([a, b]× R) speªnia nast¦puj¡cy warunek:

(
∃m > 0

)(
∃M > 0

)(
∀x ∈ [a, b]

)(
∀y1, y2 ∈ R

)
: y1 6= y2 ⇒ m 6

F (x, y1)− F (x, y2)
y1 − y2

6M.

Udowodni¢, »e: (
∃!f ∈ C([a, b])

)(
∀x ∈ [a, b]

)
: F
(
x, f(x)

)
= 0.

Rozwi¡zanie. Rozwa»my odwzorowanie:

C([a, b]) 3 g 7→ A(g),

gdzie:

A(g)(x) := g(x)− 1

m+M
F
(
x, g(x)

)
, x ∈ [a, b].

Wówczas, dla dowolnych g, h ∈ C[(a, b)], x ∈ [a, b], dostajemy:

A(g)(x)−A(h)(x) = g(x)− h(x)− 1

m+M

(
F
(
x, g(x)

)
− F

(
x, h(x)

))
.
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St¡d, je±li g(x) 6= h(x), to:

|A(g)(x)−A(h)(x)| 6 |g(x)− h(x)| max
x∈[a,b]

∣∣∣∣∣1− 1

m+M
·
F
(
x, g(x)

)
− F

(
x, h(x)

)
g(x)− h(x)

∣∣∣∣∣ 6
6

M

m+M
|g(x)− h(x)|,

sk¡d:

‖A(g)−A(h)‖ 6 M

m+M
‖g − h‖

i na mocy twierdzenia Banacha (korzystamy z zupeªno±ci przestrzeni C[(a, b)] z norm¡ supremum) od-
wzorowanie A posiada dokªadnie jeden punkt staªy, co implikuje tez¦ zadania.

Zadanie 34. (M. Krych, projekt) Niech h b¦dzie homeomor�zmem przestrzeni metrycznej na siebie.
Udowodni¢, »e je±li dla pewnego ustalonego punktu x0 zbiór:

A = {hn(x0) : n ∈ Z}

jest zwarty, to jest on równie» zbiorem sko«czonym.

Zadanie 35. (projekt) Pokaza¢, »e istnieje ci¡gªa funkcja f : R → R taka, »e nast¦puj¡cy ci¡g iteracji
{fk(0)}∞k=1 jest g¦sty na R.

Zadanie 36. (projekt) Rozwa»my nast¦puj¡ce wielomiany (wszystkie s¡ wielomianami minimalnymi
swoich pierwiastków, to jest dla ka»dego z tych pierwiastków nie istnieje wielomian o wspóªczynnikach
wymiernych stopnia mniejszego, którego byªyby pierwiastkiem):

θ7(z) =

3∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

7

)
= z3 + z2 − 2z − 1, (8)

θ9(z) =

3∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

9

)
= z3 − 3z + 1, (9)

θ11(z) =

5∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

11

)
=

5∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

11

)
= z5 + z4 − 4z3 − 3z2 + 3z + 1, (10)

θ15(z) =

4∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

15

)
= z4 − z3 − 4z2 + 4z + 1, (11)

θ21(z) =

6∏
k=1

(
z − 2 cos

2kπ

21

)
= z6 − z5 − 6z4 + 6z3 + 8z2 − 8z + 1. (12)
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a) Udowodni¢ nast¦puj¡ce to»samo±ci:

θ7(z) = θ9(z) + z2 + z − 2, (13)

θ15(z) = (z − 1)θ9(z)− z2 + 2, (14)

θ15(z) = (z − 2)θ7(z) + z − 1, (15)

θ11(z) = (z2 − 2)θ7(z)− z − 1, (16)

zθ11(z) =
(
z + θ7(z)

)
θ9(z)− z2 − z + 1, (17)

θ21(z) = (z2 − 2)θ15(z)− z2 + 3, (18)

b) Udowodni¢, na podstawie to»samo±ci (9) i (13), »e zbiór A9 :=
{
2 cos 2kπ

9 : k = 1, 2, 3
}

nie jest
3-elementow¡ orbit¡ wielomianu θ7 (zob. de�nicj¦ 5).
Wskazówka. Mamy θ7

(
2 cos 2kπ

9

)
= (−1)k2 cos 8kπ

9 , k ∈ Z, 3 - k. St¡d dostajemy:

θ7

(
2 cos

8π

9

)
= 2 cos

4π

9
, θ7

(
2 cos

4π

9

)
= 2 cos

2π

9
, ale θ7

(
2 cos

2π

9

)
= −2 cos 8π

9
.

c) Udowodni¢, »e zbiór A9 jest 3-elementow¡ orbit¡ nast¦puj¡cych wielomianów:

i) na podstawie (9):
H9(z) := θ9(z) + z2 − 2 = z3 + z2 − 3z − 1,

ii) na podstawie (9) i (17):

H11(z) := −zθ11(z)− z − 1 = −z6 − z5 + 4z4 + 3z3 − 3z2 − 2z − 1,

iii) na podstawie (9) i (14):

H15(z) := −θ15(z) = −z4 + z3 + 4z2 − 4z − 1.

d) Udowodni¢, »e elementy zbioru A9 s¡ punktami staªymi nast¦puj¡cych wielomianów:

i) na podstawie (9):
L9(z) := θ9(z) + z = z3 − 2z + 1,

ii) na podstawie (9) i (17):

L11(z) := −zθ11(z)− z2 + 1 = −z6 − z5 + 4z4 + 3z3 − 4z2 − z + 1,

iii) na podstawie (9) i (14):

L15(z) := θ15(z) + z2 + z − 2 = z4 − z3 − 3z2 + 5z − 1.

e) Udowodni¢, »e zbiór A7 :=
{
2 cos 2kπ

7 : k = 1, 2, 3
}
jest 3-elementow¡ orbit¡ nast¦puj¡cych wielo-

mianów:

i) na podstawie (8):
G7(z) := −θ7(z) + z2 − 2 = −z3 + 2z − 1,
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ii) na podstawie (8) i (16):

G11(z) := θ11(z) + z2 + z − 1 = z5 + z4 − 4z3 − 2z2 + 4z,

iii) na podstawie (8) i (15):

G15(z) := θ15(z) + z2 − z − 1 = z4 − z3 − 3z2 + 3z.

f) Udowodni¢, na podstawie to»samo±ci (18), »e zbiórA15 =
{
2 cos 2kπ

15 : k = 1, 2, 3, 4
}
jest 4-elementow¡

orbit¡ wielomianu 1− θ21.

g) Udowodni¢, »e elementy zbioru A7 s¡ punktami staªymi nast¦puj¡cych wielomianów:

i) na podstawie (8):
K7(z) := θ7(z) + z = z3 + z2 − z − 1,

ii) na podstawie (8) i (16):

K11(z) := θ11(z) + 2z + 1 = z5 + z4 − 4z3 − 3z2 + 5z + 2,

iii) na podstawie (8) i (15):

K15(z) := θ15(z) + 1 = z4 − z3 − 4z2 + 4z + 2.

Uwaga 12. Na podstawie poni»szego twierdzenia Szarkowskiego wszystkie wielomiany z podpunktów c)
i e) zadania 36 maj¡ n-elementowe orbity dla ka»dego n ∈ N.

Twierdzenie 4 (Szarkowski, 1964). Niech f : I → I, gdzie I = R lub I ⊂ R jest przedziaªem zwartym
w standardowej metryce. Niech m ∈ N. Je±li f jest odwzorowaniem ci¡gªym oraz posiada orbit¦ m-
elementow¡, to f posiada te» orbit¦ n-elementow¡ dla ka»dej liczby naturalnej n, która wyst¦puje po
liczbie m w nast¦puj¡cym porz¡dku � liczb naturalnych:

3 � 5 � 7 � 9 � . . .

. . . � 2 · 3 � 2 · 5 � 2 · 7 � 2 · 9 � . . .

. . . � 22 · 3 � 22 · 5 � 22 · 7 � 22 · 9 � . . .

. . . � 23 · 3 � 23 · 5 � 23 · 7 � 23 · 9 � . . .

. . . � 2n � 2n−1 � . . . � 22 � 2 � 1.

Innymi sªowy, liczba 3 jest najwi¦ksza w tym uporz¡dkowaniu i ogólnie, je±li k, l ∈ N0, r, s ∈ 2N + 1, to
2kr � 2ls o ile k < l lub k = l i r < s.

Niezwykle ciekawy rys historyczny dotycz¡cy tego twierdzenia jak i ró»ne dowody znale¹¢ mo»na w pra-
cach [5, 10,12].
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