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Wprowadzenie do algorytmów rekurencyjnych

Streszczenie. Artykuª prezentuje, czym jest rekurencja, jakie s¡ jej mocne i sªabe strony.
Zostaªo w nim tak»e zaprezentowanych i omówionych kilka prostych algorytmów rekurencyjnych.
W artykule przedstawiono rekurencyjne i iteracyjne wersje algorytmów pot¦gowania, obliczania
silni, obliczania wyrazów ci¡gu Fibonacciego, a tak»e rekurencyjne wersje rozwi¡zania problemów
wie» Hanoi i reprezentacji liczby naturalnej w postaci sumy naturalnych skªadników.

Sªowa kluczowe: algorytm, rekurencja, zªo»ono±¢ obliczeniowa, silnia, ci¡g Fibonacciego, wie»a
Hanoi.

1.Wst¦p

Rekurencja jest jednym z podstawowych poj¦¢ u»ywanych w informatyce. �wiadomie zastosowana
staje si¦ bardzo mocnym narz¦dziem programisty. Je±li jednak u»ywa si¦ jej nieodpowiednio, mo»e sta¢
si¦ przyczyn¡ wielu kªopotów. Dlatego te» wa»ne jest, aby zrozumie¢ zasad¦ przetwarzania rekurencyjnego
na samym pocz¡tku ksztaªcenia in»yniera informatyka.

Niniejszy artykuª jest prób¡ przyst¦pnego wyja±nienia poj¦cia rekurencji. Na kilku prostych przykªa-
dach zostan¡ pokazane zalety podej±cia rekurencyjnego, a tak»e zasygnalizowane sªabe strony rozwi¡za«
rekurencyjnych. Prezentowane algorytmy zapisywane s¡ w postaci fragmentów kodu w j¦zyku C. Zakªa-
da si¦, »e czytelnik w co najmniej podstawowym zakresie zna ten j¦zyk lub inny j¦zyk programowania
wywodz¡cy si¦ z j¦zyka C.

Warto zauwa»y¢, »e rekurencja nie zostaªa wymy±lona przez czªowieka, ale wyst¦puje w przyrodzie
niemal od zawsze. Rekurencyjne wzory mo»na odnale¹¢ u wielu ro±lin i zwierz¡t. Przykªadem mog¡ by¢
chocia»by zwini¦te planspiralnie (w jednej pªaszczy¹nie) muszle morskich gªowonogów z rz¦du ªodzików
(Nautilida), czy cechuj¡ce si¦ samopodobie«stwem li±cie paproci. Nawet w ±wiecie nieo»ywionym mo»na
odnale¹¢ przykªady rekurencji. Wystarczy na przykªad przyjrze¢ si¦ bli»ej pªatkom padaj¡cego zim¡
±niegu, by dopatrze¢ si¦ powtarzaj¡cych si¦ ksztaªtów.
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2. Proste przykªady rekurencji

Istota rekurencji polega na wykorzystaniu w rozwi¡zaniu problemu zaªo»enia, »e potra�my ten sam
problem rozwi¡za¢ tylko dla nieco mniejszej skali (np. dla mniejszej warto±ci danej wej±ciowej). Je»eli
z tego zaªo»enia potra�my wywie±¢ rozwi¡zanie dla wi¦kszej skali, otrzymujemy rozwi¡zanie rekurencyjne.
Przykªadem takiego sposobu my±lenia mo»e by¢ obliczanie n-tej pot¦gi liczby x, gdzie n ∈ N. Aby policzy¢
xn, nale»y najpierw wyznaczy¢ warto±¢ xn−1 i nast¦pnie t¦ warto±¢ pomno»y¢ przez x. Poniewa» jednak
nie znamy warto±ci xn−1, do jej policzenia mo»emy zastosowa¢ t¦ sam¡ metod¦. Taki sposób post¦powania
powtarzamy a» do momentu, gdy nast¦puje potrzeba wyznaczenia warto±ci x1. Oczywistym jest »e x1 = x

i z tej wªasno±ci korzystamy1.
Przykªadowo zaªó»my, »e chcemy policzy¢ warto±¢ 35. Poniewa» nie wiemy, ile to jest, najpierw musimy

wyliczy¢ 34 a nast¦pnie uzyskan¡ warto±¢ pomno»y¢ przez 3. Do policzenia 34 musimy najpierw obliczy¢
33 i pomno»y¢ obliczon¡ warto±¢ przez 3. Aby wyznaczy¢ 33, trzeba najpierw ustali¢, ile to jest 32,
a to z kolei wymaga przemno»enia 31 · 3. Wreszcie okre±lenie warto±ci 31 jest zadaniem trywialnym. Dla
wszystkich jest oczywiste, »e jest to 3. W tym przypadku nie musimy ju» odwoªywa¢ si¦ do ni»szej pot¦gi
trójki, ale za wynik wprost przyjmujemy warto±¢ 3. Taka sytuacja jest czym± naturalnym w przetwarzaniu
rekurencyjnym i nazywamy j¡ przypadkiem bazowym lub przypadkiem szczególnym. Obok przypadku
bazowego wyst¦puje przypadek ogólny. W omawianym przykªadzie odnosi si¦ on do tych miejsc, gdzie
posªugujemy si¦ mno»eniem ni»szej pot¦gi przez 3.

Formalnie obliczanie warto±ci naturalnej pot¦gi liczby x mo»na zapisa¢ za pomoc¡ równania

f(x) =

{
x dla n = 1,

xn−1 · x dla n > 1.
(1)

Równanie to mo»e by¢ podstaw¡ do zde�niowania odpowiedniej funkcji w j¦zyku C.

1 double recpower(double x, int n)

2 {

3 if ( n > 1 )

4 return recpower(x, n - 1) * x;

5 else

6 return x;

7 }

Listing 1. Rekurencyjna wersja funkcji obliczaj¡cej pot¦g¦

Za pomoc¡ funkcji o nazwie recpowermo»na obliczy¢ naturaln¡ pot¦g¦ liczby x w sposób rekurencyjny
(o ile tylko jako parametr n zostanie podstawiona liczba naturalna wi¦ksza lub równa 1). Mo»na w niej
wyró»ni¢ obydwa elementy typowe dla funkcji rekurencyjnych. Linia 4 kodu to przypadek ogólny, gdzie do
wyliczenia wi¦kszej pot¦gi liczby korzystamy ze znajomo±ci pot¦gi mniejszej (czyli wywoªujemy ponownie
funkcj¦ recpower). W linii szóstej wyst¦puje za± przypadek bazowy, dla którego rozwi¡zanie jest oczywiste
i nie jest wymagane wywoªywanie funkcji rekurencyjnej.

Jednym z bª¦dów popeªnianych przez pocz¡tkuj¡cych programistów jest zbytnie koncentrowanie si¦
na przypadku ogólnym i w konsekwencji pomijanie przypadku bazowego. Listing 2 przedstawia tak¡
sytuacj¦.

1Poniewa» zero w matematyce jest czasem traktowane jako liczba naturalna, a czasem nie, w opracowaniu niniejszym

przyj¦to, »e liczbami naturalnymi s¡ wyª¡cznie liczby caªkowite wi¦ksze od zera.



Wprowadzenie do . . . 89

1 double recpower(double x, int n)

2 {

3 return recpower(x, n - 1) * x;

4 }

Listing 2. Pomini¦ty przypadek bazowy

W stosunku do wersji poprawnej (listing 1) usuni¦to tu sprawdzanie warunku (linia 3 na listingu 1),
w efekcie czego obliczenia b¦d¡ trwaªy niemal w niesko«czono±¢2. Przeanalizujmy dokªadniej, jak w takim
przypadku b¦dzie obliczana warto±¢ funkcji recpower(3.0, 2). Zgodnie z kodem funkcji nale»y policzy¢
t¦ warto±¢ jako recpower(3.0, 1) * 3.0. �eby wyznaczy¢ warto±¢ recpower(3.0, 1) trzeba wpierw
policzy¢, ile to jest recpower(3.0, 0), co z kolei wymaga wyznaczenia warto±ci recpower(3.0, -1)

i tak dalej. W »adnym momencie przetwarzania nie wystepuje sytuacja przerywaj¡ca ten niesko«czony
ªa«cuch wywoªa«. Obliczenia b¦d¡ wykonywane a» do wyczerpania zasobów komputera.

Spostrzegawczy Czytelnik zauwa»y zapewne, »e pot¦g¦ mo»na obliczy¢ tak»e bez u»ycia rekurencji.
Przecie»

xn =

n∏
i=1

x, (2)

a tak¡ operacj¦ obliczania iloczynu mo»na bardzo ªatwo zrealizowa¢ za pomoc¡ p¦tli for, co zaprezento-
wano na listingu 3. Rozwi¡zanie takie okre±la si¦ mianem metody iteracyjnej.

1 double itpower(double x, int n)

2 {

3 double result = 1.0;

4 for (int i = 1; i <= n; i++)

5 result = result * x;

6 return result;

7 }

Listing 3. Iteracyjna wersja funkcji obliczaj¡cej pot¦g¦

Najcz¦±ciej chyba podawanym przykªadem algorytmu rekurencyjnego jest algorytm obliczania silni.
Silni¦ rekurencyjnie mo»na zde�niowa¢ nast¦puj¡co:

n! =

{
1 dla n = 0,

n · (n− 1)! dla n > 1.
(3)

Bazuj¡c wprost na tej de�nicji mo»na zaproponowa¢ rekurencyjn¡ funkcj¦ obliczaj¡c¡ silni¦:

1 int factorial(int n)

2 {

3 if (n >= 1)

4 return n * factorial(n - 1);

5 else

6 return 1;

7 }

Listing 4. Rekurencyjna wersja funkcji obliczaj¡cej silni¦

Warto zauwa»y¢, »e funkcja ta jest bardzo podobna do funkcji recpower licz¡cej pot¦g¦ (zob. listing 1).
Nale»y zatem oczekiwa¢, »e tak»e w tym przypadku mo»liwe jest znalezienie rozwi¡zania znajduj¡cego

2Próba wykonania takiego kodu zako«czy si¦ bª¦dem spowodowanym przepeªnieniem stosu, wynikaj¡cym z braku mo»-

liwo±ci utworzenia niesko«czonej liczby zmiennych w pami¦ci komputera.
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silni¦ metod¡ iteracyjn¡. Tak rzeczywi±cie jest. Dla liczb caªkowitych dodatnich silni¦ mo»na obliczy¢ ze
wzoru:

n! =

n∏
i=1

i, (4)

a wzór ten przekªada si¦ wprost na funkcj¦ licz¡c¡ silni¦ w sposób iteracyjny:

1 int factorial2(int n)

2 {

3 int result = 1;

4 for (int i = 1; i <= n; i++)

5 result = result * i;

6 }

Listing 5. Iteracyjna wersja funkcji obliczaj¡cej silni¦

Bez wzgl¦du na sposób zapisu obydwie funkcje (rekurencyjna i iteracyjna) do wyznaczenia warto±ci
silni u»ywaj¡ dokªadnie tych samych dziaªa«. Jest to wielokrotne mno»enie kolejnych liczb caªkowitych
pocz¡wszy od 1. Przyjrzyjmy si¦, jak wyznaczana b¦dzie warto±¢ rekurencyjnej funkcji factorial dla
n = 4.

factorial(4) =

4 * factorial(3) =

4 * 3 * factorial(2) =

4 * 3 * 2 * factorial(1) =

4 * 3 * 2 * 1 * factorial(0)=

4 * 3 * 2 * 1 * 1.

Porównajmy to ze sposobem, w jaki zmienia si¦ warto±¢ zmiennej result podczas obliczania silni itera-
cyjnie. Zmiennej tej nadawana jest warto±¢ pocz¡tkowa równa 1. Nast¦pnie w p¦tli zmienna jest mno»ona
przez kolejne warto±ci pocz¡wszy od 1 a sko«czywszy na n. Ko«cowa warto±¢ zmiennej result zwracana
jako wynik funkcji jest zatem wynikiem nast¦puj¡cych oblicze«

result = 1 * 1 * 2 * 3 * 4.

Znaczy to, »e w obydwu przypadkach wynik jest liczony dokªadnie tak samo. Tak w wersji rekurencyjnej,
jak i iteracyjnej, znalezienie wyniku wi¡»e si¦ z wykonaniem tej samej liczby mno»e«, na tych samych ar-
gumentach. Je»eli uznamy, »e mno»enie w tym problemie jest operacj¡ dominuj¡c¡ i pominiemy pozostaªe
mniej istotne operacje, mo»emy stwierdzi¢, »e obydwie funkcje licz¡ce silni¦ s¡ równie dobre. W praktyce
jednak zaniedbanie wpªywu pozostaªych operacji na czas trwania oblicze« nie jest wªa±ciwe. Wywoªanie
ka»dej funkcji (tak»e rekurencyjnej) obci¡»one jest du»ym narzutem czasowym i dlatego, gdy mamy do
dyspozycji dwie wersje funkcji rekurencyjn¡ i iteracyjn¡ dziaªaj¡ce tak samo, zawsze nale»y wybiera¢
wersj¦ iteracyjn¡. Je»eli zauwa»y si¦, »e ka»dy program (tak»e ten zawieraj¡cy funkcje rekurencyjne) jest
kompilowany do kodu binarnego wykonywanego przez procesor sekwencyjnie, mo»na doj±¢ do wniosku,
»e zawsze mo»na poda¢ wersj¦ sekwencyjn¡ dla danego algorytmu rekurencyjnego. Je±li nawet co± takiego
jest prawd¡, to znalezienie sekwencyjnej wersji rekurencyjnych algorytmów nie zawsze jest tak proste,
jak miaªo to miejsce w przypadku pot¦gowania, czy obliczania silni.
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3. Ci¡g Fibonacciego

W 1202 roku matematyk Leonardo z Pizy zwany Fibonaccim napisaª rozpraw¦ Liber Abaci, w której
znalazªo si¦ mi¦dzy innymi zadanie o królikach o nast¦puj¡cej tre±ci: Ile b¦dzie po roku par królików, które

urodz¡ si¦ jako potomstwo jednej pary, je±li ka»da para wydaje na ±wiat co miesi¡c now¡ par¦, zdoln¡

z kolei po miesi¡cu do rozmna»ania, i je±li »adna para w tym czasie nie ginie?

Aby rozwi¡za¢ zadanie przyjmijmy, »e pierwsza para narodziªa si¦ w styczniu. Po miesi¡cu (czyli
w lutym) pierwsza para królików osi¡ga dojrzaªo±¢ i w marcu rodzi si¦ kolejna para, która osi¡gnie
dojrzaªo±¢ po miesi¡cu (w kwietniu), a po dwóch (w maju) wyda na ±wiat kolejn¡ par¦. Pierwsza para
pocz¡wszy od marca co miesi¡c b¦dzie generowa¢ kolejn¡ par¦ mªodych. Tak»e ka»da kolejna para po
dwóch miesi¡cach od urodzenia b¦dzie co miesi¡c rodzi¢ swoje mªode i tak dalej. W efekcie otrzymujemy
nast¦puj¡ce liczby par królików w kolejnych miesi¡cach (zob. tabela 1). W ka»dym kolejnym miesi¡cu
liczba par królików wzrasta w stosunku do miesi¡ca poprzedniego dokªadnie o liczb¦ par, jakie byªy o 2
miesi¡ce wcze±niej (jako »e te wªa±nie pary maj¡ wtedy mªode).

Tabela 1. Liczby par królików w kolej-
nych miesi¡cach

Miesi¡c Liczba par królików

Stycze« 1
Luty 1

Marzec 2
Kwiecie« 3

Maj 5
Czerwiec 8
Lipiec 13
Sierpie« 21
Wrzesie« 34

Pa¹dziernik 55
Listopad 89
Grudzie« 144

Uzyskany w ten sposób ci¡g liczbowy, którego elementami s¡ liczby par królików w kolejnych miesi¡-
cach, nazywany jest ci¡giem Fibonacciego. Rekurencyjny wzór na kolejne wyrazy tego ci¡gu jest nast¦-
puj¡cy:

fib(n) =

{
1 dla n < 3,

fib(n− 2) + fib(n− 1) dla n > 3.
(5)

Wzór 5 mo»na zapisa¢ w postaci funkcji w j¦zyku C:

1 int fib(int n)

2 {

3 if (n < 3)

4 return 1;

5 else

6 return fib(n - 2) + fib(n - 1);

7 }

Listing 6. Rekurencyjna wersja funkcji obliczaj¡cej n-ty wyraz ci¡gu Fibonacciego
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Przedstawiona na listingu 6 funkcja oblicza warto±¢ n-tego wyrazu ci¡gu Fibonacciego w sposób
niewydajny. W przypadku, gdy n przekracza 3, funkcja ta, dla niektórych warto±ci parametru, oblicza t¦
sam¡ warto±¢ wielokrotnie. Na rysunku 1 przedstawiono drzewo wywoªa« funkcji fib dla parametru n

równego 5.

Rysunek 1. Drzewo wywoªa« podczas obliczania warto±ci funkcji Fib(5)

Wyznaczenie warto±ci fib(5) wymaga zsumowania fib(4) i fib(3). Z kolei aby znale¹¢ fib(4)

trzeba wyliczy¢ fib(3) i fib(2). Warto±¢ fib(3) jest zatem liczona dwukrotnie. Warto±¢ fib(2), jak
wynika z drzewa wywoªa«, jest wyznaczana nawet trzykrotnie. Co gorsza im wi¦ksza warto±¢ parametru
n, tym wi¦cej pojawia si¦ wielokrotnie obliczanych warto±ci funkcji. To niewydajne dziaªanie (bez zapa-
mi¦tywania wcze±niej ju» policzonych warto±ci) jest jednym z mankamentów rozwi¡za« rekurencyjnych.

Opisywana uªomno±¢ nie wyst¦puje przy iteracyjnym wyznaczaniu elementów ci¡gu Fibonacciego.
Jednak napisanie funkcji iteracyjnej nie jest ju» tak trywialne, jak byªo to w przypadku pot¦gowania, czy
liczenia silni. We wcze±niejszych przypadkach wystarczyªo u»y¢ jednej zmiennej i przechowywa¢ w niej
poprzedni¡ warto±¢ cz¦±ciowego wyniku. Tym razem potrzeba b¦dzie wi¦kszej liczby zmiennych. Listing
7 prezentuje pierwsze przybli»enie funkcji iteracyjnej obliczaj¡cej wyrazy ci¡gu Fibonacciego.

1 int fib1(int n)

2 {

3 int x1 = 1; // poprzedni wyraz ci¡gu Fibonacciego

4 int x2 = 1; // aktualny wyraz ci¡gu Fibonacciego

5 for (int i = 3; i <= n; i++) {

6 int tmp = x1;

7 x1 = x2;

8 x2 = tmp + x2;

9 }

10 return x2;

11 }

Listing 7. Iteracyjna wersja funkcji obliczaj¡cej n-ty wyraz ci¡gu Fibonacciego

Funkcja fib1 wymaga dwu zmiennych przechowuj¡cych warto±ci mi¦dzy kolejnymi przebiegami p¦tli.
Zmienna x2 na koniec ka»dego przebiegu p¦tli przechowuje warto±¢ aktualnego wyrazu ci¡gu, za± x1

warto±¢ wyrazu poprzedniego. W kolejnym przej±ciu p¦tli wcze±niejszy wyraz aktualny staje si¦ wyrazem
poprzednim a poprzedni wyrazem poprzedzaj¡cym poprzedni. Aktualny wyraz w kolejnym przebiegu ma
by¢ wynikiem dodania dwóch elementów poprzednich. Dodawanie to jest wykonywane w linii 8 zaª¡czone-
go na listingu 7 kodu. Poniewa» lini¦ wcze±niej zmienna x1 przyjmuje ju» now¡ warto±¢ x1, w dodawaniu
u»ywa si¦ zmiennej tymczasowej tmp, w której wcze±niej zapami¦tano poprzedni¡ warto±¢ x1. W praktyce
zatem potrzeba trzech zmiennych.

Kod funkcji fib1 mo»na jednak nieco zmody�kowa¢ pozbywaj¡c si¦ zmiennej tymczasowej temp. T¦
zmody�kowan¡ wersj¦ przedstawiono na listingu 8 i wªa±nie ta wersja b¦dzie dalej analizowana.
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1 int fib2(int n)

2 {

3 int x1 = 1;

4 int x2 = 1;

5 for (int i = 3; i <= n; i++) {

6 x2 = x1 + x2;

7 x1 = x2 - x1;

8 }

9 return x2;

10 }

Listing 8. Zmody�kowana iteracyjna wersja funkcji obliczaj¡cej n-ty wyraz ci¡gu Fibonacciego

W ciele p¦tli w funkcji fib2 wyst¦puj¡ dwie instrukcje. Pierwsza (linia 6) to wyznaczenie nowej
warto±ci aktualnej x2 jako sumy dwu poprzednich warto±ci (czyli starej warto±ci x2 i starej warto±ci
x1). W drugiej instrukcji (linia 7) ustalana jest nowa warto±¢ zmiennej x1. Zmienna ta powinna teraz
przechowywa¢ warto±¢ x2 z poprzedniego kroku. Niestety warto±¢ ta nie jest ju» bezpo±rednio dost¦pna,
zostaªa zniszczona w wyniku poprzedniej instrukcji. Dlatego te» nowa warto±¢ x1 jest wyliczana jako
ró»nica nowej warto±ci x2 i starej warto±ci x1.

Poniewa» mamy dwie ró»ne wersje funkcji obliczaj¡cych warto±ci wyrazów ci¡gu Fibonacciego: re-
kurencyjn¡ fib (listing 6) i iteracyjn¡ fib2 (listing 8), nale»y je ze sob¡ porówna¢ aby wybra¢ lepsz¡.
Kryterium porównania b¦dzie liczba operacji tzw. addytywnych, czyli operacji dodawania i odejmowania,
wykonywanych w celu wyznaczenia warto±ci danego wyrazu ci¡gu. Z drzewa wywoªa« (rysunek 1) mo»na
wywnioskowa¢, »e w wersji rekurencyjnej wyznaczenie warto±ci n-tego wyrazu ci¡gu Fibonacciego spro-
wadza si¦ do zsumowania jedynek, w liczbie równej warto±ci danego wyrazu ci¡gu. Do dodania do siebie
fib(n) jedynek potrzeba fib(n) − 1 dodawa«. Zatem liczba dodawa« potrzebnych do obliczenia n-tego
wyrazu ci¡gu Fibonacciego w wersji rekurencyjnej jest zawsze o 1 mniejsza od warto±ci tego wyrazu.

W wersji iteracyjnej (funkcja fib2, listing 8) w ka»dym przebiegu p¦tli wykonywane jest jedno doda-
wanie (linia 6) i jedno odejmowanie (linia 7), tym samym ª¡czna liczba operacji addytywnych potrzebnych
do wyznaczenia n-tego wyrazu ci¡gu Fibonacciego w tym przypadku b¦dzie równa 2 · (n− 2) (p¦tla wy-
konywana jest n− 2 razy).

Tabela 2. Liczby operacji addytywnych potrzebnych do wyzna-
czenia dziesi¦ciu pierwszych wyrazów ci¡gu Fibonac-
ciego

Algorytm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rekurencyjny 0 0 1 2 4 7 12 20 33 54
iteracyjny 0 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tabela 2 zawiera porównanie liczby operacji addytywnych potrzebnych do wyznaczenia dziesi¦ciu
pierwszych wyrazów ci¡gu Fibonacciego dla obydwu rozpatrywanych wersji. Dla pocz¡tkowych warto±ci
n rozwi¡zanie rekurencyjne wymaga mniejszej liczby operacji ni» iteracyjne. Jednak»e wraz ze wzrostem
n obserwuje si¦ coraz to wi¦ksz¡ przewag¦ rozwi¡zania iteracyjnego. Bardzo cz¦sto bywa tak, »e dla
niewielkiego rozmiaru zadania zarówno metoda iteracyjna jak i rekurencyjna sprawdza si¦ caªkiem dobrze.
Ale dla danych wi¦kszych rozmiarów czas oblicze« metod¡ rekurencyjn¡ staje si¦ nieakceptowalny.

Dla pozostaªych dwóch przykªadów zostanie przedstawione ju» tylko rozwi¡zanie rekurencyjne. Przy-
kªady te pokazuj¡, w jakich sytuacjach u»ycie rekurencji jest uzasadnione.
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4. Reprezentacja liczby w postaci sumy naturalnych skªadników

Nale»y poda¢ algorytm, obliczaj¡cy na ile sposobów mo»na przedstawi¢ liczb¦ naturaln¡ w postaci
sumy naturalnych skªadników, przy czym rozwi¡zania ró»ni¡ce si¦ tylko poªo»eniem skªadników uwa»a-
my za identyczne. Przykªadowo dla liczby 5 b¦d¡ to nast¦puj¡ce sumy: 5, 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1,
2+1+1+1 i wreszcie 1+1+1+1+1, razem 7 sposobów.

Znalezienie algorytmu rozwi¡zuj¡cego to zadanie nie jest takie oczywiste. Na pocz¡tek pozornie utrud-
nijmy sobie zadanie i postawmy je nast¦puj¡co: na ile sposobów mo»na przedstawi¢ liczb¦ m za pomoc¡
skªadników nie wi¦kszych ni» n. Zacznijmy od analizy zadania i znalezienia reguª rz¡dz¡cych t¡ dziedzin¡.
Je±li m = n, to mamy przypadek postawionego zadania. Oznaczmy f(m,n) funkcj¦ okre±laj¡c¡ na ile
sposobów mo»na przedstawi¢ liczb¦ m u»ywaj¡c do tego skªadników nie wi¦kszych od n. Jest oczywistym,
»e nigdy nie zostan¡ u»yte skªadniki wi¦ksze od samego m, czyli:

f(m,n) = f(m,m) gdy m < n. (6)

Wyst¦puje tylko jedna reprezentacja liczby m u»ywaj¡ca jej samej, pozostaªe u»ywaj¡ tylko liczb
mniejszych od m, co pozwala zapisa¢ kolejn¡ reguª¦

f(m,n) = 1 + f(m,m− 1) gdy m 6 n. (7)

Wreszcie gdy m > n prawdziwe jest, »e do przedstawienia liczby m mo»na u»ywa¢ skªadnika n i takich
reprezentacji m b¦dzie tyle, na ile sposobów da si¦ przedstawi¢ reszt¦ m − n przy u»yciu skªadników
o warto±ci co najwy»ej n oraz dodatkowo nale»y uwzgl¦dni¢ te reprezentacje liczby m, które u»ywaj¡
wyª¡cznie skªadników mniejszych od n (a tych jest f(m,n− 1) ), a zatem mo»na zapisa¢ reguª¦

f(m,n) = f(m− n, n) + f(m,n− 1). (8)

Dodajmy jeszcze, »e liczb¦ 1 da si¦ przedstawi¢ wyª¡cznie na jeden sposób (1) oraz, »e ka»d¡ liczb¦
naturaln¡ da si¦ przedstawi¢ w postaci samych jedynek na jeden sposób. Z podanych reguª bezpo±rednio
mo»na wyprowadzi¢ funkcj¦ obliczaj¡c¡ warto±¢ f(m,n) dla dowolnych warto±ci parametrów m i n.
Funkcj¦ t¦ prezentuje listing 9. Czy» nie jest to rozwi¡zanie proste i eleganckie?

1 int f( int m, int n )

2 {

3 if(n==1 || m==1)

4 return 1;

5 else if( m > n )

6 return f( m - n, n ) + f( m, n - 1 );

7 else

8 return 1 + f( m, m - 1 );

9 }

Listing 9. Funkcja obliczaj¡ca, na ile sposobów da si¦ przedstawi¢ liczb¦ m w postaci sumy skªadników nie
wi¦kszych ni» n

5.Wie»a Hanoi

W 1883 roku francuski matematyk, zajmuj¡cy si¦ mi¦dzy innymi ci¡gami Fibonacciego, Éduard Lucas
upowszechniª ªamigªówk¦ nazwan¡ wie»¡ Hanoi. Jej tre±¢ jest nast¦puj¡ca: Dane s¡ trzy koªki (oznaczone
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jako A, B i C) oraz n kr¡»ków, ka»dy o innej ±rednicy. Na starcie wszystkie kr¡»ki s¡ naªo»one na

pierwszy koªek A w kolejno±ci malej¡cej od najwi¦kszego na dole do najmniejszego na górze. Zadanie

polega na przeniesieniu wszystkich kr¡»ków z koªka A na koªek B. W trakcie wykonywania zadania nale»y

przestrzega¢ kilku prostych reguª. Koªek C nale»y traktowa¢ jako koªek pomocniczy. W danym momencie

mo»na przenosi¢ tylko jeden kr¡»ek. Kr¡»ki na koªkach mo»na umieszcza¢ tylko w kolejno±ci malej¡cej

(ka»dy kr¡»ek poªo»ony na innym kr¡»ku musi by¢ mniejszy od tego, który jest ni»ej).

Rysunek 2. Stan pocz¡tkowy dla zadania o wie»y Hanoi dla 6 kr¡»ków

Na rysunku 2 przedstawiono pocz¡tkowe uªo»enie kr¡»ków dla n równego 6, a na rysunku 3 stan, do
jakiego nale»y doprowadzi¢ na koniec. Jak wida¢, na pocz¡tku wszystkie kr¡»ki znajduj¡ si¦ na koªku A,
na koniec wszystkie kr¡»ki powinny znale¹¢ si¦ na koªku B.

Rysunek 3. Stan ko«cowy dla zadania o wie»y Hanoi dla 6 kr¡»ków

Rekurencyjne podej±cie do problemu prowadzi do bardzo prostego rozwi¡zania. Je»eli n = 1 zadanie
staje si¦ banalne. Wystarczy przeªo»y¢ ten jedyny kr¡»ek z koªka A bezpo±rednio na koªek B. W przypadku
dwóch kr¡»ków (n = 2) najpierw mniejszy kr¡»ek nale»y przenie±¢ z koªka A na pomocniczy koªek C.
Nast¦pnie wi¦kszy kr¡»ek powinien zosta¢ przeniesiony z A na B i wreszcie pó¹niej mo»na przeªo»y¢ kr¡»ek
mniejszy z C na B. Gdy liczba kr¡»ków n jest wi¦ksza, rozwi¡zanie zadania przypomina rozwi¡zanie z
dwoma kr¡»kami. Najpierw n − 1 kr¡»ków nale»y przenie±¢ z koªka A na C traktuj¡c koªek B jako
pomocniczy. Na koªku A b¦dzie wtedy tylko najwi¦kszy kr¡»ek, wszystkie pozostaªe b¦d¡ uªo»one na
koªku C (jak ilustruje to rysunek 4).

Nast¦pnie najwi¦kszy kr¡»ek musi zosta¢ przeniesiony bezpo±rednio z koªka A na B i wreszcie pó¹niej
trzeba wszystkie pozostaªe kr¡»ki z koªka C przenie±¢ na koªek B, traktuj¡c koªek A jako pomocniczy.
Rozwi¡zanie to przedstawiono na listingu 10.
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Rysunek 4. Po±redni etap realizacji zadania o wie»y Hanoi dla 6 kr¡»ków

1 void hanoi(int n, char A, char B, char C)

2 {

3 // przekªada n kr¡»ków z A na B korzystaj¡c z pomocniczego koªka C

4 if (n > 0)

5 {

6 hanoi(n-1, A, C, B);

7 printf( "%c -> %c\n", A, B );

8 hanoi(n-1, C, B, A);

9 }

10 }

Listing 10. Rozwi¡zanie zadania wie»y Hanoi

Éduard Lucas do swojego zadania doª¡czyª dalekowschodni¡ legend¦, zgodnie z któr¡ w jednym z klasz-
torów buddyjskich mnisi nieustannie przekªadaj¡ 64 kr¡»ki i gdy sko«cz¡ wykonywanie tego zadania,
nast¡pi koniec ±wiata. Je±li przyj¡¢, »e przeªo»enie pojedynczego kr¡»ka zajmuje 1 sekund¦, wykonanie
caªego zadania b¦dzie trwa¢ 264− 1 sekund co daje okoªo 584 542 miliardów lat [1]. Konstatacja ta mo»e
i jest pocieszaj¡ca (koniec ±wiata jeszcze daleko), ale wskazuje na najwi¦ksz¡ sªabo±¢ rozwi¡za« reku-
rencyjnych, jak¡ bardzo cz¦sto jest zªo»ono±¢ obliczeniowa, powoduj¡ca drastyczny wzrost czasu oblicze«
wraz ze wzrostem rozmiaru zadania.

6. Podsumowanie

W artykule podj¦to prób¦ pokazania czym jest rekurencja i w jaki sposób posªugiwa¢ si¦ ni¡ prawi-
dªowo. Wskazano na zalety tej metody, jak chocia»by prostota wyra»ania rozwi¡zania, ale uwypuklono
tak»e sªabe strony, a w szczególno±ci zwrócono uwag¦ na wysok¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ wielu rozwi¡za«
rekurencyjnych. Warto raz jeszcze podkre±li¢, »e rozwi¡zania rekurencyjne, mimo swej prostoty, cz¦sto
prowadz¡ do dªugotrwaªych oblicze« i w wielu przypadkach warto przemy±le¢ zasadno±¢ stosowania takich
rozwi¡za« w praktyce.

Du»¡ pomoc¡ dla zrozumienia istoty rekurencji b¦dzie samodzielne rozwi¡zywanie zada« z tego zakre-
su, do czego autor zach¦ca Czytelników. Wiele ciekawych propozycji mo»na znale¹¢ na przykªad w drugim
rozdziale ksi¡»ki Sedgewicka i Wayne'a [2]. Co prawda autorzy posªuguj¡ si¦ tam j¦zykiem Java a nie,
jak w niniejszym opracowaniu, j¦zykiem C, ale nie powinno to stanowi¢ znacz¡cego utrudnienia.
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