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Zastosowanie transformacji Laplace'a do rozwi¡zywania pewnych
równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Streszczenie. W artykule pokazano, jak mo»na rozwi¡za¢ pewne równania ró»niczkowe za po-
moc¡ przeksztaªcenia (transformacji) Laplace'a. Metoda ta zostaªa omówiona na kilku konkretnych
przykªadach, z wyja±nieniami i kompletnymi rozwi¡zaniami. Wskazano równie» na zalety i wady
tej metody.

Sªowa kluczowe: transformata Laplace'a, oryginaª, równanie ró»niczkowe liniowe o staªych wspóª-
czynnikach, warunki pocz¡tkowe.

1. Podstawowe informacje o przeksztaªceniu Laplace'a

Przypu±¢my, »e mamy funkcj¦ f : R→ R, która dla ujemnych argumentów przyjmuje zawsze warto±¢

zero. Transformat¡ Laplace'a funkcji f nazywamy funkcj¦ F zde�niowan¡ jako

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−st dt, (1)

o ile powy»sza caªka niewªa±ciwa jest zbie»na dla pewnych s ∈ C.
Funkcj¦, która przyporz¡dkowuje funkcji f jej transformat¦ Laplace'a F nazywamy transformacj¡

(lub przeksztaªceniem) Laplace'a. Przeksztaªcenie Laplace'a oznacza si¦ liter¡ L, natomiast transformat¦

Laplace'a funkcji f mo»na zapisa¢ jako L[f(t)] lub F (s) (zwyczajowo podajemy argumenty funkcji f i F ).

Przypomnijmy, »e funkcja f jest oryginaªem, je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

1) f(t) = 0 dla ka»dego t < 0,

2) w dowolnym przedziale [a, b] funkcja f ma co najwy»ej sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci pierw-

szego rodzaju,

3) istniej¡ takie staªe M > 0 i α ≥ 0, »e |f(t)| ≤Meαt dla ka»dego t.
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Najprostszymi oryginaªami s¡ funkcja staªa równa 0 oraz tzw. jedynka Heaviside'a, zde�niowana jako

1l(t) =

{
0 dla t < 0

1 dla t ≥ 0.

Mo»na udowodni¢, »e:

• je»eli f jest oryginaªem, to w póªpªaszczy¹nie Re s > α istnieje L[f(t)],

• je»eli f i g s¡ oryginaªami ci¡gªymi w przedziale [0,+∞) i L[f(t)] = L[g(t)], to f(t) = g(t) dla

ka»dego t ∈ R.

Przeksztaªcenie Laplace'a jest powszechnie stosowane do rozwi¡zywania pewnych równa« ró»nicz-

kowych (ale nie tylko). Dla wi¦kszo±ci Czytelników wzór (1) mo»e by¢ przera»aj¡cy � mamy caªk¦

niewªa±ciw¡ i na dodatek caªkujemy funkcj¦ zespolon¡... Nie nale»y si¦ jednak martwi¢, poniewa» w tym

artykule w ogóle nie b¦dziemy korzysta¢ z de�nicji. W przykªadach, omówionych dalej, b¦dziemy roz-

wa»a¢ tylko oryginaªy (bo na pewno istniej¡ ich transformaty) i korzysta¢ przede wszystkim z dwóch

wªasno±ci:

L[af(t) + bg(t)] = aF (s) + bG(s), (2)

L[f (n)(t)] = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−1−kf (k)(0), n = 1, 2, 3, . . . . (3)

Wzór (2) zachodzi dla dowolnych staªych a, b ∈ C i dowolnych oryginaªów f , g, których transformaty

oznaczono L[f(t)] = F (s) i L[g(t)] = G(s). We wzorze (3) przyj¦to konwencj¦ f (0) = f ; wzór ten jest

prawdziwy, gdy f, f ′, . . . , f (n−1) s¡ oryginaªami i f (n) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w [0,+∞). Wypiszmy wyra¹nie

kilka szczególnych przypadków wzoru (3). Mamy:

• L[f ′(t)] = sF (s)− f(0),

• L[f ′′(t)] = s2F (s)− sf(0)− f ′(0),

• L[f ′′′(t)] = s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0) itd.

B¦dziemy te» korzystali z transformat wybranych funkcji, które s¡ zebrane w tabeli 1.

Tabela 1. Transformaty Laplace'a wybranych funkcji

f(t) F (s) f(t) F (s)

1l(t) 1
s tn · 1l(t) n!

sn+1

eat · 1l(t) 1
s−a tn · eat · 1l(t) n!

(s−a)n+1

sin (at) · 1l(t) a
s2+a2 cos (at) · 1l(t) s

s2+a2

t · sin (at) · 1l(t) 2as
(s2+a2)2

t · cos (at) · 1l(t) s2−a2
(s2+a2)2

eat · sin (bt) · 1l(t) b
(s−a)2+b2 eat · cos (bt) · 1l(t) s−a

(s−a)2+b2

Rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych z zastosowaniem przeksztaªcenia Laplace'a jest podobne do tªu-

maczenia na inny j¦zyk i z tego powodu wªasno±ci przeksztaªcenia Laplace'a nazywa si¦ jego gramatyk¡
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(lub reguªami gramatycznymi), natomiast tabel¦ 1 � sªownikiem. Nasz sªownik jest ubogi, ale wystar-

czy do podstawowych zastosowa« (bardziej rozbudowane sªowniki mo»na znale¹¢ w [4], [5]). Schemat

post¦powania mo»na przedstawi¢ w punktach.

1. Chcemy rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe, w którym wyst¦puje nieznana funkcja y (jest to funkcja

rzeczywista zmiennej rzeczywistej). Równanie ró»niczkowe jest zdaniem w pewnym j¦zyku A (tak

nazwijmy j¦zyk, którego u»ywamy do opisu funkcji rzeczywistych). Aby móc skorzysta¢ z prze-

ksztaªcenia Laplace'a, przyjmujemy dodatkowe zaªo»enie, »e y jest oryginaªem.

2. Nakªadamy na obie strony równania ró»niczkowego transformaty Laplace'a (o ile jest to mo»liwe;

zob. uwag¦ 3 w ostatnim rozdziale). Tym samym �tªumaczymy� nasze zdanie, czyli równanie ró»-

niczkowe, z j¦zyka A na j¦zyk B, którym mówimy o funkcjach zespolonych zmiennej zespolonej,

przy czym korzystamy tylko z gramatyki i sªownika.

3. Otrzymujemy nowe równanie (w j¦zyku B, przy czym b¦dzie to ju» równanie algebraicznie), w któ-

rym niewiadom¡ jest funkcja Y , czyli transformata nieznanej funkcji y. Funkcja Y jest funkcj¡

zespolon¡ zmiennej zespolonej. Rozwi¡zujemy to nowe równanie.

4. Korzystamy ze sªownika w drug¡ stron¦, tzn. �tªumaczymy� rozwi¡zanie z j¦zyka B na j¦zyk A (mó-

wi¡c precyzyjnie, wyznaczamy transformat¦ odwrotn¡). Otrzymana w ten sposób funkcja, zapisana

w j¦zyku A, jest rozwi¡zaniem naszego równania ró»niczkowego. Rozwi¡zanie to jest jednoznaczne,

gdy» y jest oryginaªem ci¡gªym1 w [0,+∞).

Cz¦sto równanie z punktu 3 jest ªatwe do rozwi¡zania. Najtrudniejszym etapem powy»szego schematu

jest wyznaczenie transformaty odwrotnej. Transformat¦ odwrotn¡ mo»na wyznaczy¢ ze wzoru

y(t) = L−1[Y (s)] =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Y (s)est ds,

jednak wymaga on caªkowania funkcji zespolonej po pewnej prostej (jest to czasochªonne), korzystamy

z niego tylko w ostateczno±ci, wi¦c ±wiadomie nie interpretujemy tu tego wzoru. Mo»na te» zastosowa¢

wzory Heaviside'a, ale trzeba je zna¢ (mo»e kiedy± powstanie artykuª na ten temat; zainteresowanych

odsyªamy do podr¦czników [2] lub [4]). Alternatywnym (prostym) sposobem jest rozkªad transforma-

ty Y na uªamki proste (zauwa»my, »e w tabeli 1 w kolumnie transformat s¡ tylko funkcje wymierne,

w których stopie« licznika jest mniejszy ni» stopie« mianownika) i odczytanie oryginaªu ze sªownika, po

ewentualnych �kosmetycznych� przeksztaªceniach. Korzysta si¦ tu z faktu, »e transformacja odwrotna do

transformacji Laplace'a jest (podobnie jak transformacja Laplace'a) przeksztaªceniem liniowym, tzn. je±li

istniej¡ transformaty odwrotne do funkcji F i G, to

L−1[aF (s) + bG(s)] = aL−1[F (s)] + bL−1[G(s)], (4)

gdzie a, b ∈ C s¡ dowolnymi staªymi.

1 W równaniu ró»niczkowym wyst¦puj¡ jakie± pochodne funkcji y, wi¦c musi ona by¢ ci¡gªa.
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2. Równania ró»niczkowe � przykªady

Przykªad 1. Znajdziemy oryginaª, który speªnia nast¦puj¡ce równanie ró»niczkowe z warunkiem pocz¡t-

kowym:

2y′ − y = −24e t
2 sin 3t, y(0) = 4. (5)

Poniewa» szukamy oryginaªu speªniaj¡cego podane równanie ró»niczkowe, interesuje nas tylko to, co

si¦ b¦dzie dziaªo dla t > 0 (z warunku pocz¡tkowego wiemy, co si¦ dzieje w chwili t = 0). Zauwa»my, »e

nasze równanie ró»niczkowe mo»emy zapisa¢ w postaci

2y′ − y = −24e t
2 sin 3t · 1l(t),

przy czym warunek pocz¡tkowy pozostaje bez zmian. Po prawej stronie równania ró»niczkowego mamy

teraz oryginaª i jeste±my w stanie �przetªumaczy¢� nasze równanie na j¦zyk transformat.

Niech L[y] = Y (s). Wówczas:

• L[y′] = L[y′] = sY (s)− y(0) = sY (s)− 4 (z wªasno±ci (3) oraz warunku pocz¡tkowego),

• L[2y′ − y] = 2L[y′]− Y (s) = 2sY (s)− 8− Y (s) (z wªasno±ci (2)),

• L[−24e t
2 sin 3t · 1l(t)] = −24L[e t

2 sin 3t · 1l(t)] = −24 · 3
(s− 1

2 )
2+9

= −72
(s− 1

2 )
2+9

(z wªasno±ci (2) i tab. 1).

W j¦zyku transformat warunki (5) maj¡ posta¢ jednego równania:

2sY (s)− 8− Y (s) =
−72

(s− 1
2 )

2 + 9
.

Nast¦pnie wyznaczamy Y (s):

(2s− 1)Y (s) =
−72

(s− 1
2 )

2 + 9
+ 8,

(2s− 1)Y (s) =
8(s− 1

2 )
2

(s− 1
2 )

2 + 9
,

Y (s) =
8(s− 1

2 )
2

(2s− 1)((s− 1
2 )

2 + 9)
,

Y (s) =
8(s− 1

2 )
2

2(s− 1
2 )
(
(s− 1

2 )
2 + 9

) .
Po uproszczeniu uªamka dostajemy

Y (s) =
4(s− 1

2 )

(s− 1
2 )

2 + 9
.

Skorzystajmy z wªasno±ci (4) oraz ponownie z tabeli transformat:

L−1[Y (s)] = L−1
[

4(s− 1
2 )

(s− 1
2 )

2 + 9

]
= 4L−1

[
s− 1

2

(s− 1
2 )

2 + 9

]
= 4e

t
2 cos 3t · 1l(t).

Otrzymali±my oryginaª, który jest funkcj¡ ci¡gª¡ w [0,+∞). Zatem jedynym oryginaªem speªniaj¡cym

rozwa»ane równanie ró»niczkowe z warunkiem pocz¡tkowym jest funkcja okre±lona wzorem:

y(t) = 4e
t
2 cos 3t · 1l(t).
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Przykªad 2. Znajdziemy oryginaª speªniaj¡cy warunki:

y′ + 3y = e2t, y(0) = 1. (6)

Post¦pujemy podobnie jak w przykªadzie 1. Oznaczamy L[y] = Y (s) i mamy:

• L[y′] = sY (s)− y(0) = sY (s)− 1 (z wªasno±ci (3) i warunku pocz¡tkowego),

• L[y′ + 3y] = L[y′] + 3L[y] = sY (s)− 1 + 3Y (s) (z wªasno±ci (2)),

• L[e2t · 1l(t)] = 1

s− 2
(z tab. 1).

Zatem nieznany oryginaª y = y(t) speªnia warunki (6) wtedy i tylko wtedy, gdy jego transformata

Y = Y (s) speªnia warunek

sY (s)− 1 + 3Y (s) =
1

s− 2
.

Rozwi¡zujemy powy»sze równanie, w którym niewiadom¡ jest Y (s):

sY (s) + 3Y (s) =
1

s− 2
+ 1,

(s+ 3)Y (s) =
1 + s− 2

s− 2
,

Y (s) =
s− 1

(s− 2)(s+ 3)
.

Takiej funkcji nie mamy w sªowniku, wi¦c rozkªadamy j¡ na uªamki proste:

s− 1

(s− 2)(s+ 3)
=

A

s− 2
+

B

s+ 3

∣∣∣ · (s− 2)(s+ 3)

s− 1 = A(s+ 3) +B(s− 2).

Teraz mo»na porówna¢ wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach i rozwi¡za¢ pewien ukªad równa«2.

Jednak b¦dzie szybciej, gdy podstawimy za s dwie ró»ne liczby rzeczywiste (mamy równo±¢ dwóch funkcji

liniowych):
s = 2 ⇒ 1 = 5A ⇒ A = 1

5 ,

s = −3 ⇒ −4 = −5B ⇒ B = 4
5 .

Zatem

Y (s) =
1
5

s− 2
+

4
5

s+ 3
=

1

5
· 1

s− 2
+

4

5
· 1

s+ 3
.

Teraz musimy znale¹¢ oryginaª, którego transformat¡ jest podana wy»ej funkcja. Ze sªownika (tab. 1)

odczytujemy:

L[e2t · 1l(t)] = 1

s− 2
, L[e−3t · 1l(t)] = 1

s+ 3
.

2 W zadaniach omawianych w tym artykule zawsze dochodzimy do miejsca, w którym trzeba wyznaczy¢ wspóªczynni-
ki rozkªadu na uªamki proste pewnej funkcji wymiernej. Je±li porównamy wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach s,
to otrzymamy ukªad równa« (ukªad ten jest zawsze oznaczony i mo»na go rozwi¡za¢ dowoln¡ metod¡ � podstawiania,
eliminacji Gaussa lub za pomoc¡ wzorów Cramera). Inny sposób wyznaczenia wspóªczynników rozkªadu to podstawienie
za s kilku ró»nych liczb (wi¦cej o tej metodzie mo»na znale¹¢ w artykule R. Bro¢ka i B. Pawlika, Rozkªad na uªamki proste,
MINUT 2019). W tej pracy stosujemy ró»ne metody znajdowania tych wspóªczynników.



Zastosowanie transformacji Laplace'a do rozwi¡zywania. . . 47

Transformacja odwrotna do transformacji Laplace'a jest przeksztaªceniem liniowym (wªasno±¢ (4)), czyli

L−1[Y (s)] = L−1
[
1

5
· 1

s− 2
+

4

5
· 1

s+ 3

]
=

=
1

5
L−1

[
1

s− 2

]
+

4

5
L−1

[
1

s+ 3

]
=

(
1

5
e2t +

4

5
e−t
)
1l(t).

Wnioskujemy wi¦c, »e jedynie oryginaª

y =

(
1

5
e2t +

4

5
e−t
)
1l(t)

speªnia warunki (6).

Przykªad 3. Znajdziemy oryginaª speªniaj¡cy warunki:

4y′′ + y = 3− t, y(0) = 3, y′(0) = 0. (7)

Najpierw praw¡ stron¦ podanego wy»ej równania ró»niczkowego zapisujemy jako 3 ·1l(t)−t ·1l(t); teraz
nie mamy problemu ze znalezieniem transformaty tej funkcji.

Niech L[y] = Y (s). Wówczas:

• L[y′′] = s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− 3s (z wªasno±ci (3) i warunków pocz¡tkowych),

• L[4y′′ + y] = 4L[y′′] + L[y] = 4s2Y (s)− 12s+ Y (s) (z wªasno±ci (2)),

• L[(3− t)1l(t)] = 3

s
− 1

s2
(z wªasno±ci (2) i tab. 1).

Zatem nieznany oryginaª y = y(t) speªnia warunki (7) wtedy i tylko wtedy, gdy jego transformata

Y = Y (s) speªnia warunek

4s2Y (s)− 12s+ Y (s) =
3

s
− 1

s2
.

Rozwi¡zujemy powy»sze równanie, w którym niewiadom¡ jest Y (s):

4s2Y (s) + Y (s) =
3

s
− 1

s2
+ 12s,

(4s2 + 1)Y (s) =
3s− 1 + 12s3

s2
,

Y (s) =
12s3 + 3s− 1

s2(4s2 + 1)
.

Takiej funkcji nie mamy w sªowniku, wi¦c rozkªadamy j¡ na uªamki proste:

12s3 + 3s− 1

s2(4s2 + 1)
=
A

s
+
B

s2
+
Cs+D

4s2 + 1

∣∣∣ · s2(4s2 + 1)

12s3 + 3s− 1 = As(4s2 + 1) +B(4s2 + 1) + (Cs+D)s2,

12s3 + 3s− 1 = 4As3 +As+ 4Bs2 +B + Cs3 +Ds2.
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Teraz porównujemy wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach zmiennej s (nie ma sensu podstawia¢

czterech konkretnych warto±ci za s, poniewa» tylko dla s = 0 otrzymaliby±my ªatwe równanie) i rozwi¡-

zujemy otrzymany ukªad równa«: [
s3
]
: 12 = 4A+ C,[

s2
]
: 0 = 4B +D,[

s1
]
: 3 = A,[

s0
]
: −1 = B.

Dwa wspóªczynniki ju» mamy. Wstawiamy A = 3 do pierwszego równania oraz B = −1 do drugiego

równania i otrzymujemy:
12 = 12 + C ⇒ C = 0,

0 = −4 +D ⇒ D = 4.

Zatem

Y (s) =
3

s
+
−1
s2

+
4

4s2 + 1
= 3 · 1

s
− 1

s2
+

1

s2 + 1
4

= 3 · 1
s
− 1

s2
+ 2 ·

1
2

s2 + ( 12 )
2
,

czyli jedynym oryginaªem speªniaj¡cym warunki (7) jest funkcja okre±lona wzorem

y =

(
3− t+ 2 sin

t

2

)
1l(t).

Przykªad 4. Rozwi¡»my, stosuj¡c przeksztaªcenie Laplace'a, nast¦puj¡ce równanie ró»niczkowe rz¦du

drugiego z warunkami pocz¡tkowymi:

y′′ − y′ = 3t2 − 6t+ 2, y(0) = 4, y′(0) = −2. (8)

Przyrównamy transformaty Laplace'a obu stron równania (8). Oznaczamy L[y] = Y (s), korzystamy

ze wzorów (2) i (3) oraz tabeli transformat i dostajemy

s2Y (s)− 4s+ 2− (sY (s)− 4) =
6

s3
− 6

s2
+

2

s
.

Z powy»szego równania wyznaczamy Y (s):

s2Y (s)− sY (s)− 4s+ 6 =
6− 6s+ 2s2

s3
,

(s2 − s)Y (s) =
6− 6s+ 2s2

s3
+ 4s− 6,

(s2 − s)Y (s) =
4s4 − 6s3 + 2s2 − 6s+ 6

s3
,

Y (s) =
4s4 − 6s3 + 2s2 − 6s+ 6

s3(s2 − s)
,

Y (s) =
4s4 − 6s3 + 2s2 − 6s+ 6

s4(s− 1)
.

Zauwa»my, »e dla s = 1 licznik ma warto±¢ 0, wi¦c mo»na go rozªo»y¢ na czynniki

Y (s) =
(s− 1)(4s3 − 2s2 − 6)

s4(s− 1)
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i upro±ci¢ uªamek

Y (s) =
4s3 − 2s2 − 6

s4
.

Takiej funkcji nie mamy w sªowniku, ale mo»emy j¡ zapisa¢ jako kombinacj¦ liniow¡ transformat z naszego

sªownika:

Y (s) =
4

s
− 2

s2
− 6

s4
,

Y (s) = 4 · 1
s
− 2 · 1

s2
− 3!

s4
.

Teraz z tabeli transformat (tab. 1) odczytujemy rozwi¡zanie równania ró»niczkowego (8) z podanymi

warunkami pocz¡tkowymi:

y(t) = (4− 2t− t3) · 1l(t).

Przykªad 5. Rozwi¡»my równanie ró»niczkowe liniowe rz¦du trzeciego

y′′′ + y′ − 2y = sin 2t (9)

z warunkami pocz¡tkowymi: y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 2.

Chocia» to zadanie wygl¡da niewinnie, jest ono bardziej skomplikowane rachunkowo ni» poprzednie

przykªady. W »yciu rzadko zdarzaj¡ si¦ �ªadne� problemy, po¢wiczmy wi¦c nasz¡ sprawno±¢ rachunkow¡.

Rozpoczynamy standardowo i ten etap rozwi¡zania jest ªatwy. Zastosujemy transformacj¦ Laplace'a do

obu stron równania (9) z podanymi warunkami pocz¡tkowymi. Oznaczamy L[y] = Y (s), korzystamy

ze wzorów (2) i (3) oraz tabeli transformat i dostajemy:

s3Y (s)− s2y(0)− sy′(0)− y′′(0) + sY (s)− y(0)− 2Y (s) =
2

s2 + 4
,

s3Y (s)− 2 + sY (s)− 2Y (s) =
2

s2 + 4
,

(s3 + s− 2)Y (s) =
2

s2 + 4
+ 2,

Y (s) =
2s2 + 10

(s2 + 4)(s3 + s− 2)
,

Y (s) =
2s2 + 10

(s2 + 4)(s− 1)(s2 + s+ 2)
.

Rozkªadamy transformat¦ na uªamki proste:

2s2 + 10

(s2 + 4)(s− 1)(s2 + s+ 2)
=

A

s− 1
+

Bs+ C

s2 + s+ 2
+
Ds+ E

s2 + 4
.

Mno»ymy obie strony przez (s2 + 4)(s− 1)(s2 + s+ 2) i dostajemy

2s2 + 10 = A(s2 + 4)(s2 + s+ 2) + (Bs+ C)(s2 + 4)(s− 1) + (Ds+ E)(s− 1)(s2 + s+ 2),

2s2+10 = s4(A+B+D)+s3(A−B+C+E)+s2(6A+4B−C+D)+s(4A−4B+4C−2D+E)+(8A−4C−2E).
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Nast¦pnie porównujemy wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach. Otrzymujemy ukªad pi¦ciu równa«:[
s4
]
: A+B +D = 0,[

s3
]
: A−B + C + E = 0,[

s2
]
: 6A+ 4B − C +D = 2,[

s1
]
: 4A− 4B + 4C − 2D + E = 0,[

s0
]
: 8A− 4C − 2E = 10.

Dzielimy stronami przez 2 ostatnie równanie (mniejsze liczby to ªatwiejsze rachunki i mniejsze prawdo-

podobie«stwo pomyªki) i rozwi¡zujemy powy»szy ukªad równa« metod¡ eliminacji Gaussa:
1 1 0 1 0 0

1 −1 1 0 1 0

6 4 −1 1 0 2

4 −4 4 −2 1 0

4 0 −2 0 −1 5


−w1

−6w1

−4w1

−4w1

−→


1 1 0 1 0 0

0 −2 1 −1 1 0

0 −2 −1 −5 0 2

0 −8 4 −6 1 0

0 −4 −2 −4 −1 5

 −w2

−4w2

−2w2

−→

−→


1 1 0 1 0 0

0 −2 1 −1 1 0

0 0 −2 −4 −1 2

0 0 0 −2 −3 0

0 0 −4 −2 −3 5


−2w3

−→


1 1 0 1 0 0

0 −2 1 −1 1 0

0 0 −2 −4 −1 2

0 0 0 −2 −3 0

0 0 0 6 −1 1


·(−1)
·(−1)
·(−1)
−3w4

−→

−→


1 1 0 1 0 0

0 2 −1 1 −1 0

0 0 2 4 1 −2
0 0 0 2 3 0

0 0 0 0 −10 1

 .

Nasz ukªad jest ju» w postaci schodkowej, wi¦c bez trudu wyznaczymy niewiadome (zaczynamy od ostat-

niego równania): 

−10E = 1

2D + 3E = 0

2C + 4D + E = −2
2B − C +D − E = 0

A+B +D = 0

⇒



E = − 1
10

D = 3
20

C = − 5
4

B = − 3
4

A = 3
5 .

Zatem transformata Y nieznanej funkcji y ma posta¢

Y (s) =
3
5

s− 1
+
− 3

4s−
5
4

s2 + s+ 2
+

3
20s−

1
10

s2 + 4
.

Korzystaj¡c z tabeli transformat (tab. 1), mamy:

• L−1
[ 3

5

s− 1

]
= L−1

[
3

5
· 1

s− 1

]
=

3

5
et · 1l(t),

• L−1
[ 3

20s−
1
10

s2 + 4

]
= L−1

[
3

20
· s

s2 + 4
− 1

20
· 2

s2 + 4

]
=

(
3

20
cos 2t− 1

20
sin 2t

)
· 1l(t),
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• L−1
[ − 3

4s−
5
4

s2 + s+ 2

]
= L−1

[
− 3

4s−
5
4(

s+ 1
2

)
+ 7

4

]
= L−1

[
− 3

4

(
s+ 1

2

)
− 7

8(
s+ 1

2

)2
+ 7

4

]
=

= L−1
[
−3

4
·

(
s+ 1

2

)(
s+ 1

2

)2
+ 7

4

−
√
7

4
·

√
7
2

(s+ 1
2 )

2 + 7
4

]
=

(
−3

4
e−

t
2 cos

t
√
7

2
−
√
7

4
e−

t
2 sin

t
√
7

2

)
· 1l(t).

Zatem rozwi¡zaniem rozwa»anego równania ró»niczkowego jest oryginaª:

y(t) =

(
3

5
et − 3

4
e−

t
2 cos

t
√
7

2
−
√
7

4
e−

t
2 sin

t
√
7

2
+

3

20
cos 2t− 1

20
sin 2t

)
· 1l(t).

Przykªad 6. Rozwi¡»emy ukªad równa« ró»niczkowych3{
x′ = x− 2y

y′ = 2x+ y,
(10)

z warunkami pocz¡tkowymi x(0) = 1 oraz y(0) = 0.

Jest to ukªad dwóch równa« ró»niczkowych liniowych pierwszego rz¦du. Przyjmijmy, »e L[x(t)] = X(s)

i L[y(t)] = Y (s). Porównajmy transformaty obu stron obu równa« ró»niczkowych:{
sX(s)− x(0) = X(s)− 2Y (s)

sY (s)− y(0) = 2X(s) + Y (s).

Po uwzgl¦dnieniu warunków pocz¡tkowych dostajemy ukªad równa«, w którym niewiadomymi s¡ X(s)

oraz Y (s): {
(s− 1)X(s) + 2Y (s) = 1

2X(s) + (1− s)Y (s) = 0.

Rozwi¡»emy powy»szy ukªad równa« za pomoc¡ wzorów Cramera. Musimy obliczy¢ trzy wyznaczniki:

W =

∣∣∣∣∣ s− 1 2

2 1− s

∣∣∣∣∣ = (s− 1)(1− s)− 4 = −(s− 1)2 − 4,

WX =

∣∣∣∣∣ 1 2

0 1− s

∣∣∣∣∣ = 1− s,

WY =

∣∣∣∣∣ s− 1 1

2 0

∣∣∣∣∣ = −2.
Zatem

X(s) =
WX

W
=

1− s
−(s− 1)2 − 4

=
s− 1

(s− 1)2 + 4
, Y (s) =

WY

W
=

−2
−(s− 1)2 − 4

=
2

(s− 1)2 + 4
.

Korzystaj¡c ze sªownika (tab. 1), odczytujemy oryginaªy, które s¡ rozwi¡zaniem ukªadu równa« ró»-

niczkowych (10) z podanymi warunkami pocz¡tkowymi:

x(t) = et cos (2t) · 1l(t), y(t) = et sin (2t) · 1l(t).
3 Tre±¢ przykªadu zaczerpni¦to z [3].
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Przykªad 7. Rozwi¡»emy teraz równanie ró»niczkowe

y′′ − 4y = 1. (11)

Oznaczamy L[y(t)] = Y (s) i mamy problem: nie mo»emy zastosowa¢ przeksztaªcenia Laplace'a, ponie-

wa» nie znamy warunków pocz¡tkowych, które s¡ niezb¦dne do wyznaczenia L[y′′] = s2Y (s)−sy(0)−y′(0).
Przyjmijmy wi¦c

y(0) = a, y′(0) = b,

gdzie a i b s¡ dowolnymi staªymi rzeczywistymi. Teraz korzystamy z gramatyki oraz sªownika przeksztaª-

cenia Laplace'a i otrzymujemy równanie:

s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− 4Y (s) =
1

s
,

s2Y (s)− sa− b− 4Y (s) =
1

s
.

Wyznaczamy Y (s) z powy»szego równania:

(s2 − 4)Y (s) =
1

s
+ sa+ b,

Y (s) =
1 + as2 + bs

s(s− 2)(s+ 2)
.

Aby otrzyma¢ znane nam transformaty, musimy rozªo»y¢ powy»szy uªamek na uªamki proste:

1 + as2 + bs

s(s− 2)(s+ 2)
=
A

s
+

B

s− 2
+

C

s+ 2
.

Mno»ymy stronami przez mianownik lewej strony, upraszczamy i otrzymujemy:

1 + as2 + bs = A(s2 − 4) +Bs(s+ 2) + Cs(s− 2) (∗)

1 + as2 + bs = s2(A+B + C) + s(2B − 2C)− 4A,

sk¡d dostajemy ukªad trzech równa«: [
s2
]
: A+B + C = a,[

s1
]
: 2B − 2C = b,[

s0
]
: −4A = 1.

Z ukªadu mamy:

A = −1

4
, B =

a

2
+
b

4
+

1

8
, C =

a

2
− b

4
+

1

8
.

Oczywi±cie te same warto±ci niewiadomych A, B, C otrzymamy, je±li do równania (∗) podstawimy

za s kolejno liczby 0, 2 i −2 (odnotujmy, »e w tym przykªadzie obie metody znajdowania wspóªczyn-

ników rozkªadu na uªamki proste wymagaj¡ mniej wi¦cej tyle samo czasu, ale trzeba pami¦ta¢, »e nie

zawsze tak jest). Zatem

Y (s) =
− 1

4

s
+

a
2 + b

4 + 1
8

s− 2
+

a
2 −

b
4 + 1

8

s+ 2
.



Zastosowanie transformacji Laplace'a do rozwi¡zywania. . . 53

Korzystaj¡c z tabeli (tab. 1), odczytujemy rozwi¡zanie równania (11):

y(t) =

(
−1

4
+

(
a

2
+
b

4
+

1

8

)
e2t +

(
a

2
− b

4
+

1

8

)
e−2t

)
· 1l(t).

Zauwa»my, »e a i b s¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi, wi¦c liczby C1 = a
2 +

b
4 +

1
8 i C2 = a

2 −
b
4 +

1
8 s¡

tak»e dowolnymi staªymi rzeczywistymi. Mo»emy zapisa¢ rozwi¡zanie równania (11) w ªadniejszej postaci:

y(t) =

(
−1

4
+ C1e

2t + C2e
−2t
)
· 1l(t), C1, C2 ∈ R.

Na koniec sprawdzimy jeszcze, »e ka»da funkcja okre±lona wzorem

y = C1e
2t + C2e

−2t − 1

4
, C1, C2 ∈ R

speªnia równanie (11). Mamy:

y′ = 2C1e
2t − 2C2e

−2t, y′′ = 4C1e
2t + 4C2e

−2t

oraz

L = y′′ − 4y = 4C1e
2t + 4C2e

−2t − 4

(
C1e

2t + C2e
−2t − 1

4

)
= 1 = P,

co oznacza, »e caªka ogólna równania ró»niczkowego (11) ma posta¢

y = C1e
2t + C2e

−2t − 1

4
, gdzie C1, C2 ∈ R.

Przykªad 8. Na koniec rozwi¡»emy zagadnienie Cauchy'ego4

y′′ − y = 2t− 2, y(1) = e, y′(1) = e− 2. (12)

W tym zadaniu mamy podane warunki pocz¡tkowe w punkcie 1, a do przeksztaªcenia Laplace'a

potrzebne s¡ warunki pocz¡tkowe w punkcie 0. Mogliby±my post¡pi¢ podobnie jak w przykªadzie 6:

przyj¡¢, »e y(0) = a, y′(0) = b, znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania, a nast¦pnie wyznaczy¢ a i b tak, aby

y(1) = e, y′(1) = e− 2. Tu jednak poka»emy krótszy sposób, tzn. przesuniemy o± czasu. Zapiszmy nasze

równanie wraz z argumentem t nieznanej funkcji y = y(t):

y′′(t)− y(t) = 2t− 2.

Wprowad¹my now¡ zmienn¡ τ = t− 1, czyli t = τ + 1. Równanie ró»niczkowe ma teraz posta¢

y′′(τ + 1)− y(τ + 1) = 2(τ + 1)− 2,

y′′(τ + 1)− y(τ + 1) = 2τ.

4 Problem polegaj¡cy na znalezieniu funkcji speªniaj¡cej równanie ró»niczkowe rz¦du n i warunki pocz¡tkowe y(a) = y0,
y′(a) = y1, . . . , y(n−1)(a) = yn−1 nazywamy zagadnieniem Cauchy'ego.
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Niech teraz u(τ) = y(τ + 1). Wówczas u′(τ) = y′(τ + 1), u′′(τ) = y′′(τ + 1), u(0) = e, u′(0) = e− 2, wi¦c

rozwi¡zujemy równanie

u′′(τ)− u(τ) = 2τ, u(0) = e, u′(0) = e− 2.

Oznaczamy L[u(τ)] = U(s) i mamy:

s2U(s)− su(0)− u′(0)− U(s) =
2

s2
,

s2U(s)− es− e+ 2− U(s) =
2

s2
,

s2U(s)− U(s) =
2

s2
+ es+ e− 2,

(s2 − 1)U(s) =
es3 + (e− 2)s2 + 2

s2
,

U(s) =
es3 + (e− 2)s2 + 2

s2(s2 − 1)
.

Rozkªadamy uªamek po prawej stronie na uªamki proste:

es3 + (e− 2)s2 + 2

s2(s− 1)(s+ 1)
=
A

s
+
B

s2
+

C

s− 1
+

D

s+ 1

∣∣∣ · s2(s− 1)(s+ 1)

es3 + (e− 2)s2 + 2 = As(s2 − 1) +B(s2 − 1) + Cs2(s+ 1) +Ds2(s− 1).

Teraz musimy znale¹¢ wspóªczynniki A, B, C i D. Mo»na to zrobi¢ dowoln¡ metod¡. My podstawimy

za s cztery ró»ne liczby, poniewa» stopie« mianownika jest równy 4 (trzy z tych liczb, tzn. 0, 1 oraz −1
dadz¡ od razu trzy wspóªczynniki, czwart¡ liczb¦ wybieramy dowolnie). Mamy:

s = 0 ⇒ 2 = −B ⇒ B = −2,
s = 1 ⇒ e+ e− 2 + 2 = 2C ⇒ C = e,

s = −1 ⇒ −e+ e− 2 + 2 = −2D ⇒ D = 0,

s = 2 ⇒ 8e+ 4e− 8 + 2 = 6A+ 3B + 12C + 4D ⇒ A = 0.

Zatem

U(s) = − 2

s2
+

e

s− 1
.

Ze sªownika odczytujemy, »e

u(τ) = (−2τ + e · eτ )1l(τ).

Teraz wracamy do wyj±ciowej funkcji (najpierw podstawiamy u(τ) = y(τ + 1), potem τ = t− 1):

y(τ + 1) = (−2τ + e · eτ )1l(τ),

y(t) = (−2(t− 1) + e · et−1)1l(t− 1).

Zapisujemy otrzyman¡ wy»ej funkcj¦ w prostszej postaci i stwierdzamy, »e rozwi¡zaniem zagadnienia

Cauchy'ego (12) jest oryginaª

y(t) = (2− 2t+ et)1l(t− 1).
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3. Uwagi

1. Rozwi¡zywanie pewnych równa« ró»niczkowych liniowych o staªych wspóªczynnikach metod¡ ope-

ratorow¡ (czyli z zastosowaniem transformacji Laplace'a) sprowadza si¦ do rozwi¡zania ªatwego

równania algebraicznego. Zauwa»my, »e rozwi¡zuj¡c równania ró»niczkowe t¡ metod¡, nie musimy

umie¢ ani caªkowa¢, ani ró»niczkowa¢.

2. Aby rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe za pomoc¡ przeksztaªcenia Laplace'a, musimy zna¢ warun-

ki pocz¡tkowe w zerze. W przykªadach 7 i 8 pokazano, jak mo»na poradzi¢ sobie, gdy warunki

pocz¡tkowe s¡ podane w punkcie ró»nym od zera lub gdy w ogóle ich nie ma.

3. Mo»na równie» stosowa¢ przeksztaªcenie Laplace'a do innych typów równa« ró»niczkowych ni»

równania liniowe o staªych wspóªczynnikach (z reguªy b¦dzie to jednak bardziej pracochªonne ni»

w przykªadach omówionych w tej pracy). Musz¡ to jednak by¢ takie równania, które mo»emy

�przetªumaczy¢� za pomoc¡ gramatyki i sªownika na j¦zyk transformat. Na przykªad nie mo»emy

zastosowa¢ metody operatorowej w celu rozwi¡zania równania y′ − 2y = et
2

, poniewa» funkcja po

prawej stronie nie jest oryginaªem (nawet po przemno»eniu jej przez jedynk¦ Heaviside'a) i nie

znamy jej transformaty (nie wiemy nawet, czy ta transformata istnieje).

4. Rozwi¡zuj¡c równanie ró»niczkowe metod¡ operatorow¡, otrzymujemy zawsze caªk¦ szczególn¡ rów-

nania, która jest oryginaªem. Oznacza to m.in., »e caªka ta przyjmuje warto±¢ zero dla wszystkich

t < 0. Fakt ten mo»na ªatwo zinterpretowa¢. Równanie ró»niczkowe opisuje przebieg jakiego± proce-

su, który zaczynamy obserwowa¢ w chwili t0 = 0 (znamy warunki pocz¡tkowe) i interesuje nas tylko

to, co b¦dzie w przyszªo±ci, wi¦c przeszªo±¢ mo»na �wyzerowa¢�. Gdyby±my chcieli pozna¢ przeszªo±¢

jakiego± procesu, mogliby±my zmieni¢ zmienn¡ oznaczaj¡c¡ czas (np. τ = −t) i wprowadzi¢ now¡

funkcj¦.

5. Niektóre równania (np. te omówione w przykªadach 7 i 8) mo»na rozwi¡za¢ szybciej innymi meto-

dami (ale trzeba zna¢ te metody).

Zach¦camy Czytelnika do samodzielnego rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych za pomoc¡ przeksztaª-

cenia Laplace'a. Zadania mo»na znale¹¢ np. w [1] i [3]. Mo»na te» samodzielnie wymy±li¢ równanie z wa-

runkami pocz¡tkowymi i na stronie https://www.wolframalpha.com/ sprawdzi¢ odpowied¹.
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