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Rozkªad na uªamki proste

Streszczenie. Wa»nym elementem rozwi¡zywania caªek z funkcji wymiernych jest rozkªad wy-
ra»enia wymiernego na uªamki proste. Do±wiadczenie dydaktyczne Autorów podpowiada, »e stu-
denci cz¦sto niepotrzebnie komplikuj¡ sobie to zadanie poprzez tworzenie nadmiernie skomplikowa-
nego ukªadu równa«. Autorów w tym przekonaniu utwierdza równie» przegl¡d obecnej literatury
obja±niaj¡cej t¦ metod¦ caªkowania, jak równie» zapoznanie si¦ z najpopularniejszymi materiaªami
e-learningowymi dost¦pnymi w polskim internecie. Niniejszy artykuª ma na celu przybli»enie me-
tody, która cz¦sto w znaczny sposób uªatwia dokonanie rozkªadu wyra»enia wymiernego na uªamki
proste.

1.Wst¦p teoretyczny

Na wst¦pie rozpoczniemy od zde�niowania funkcji wymiernej oraz uªamków prostych pierwszego i dru-

giego rodzaju.

De�nicja 1 (Funkcja wymierna). Niech N oznacza zbiór liczb caªkowitych nieujemnych, a R zbiór

liczb rzeczywistych. Niech

g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0

oraz

h(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + . . . + b1x + b0

b¦d¡ wielomianami o wspóªczynnikach rzeczywistych, odpowiednio stopnia n oraz m, gdzie n,m ∈ N oraz

h(x) 6= 0. Wówczas funkcj¦ f dan¡ wzorem f(x) = g(x)
h(x) nazywa¢ b¦dziemy funkcj¡ wymiern¡.

De�nicja 2 (Uªamki proste). Uªamkami prostymi pierwszego rodzaju nazywamy wyra»enia postaci:

A

(x− a)n
, A, a ∈ R, n ∈ N\{0}.
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Uªamkami prostymi drugiego rodzaju nazywamy wyra»enia postaci:

Ax + B

(x2 + bx + c)n
, A,B, b, c ∈ R, n ∈ N\{0},

dla których trójmian kwadratowy x2 + bx + c nie posiada pierwiastków rzeczywistych (∆ < 0).

Maj¡c dane powy»sze de�nicje mo»emy przedstawi¢ twierdzenie o rozkªadzie na uªamki proste.

Twierdzenie 1 (O rozkªadzie na uªamki proste). Ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ f(x) = g(x)
h(x) tak¡, »e

stopie« wielomianu g jest mniejszy ni» stopie« wielomianu h, mo»na jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

sko«czonej sumy uªamków prostych, przyjmuj¡c, »e:

1. czynnikowi mianownika (x− a)n odpowiadaj¡ uªamki proste pierwszego rodzaju

A1

(x− a)
,

A2

(x− a)2
, . . . ,

An

(x− a)n
,

2. czynnikowi mianownika (x2 + bx + c)m odpowiadaj¡ uªamki proste drugiego rodzaju

B1x + C1

(x2 + bx + c)
,

B2x + C2

(x2 + bx + c)2
, . . . ,

Bmx + Cm

(x2 + bx + c)m
,

gdzie A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bm, C1, C2, . . . , Cm ∈ R.

Zatem caªa trudno±¢ rozkªadu polega na wyznaczeniu wspóªczynników pojawiaj¡cych si¦ w liczni-

kach uªamków prostych. Prze±led¹my klasyczne rozwi¡zanie tego zadania na konkretnym przykªadzie.

Rozªó»my na uªamki proste wyra»enie wymierne:

3x3 + 4x2 − 13x− 6

(x + 3)(x + 2)x(x− 1)
. (1)

Z twierdzenia o rozkªadzie na uªamki proste otrzymujemy:

3x3 + 4x2 − 13x− 6

(x + 3)(x + 2)x(x− 1)
=

A

x + 3
+

B

x + 2
+

C

x
+

D

x− 1
.

Po pomno»eniu obustronnie przez (x + 3)(x + 2)x(x− 1), powy»sze równianie przyjmuje posta¢:

3x3 + 4x2 − 13x− 6 =

= A(x + 2)x(x− 1) + B(x + 3)x(x− 1) + C(x + 3)(x + 2)(x− 1) + D(x + 3)(x + 2)x.
(2)

Nast¦pnie upraszczamy i porz¡dkujemy wzgl¦dem x wielomian znajduj¡cy si¦ po prawej stronie:

3x3 + 4x2 − 13x− 6 = (A + B + C + D)x3 + (A + 2B + 4C + 5D)x2 + (−2A− 3B + C + 6D)x− 6C.
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Aby zachodziªa równo±¢, wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach zmiennej x musz¡ by¢ takie

same, wi¦c nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa«:
3 = A + B + C + D

4 = A + 2B + 4C + 5D

−13 = −2A− 3B + C + 6D

−6 = −6C

,

co po obliczeniu daje: 
A = 1

B = 2

C = 1

D = −1

.

Zatem ostatecznie:

3x3 + 4x2 − 13x− 6

(x + 3)(x + 2)x(x− 1)
=

1

x + 3
+

2

x + 2
+

1

x
− 1

x− 1
.

Wadami powy»szego rozwi¡zania jest czasochªonne przeksztaªcanie wielomianu oraz rozwi¡zywanie

(cz¦sto du»ego) ukªadu równa« - w obu przypadkach nietrudno o bª¡d obliczeniowy.

Zauwa»my, »e szukamy takich warto±ci liczb A, B, C, D dla których równanie (2) b¦dzie speªnione

niezale»nie od warto±ci x. W przedstawionym standardowym modelu rozwi¡zywania tego typu zada«

wyst¦puje etap grupowania wspóªczynników wielomianu wzgl¦dem zmiennej x oraz porównywania odpo-

wiednich wspóªczynników wielomianów po obu stronach otrzymanego równania. Caªy ten proces mo»na

zast¡pi¢ przez utworzenie z równania (2) odpowiedniej liczby równa« liniowych poprzez dobieranie odpo-

wiednich warto±ci liczbowych za x. Oczywi±cie najlepszy rezultat uzyskamy, gdy za x b¦dziemy podstawia¢

pierwiastki mianownika wyra»enia (1). Pierwiastkami wyra»enia (x + 3)(x + 2)x(x− 1) s¡ oczywi±cie

liczby −3, −2, 0 oraz 1. Po podstawieniu x = −3 otrzymujemy

−12 = −12 ·A + 0 ·B + 0 · C + 0 ·D,

wi¦c A = 1. Ogólnie:

x = −3 :

x = −2 :

x = 0 :

x = 1 :


−12 = −12 ·A + 0 ·B + 0 · C + 0 ·D

12 = 0 ·A + 6 ·B + 0 · C + 0 ·D
−6 = 0 ·A + 0 ·B − 6 · C + 0 ·D
−12 = 0 ·A + 0 ·B + 0 · C + 12 ·D

,

zatem tym sposobem otrzymujemy o wiele prostszy ukªad równa«, ni» w przypadku standardowego

rozwi¡zania.

W ogólnym przypadku mo»e si¦ zdarzy¢, »e liczba niewiadomych jest wi¦ksza ni» liczba miejsc ze-

rowych mianownika wyra»enia wymiernego. W takiej sytuacji, po wykorzystaniu wszystkich miejsc ze-

rowych, mo»na za x podstawia¢ dowolne liczby rzeczywiste - cz¦sto najwygodniejsze rozwi¡zania to te,

które s¡ konstruowane na liczbach caªkowitych o mo»liwie jak najmniejszym module. Otrzymane ukªady

równa« na ogóª s¡ prostsze od tych, które otrzymujemy rozwi¡zuj¡c zadanie standardowo.
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Warto podkre±li¢, »e przedstawiona metoda jest tym efektywniejsza, im jest mniejsza warto±¢ ró»nicy

mi¦dzy stopniem mianownika, a jego liczb¡ ró»nych miejsc zerowych.

2. Przykªady

Przykªad 1. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enie wymierne

4x2 − 18x + 24

x(x− 2)(x− 4)
.

Rozwi¡zanie

Zgodnie z twierdzeniem o rozkªadzie na uªamki proste

4x2 − 18x + 24

x(x− 2)(x− 4)
=

A

x
+

B

x− 2
+

C

x− 4
.

Mno»¡c powy»sze równanie obustronnie przez x(x− 2)(x− 4) otrzymujemy

4x2 − 18x + 24 = A(x− 2)(x− 4) + Bx(x− 4) + Cx(x− 2).

Pierwiastkami mianownika danego wyra»enia wymiernego s¡ liczby 0, 2 i 4. Po podstawieniu ich do

powy»szego równania otrzymujemy

x = 0 :

x = 2 :

x = 4 :


24 = 8A

4 = −4B

16 = 8C

, wi¦c


A = 3

B = −1

C = 2

.

Odpowied¹
4x2 − 18x + 24

x(x− 2)(x− 4)
=

3

x
− 1

x− 2
+

2

x− 4
.

Przykªad 2. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enie wymierne

x2 − 3x− 2

(x2 + 1)(x− 1)
.

Rozwi¡zanie

Zgodnie z twierdzeniem o rozkªadzie na uªamki proste

x2 − 3x− 2

(x2 + 1)(x− 1)
=

Ax + B

x2 + 1
+

C

x− 1
.

Mno»¡c powy»sze równanie obustronnie przez (x2 + 1)(x− 1) otrzymujemy

x2 − 3x− 2 = (Ax + B)(x− 1) + C(x2 + 1).
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Jedynym pierwiastkiem rzeczywistym1 mianownika danego wyra»enia wymiernego jest 1. Poniewa» w roz-

kªadzie mamy trzy niewiadome, musimy w powy»szym wyra»eniu podstawi¢ za x jeszcze dwie liczby,

przykªadowo 0 i −1:

x = 1 :

x = 0 :

x = −1 :


−4 = 2C

−2 = −B + C

2 = 2A− 2B + 2C

, wi¦c


A = 3

B = 0

C = −2

.

Odpowied¹
x2 − 3x− 2

(x2 + 1)(x− 1)
=

3x

x2 + 1
− 2

x− 1
.

Przykªad 3. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enia wymierne

a)
3x3 − 3x2 + 3x + 4

x4 − 3x3 − 4x2
, b)

1

x4 − 3x3 + 3x2 − 3x
.

Rozwi¡zanie

a) Najpierw musimy okre±li¢ posta¢ iloczynow¡ mianownika danego wyra»enia:

x4 − 3x3 − 4x2 = x2(x2 − 3x− 4) = x2(x + 1)(x− 4).

Zgodnie z twierdzeniem o rozkªadzie na uªamki proste

3x3 − 3x2 + 3x + 4

x4 − 3x3 − 4x2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x + 1
+

D

x− 4
.

Mno»¡c powy»sze równanie obustronnie przez x2(x + 1)(x− 4) otrzymujemy

3x3 − 3x2 + 3x + 4 = Ax(x + 1)(x− 4) + B(x + 1)(x− 4) + Cx2(x− 4) + Dx2(x + 1).

Pierwiastkami mianownika danego wyra»enia wymiernego s¡ −1, 0 i 4. Poniewa» w rozkªadzie mamy

cztery niewiadome, dobieramy dodatkow¡ liczb¦ do podstawienia, przykªadowo 1:

x = −1 :

x = 0 :

x = 4

x = 1 :


−5 = −5C

4 = −4B

160 = 80D

7 = −6A− 6B − 3C + 2D

, wi¦c


A = 0

B = −1

C = 1

D = 2

.

Odpowied¹
3x3 − 3x2 + 3x + 4

x4 − 3x3 − 4x2
= − 1

x2
+

1

x + 1
+

2

x− 4
.

b) Równie» w tym przypadku zaczynamy od okre±lenia postaci iloczynowej mianownika:

x4 − 3x3 + 3x2 − x = x(x3 − 3x2 + 3x− 1) = x(x− 1)3.

1Za x mo»na podstawia¢ równie» pierwiastki zespolone, jednak b¦dziemy tego unika¢, gdy» cz¦sto niepotrzebnie kom-

plikuj¡ one obliczenia.
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Zatem zgodnie z twierdzeniem o rozkªadzie na uªamki proste

1

x4 − 3x3 + 3x2 − 3x
=

A

x
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
+

D

(x− 1)3
.

Mno»¡c powy»sze równanie obustronnie przez x(x− 1)3 otrzymujemy

1 = A(x− 1)3 + Bx(x− 1)2 + Cx(x− 1) + Dx.

Pierwiastkami mianownika danego wyra»enia s¡ liczby 0 i 1. Poniewa» w rozkªadzie mamy cztery

niewiadome, dobieramy dwie dodatkowe liczby do podstawienia, przykªadowo −1 i 2:

x = 0 :

x = 1 :

x = −1

x = 2 :


1 = −A
1 = D

1 = −8A− 4B + 2C −D

1 = A + 2B + 2C + 2D

, wi¦c


A = −1

B = 1

C = −1

D = 1

.

Odpowied¹
1

x4 − 3x3 + 3x2 − 3x
= − 1

x
+

1

x− 1
− 1

(x− 1)2
+

1

(x− 1)3
.

3. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enie wymierne:

−2

(x + 1)(x− 1)
,a)

3x + 2

(x + 4)(x− 3)
,b)

4x2 − 2x− 2

(x + 1)x(x− 2)
,c)

10x + 6

(x + 3)(x + 1)(x− 1)
,d)

−2x2 − 4

(x + 2)(x + 1)(x− 1)(x− 2)
,e)

−3x2 − 5x + 4

(x + 1)x(x− 1)(x− 2)
.f)

Zadanie 2. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enie wymierne:

2x2 − 2x− 3

(x− 1)2(x− 2)
,a)

2x3 + 2x2 − 8

(x + 2)x2(x− 2)
,b)

3x2 + 2x

(x2 + 2)(x− 3)
,c)

x2 − 6x + 1

(x2 + 1)(x− 1)2
,d)

x4 + x3 − 4

(x2 + 2)x3
,e)

2x3 + 8x2 + x + 3

(x2 + 1)(x− 1)(x− 2)
.f)

Zadanie 3. Rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych wyra»enie wymierne:

7x− 21

x2 − 3x− 10
,a)

7x2 + 4x− 12

x3 − 4x
,b)

2x3 − 4x2 − 3x + 2

x4 − 2x3 + x2
,c)

5x2 − 8x + 28

x4 − 16
,d)

4x3 − 6x2 + 2x− 2

x4 − 2x3 + x2 − 2x
,e)

3x3 + x2 + 7x− 1

x5 − x
.f)
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4. Odpowiedzi do zada«

Zad. 1:

1

x + 1
− 1

x− 1
,a)

2

x + 4
+

1

x− 3
,b)

2

x + 1
+

1

x
+

1

x− 2
,c) − 3

x + 3
+

1

x + 1
+

2

x− 1
,d)

1

x + 2
− 1

x + 1
+

1

x− 1
− 1

x− 2
,e) − 1

x + 1
+

2

x
+

2

x− 1
− 3

x− 2
.f)

Zad. 2:

1

x− 1
+

3

(x− 1)2
+

1

x− 2
,a)

1

x + 2
+

2

x2
+

1

x− 2
,b)

2

x2 + 2
+

3

x− 3
,c)

3

x2 + 1
− 2

(x− 1)2
,d)

1

x2 + 2
+

1

x
− 2

x3
,e)

2x + 1

x2 + 1
− 1

x− 1
+

2

x− 2
.f)

Zad. 3:

5

x + 2
+

2

x− 5
,a)

1

x + 2
+

3

x
+

3

x− 2
,b)

1

x
+

2

x2
+

1

x− 1
− 3

(x− 1)2
,c)

x− 1

x2 + 4
− 2

x + 2
+

1

x− 2
,d)

2x

x2 + 1
+

1

x
+

1

x− 2
,e) − 2

x2 + 1
− 2

x + 1
+

1

x
+

3

x− 1
.f)


