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Macierze podobne cz II. Wyznaczanie postaci Jordana macierzy

Streszczenie. W artykule omawiamy macierze kwadratowe o elementach w zbiorze liczb ze-
spolonych. W zbiorze takich macierzy jest zdefiniowana relacja podobienstwa. Dla kazdej macierzy
A € M,,«,(C) istnieje macierz do niej podobna o specyficznej budowie, nazywana postacia Jordana.
Macierz Jordana stanowi uogodlnienie macierzy diagonalne;j.

Pojeciem podstawowym dla tej konstrukcji jest klatka Jordana. Najprostszym jej przypadkiem
jest kazda macierz stopnia 1, lecz klatki te moga mie¢ dowolnie duzy stopieri. Macierz Jordana jest
macierzg blokowa, gdzie na gléwnej przekatnej sg rozmieszczone klatki Jordana, a pozostale bloki
s3 macierzami zerowymi.

W artykule przedstawiamy algorytm wyznaczania postaci Jordana macierzy, ktory zilustrujemy
wieloma przykltadami. Dla macierzy stopnia 2 oraz 3 rachunki sa dosé schematyczne, lecz przy-
ktady obejmuja réwniez rézne metody radzenia sobie z trudno$ciami przy macierzach stopnia
wiekszego od 3.

Stowa kluczowe: postaé¢ Jordana, klatka Jordana, diagram Ferrersa.

1. Wstep

Dwie macierze kwadratowe A i B s3 podobne, gdy istnieje macierz odwracalna C taka, ze B = C~'AC.
Macierz C nazywamy macierza przejscia. Relacja podobienistwa dzieli zbiér macierzy kwadratowych na
klasy abstrakcji. Naszym celem jest wskazanie w kazdej klasie reprezentanta o mozliwie prostej budowie.
W niektorych przypadkach jest nim macierz diagonalna, co jest najwygodniejsze dla dalszych obliczen.
Jednak w wielu klasach nie ma macierzy diagonalnej, lecz mozna wskaza¢ postaé¢ ogélniejsza — macierz
Jordana. Definicje wspomnianych tu poje¢ mozna znalezé¢ w literaturze, np. [1] lub [2]. Mozna tez prze-
czytac artykut [4], gdzie znajdziemy definicje oraz przyktady dla macierzy diagonalizowalnych.

W tym artykule przedstawiono algorytm wyznaczania postaci Jordana macierzy, czyli macierzy Jor-
dana podobnej do macierzy wyjsciowej. Dowod zostal pominiety, poniewaz nawet jego prosta wersja
wymagalaby wprowadzenia wiekszej liczby pojeé. Zamiast tego zagadnienie zilustrowano licznymi przy-
ktadami. W poczatkowych przyktadach obliczenia sa szczegdlowe. W kolejnych pominieto powtarzalne
rachunki, a uwage skupiono na kolejnych elementach algorytmu. Niniejsze opracowanie nie obejmuje
algorytmu wyznaczania macierzy przej$cia C'.
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Zwr6¢my uwage, ze posta¢ Jordana macierzy moze by¢ istotnie zespolona, nawet wtedy gdy macierz
wyjSciowa jest rzeczywista. Tylko dwa przyktady dotycza macierzy zespolonej, poniewaz na ogét obliczenia
w liczbach zespolonych sa technicznie trudniejsze, cho¢ przebiegaja wedlug tych samych algorytmoéw.
Najwiekszy z analizowanych przyktadéw dotyczy macierzy stopnia 7.

Nalezy zaznaczy¢, ze posta¢ Jordana wyznaczamy tylko dla macierzy kwadratowych. Stad przez ma-
cierz stopnia n rozumiemy macierz o wymiarach n x n. Do oznaczania rzadu macierzy, bedziemy uzywali
symbolu rz(A) lub rz A. W literaturze spotyka sie oznaczenia rank A, rk A lub czasem r(A).

2. Klatka Jordana 1 macierz Jordana

Definicja 1. Macierz kwadratowq stopnia n o postaci:

A1 0 - 00
0 X 1 0
000 A -~ 00
000 -~ A1
(00 0 -+ 0 A|

nazywamy klatke Jordana i oznaczamy symbolem K, (N).

Przyklad 1. Nastepujace macierze sa klatkami Jordana:

01 0 1100

-4 1 0 1 10

Kie) =Bl K-a=| 0 | KO=|00 1], mm=|
0 0 0

0 0 01

Przyklad 2. Przedstawione nizej macierze nie sa klatkami Jordana. Kolorem czerwonym wskazano ele-
ment macierzy, ktoéry narusza strukture klatki.

2 1 0]
1) | 0 2 1 | - tuzamiast ,3” powinno by¢ ,;2”.
0 0 3|
o -
2) |0 0 | — tu zamiast ,,0” powinno by¢ ,,17.
0 2
[2 1 0 1
0 2 1 0
3) — tu zamiast ,,1” powinno by¢ ,0”.
00 2 1
00 0 2

Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy dziatanie sumy prostej macierzy kwadratowych A @ B. Polega
ono na rozmieszczeniu macierzy A oraz B jako blokéw na gléwnej przekatnej wynikowej macierzy blokowej
i uzupelnieniu reszty pozycji zerami.
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Przykltad 3. Mamy

15 7 00
5 7 —2
3 7] 30 0 0
0 -2 | & =] -8 1 6 0 0
-2 3
-8 1 6 0 0 0 37
0 0 0 -2 3

Dopisane zera zostaty tu zapisane kolorem niebieskim.

Dzialanie @ jest oczywiscie taczne, ale nie jest przemienne.
Zauwazmy, ze kazda macierz diagonalng mozna zapisa¢ za pomoca dzialania .

Przyktad 4.

= Ki(1) ® K1(2) ® K1(3).

o O =
O N O
w o O

Definicja 2. Macierz blokowq, w ktorej na glownej przekgtnej sq rozmieszczone klatki Jordana, a poza
tq przekgtng sq elementy zerowe, nazywamy macierzq Jordana.

Oczywiscie pojedyncza klatka Jordana jest macierza Jordana, podobnie jak kazda macierz diagonalna.

Przyklad 5. Macierz Jordana stopnia 5 zbudowana z dwoch klatek Jordana:

4 1.0 0 O
0 4 1 0 0
J=10 04 0 0
0 0 0 -5 1
000 0 -5

Stosujac dzialanie @ dla klatek, mozna zapisac: J = K3(4) @ Ka(—5).
Czesto zapisuje sie macierz w postaci uwidaczniajacej uktad klatek, np.:

41 0] 0 0 410 4 1

04 1] 0 0 0 4 1 1
J=1l0o 0 4/ 0 o|,J=]0 0 4 lub J = 4

00 0]-5 1 -5 1 -5 1

00 0| 0 —5 0 -5 -5

W tym ostatnim zapisie pozostawiono tylko istotne elementy klatek.

Przyklad 6. Ponizej przedstawiono rézne macierze Jordana stopnia 3 majace te sama wartosé na gléwne;j
przekatnej:

S O =
O = O
= O O
S O
S B~ =
= O O
O O
O = O
=)
S O
S = =
= = O
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3. Posta¢ Jordana macierzy

Przypomnijmy, ze macierze A i B sa podobne, gdy istnieje macierz odwracalna taka, ze B = C~1AC.
W artykule [4] pokazano, dla jakich macierzy istnieje posta¢ diagonalna. Nastepujace twierdzenie jest
uogdlnieniem tego faktu.

Twierdzenie 1. Dla kazdej macierzy A istnieje podobna do niej macierz Jordana J, ktdrg nazywamy
postacig Jordana macierzy A.

Uwaga 1. Posta¢ Jordana jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do kolejnosci klatek.

Powyzsze stwierdzenie oznacza, ze tak na ogét mamy formalnie wiecej postaci Jordana, ale kazde
dwie takie postacie réznia sie tylko kolejnoscia rozmieszczenia klatek na gtéwnej przekatnej. Jedynie gdy
posta¢ Jordana sktada sie z jednej klatki, jest ona jednoznaczna.

Uwaga 2. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe przy zalozeniu, ze elementy macierzy A i J moga by¢
liczbami zespolonymi. W szczegdlnosci posta¢ Jordana macierzy rzeczywistej nie musi by¢ macierzg rze-
czywista.

3.1. Diagram Ferrersa

Pokazemy algorytm budowy postaci Jordana. Nie bedzie tu dowodu poprawnosci algorytmu, a jedynie
przyktady ilustrujace jego stosowanie!.

W trakcie obliczeri postaci Jordana korzystamy z diagraméw Ferrersa podziatu liczby na sktadniki.
Informacje na temat diagraméw Ferrersa mozna odnalezé np. w [3]. W nastepnej sekcji diagramy Ferrersa

postuza do wyznaczania liczby klatek Jordana.

Definicja 3. Diagram Ferrersa liczby n sktada sie z n kropek rozmieszczonych w wierszach i kolumnach
tak, by kazdy kolejny wiersz miatl liczbe kropek nie wiekszq niz poprzedns.

Przyklad 7. Oto kilka diagraméw Ferrersa dla liczby 9

9=6+3 9=5+14 9=3+3+3 9=44+2+2+4+1.
e o o o o o e o o o o o o o e o o o
o o o e o o o o o o o o

o o o o o

Liczba wszystkich takich diagramoéw dla wartosci 9 wynosi 30.

Przyklad 8. Nastepujace uklady kropek nie sa diagramami Ferrersa (w kazdym z tych przykladow
w drugim wierszu liczba kropek jest wieksza niz w poprzednim):

! Dowo6d mozna znalezé¢ w na przyktad w [1] oraz w [2].
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Zamiast diagraméw Ferrersa mozna stosowaé diagramy Younga, ktére stanowig tablicowy odpowiednik
uktadu kropek.

Przyklad 9. Zapiszmy zamiast diagraméw Ferrersa, diagramy Younga:

9=6+3 9=5+4 9=3+3+3 9=4+24+2+4+1.

[ [ ] [ ]

3.2. Algorytm budowy postaci Jordana

Przypomnijmy, ze wartosci wlasne uzyskujemy, rozwiazujac rownanie det(A — AI) = 0 w liczbach
zespolonych [4].

Czytelnik powinien przesledzi¢ dzialanie algorytmu krok po kroku na kolejnych przyktadach.

Zakladamy, 7ze mamy macierz A stopnia n.

1. Wyznaczamy wszystkie rézne wartodci wtasne Ay, Ag, ..., Ay, gdzie m < n wraz z ich krotnodciami
ki, ko, ..., kyn. Wiadomo, ze suma krotnosci spelia warunek: ky + ko + -+ - + k,,, = n.

2. Kazdej jednokrotnej wartosci wlasnej \; odpowiada pojedyncza klatka Jordana Ki(\;).
3. Dla kazdej wartosci wlasnej A;, dla ktoérej k; > 1, wykonujemy nastepujace kroki:

(a) przyjmujemy r;,0 = n (stopien macierzy),
(b) nastepnie wyznaczamy 1zedy macierzy r;; = rz(A — \;I)7 dla kolejnych j = 1,2,...,7, az do

“:n_kia

spelnienia warunku r, 5

(c) obliczamy liczby Aj; = 71 — rij, dla j = 1,2,...,; wiadomo przy tym, ze
Ai1+Ai2+"'+Aij = ki,

(d) konstruujemy diagram Ferrersa odpowiadajacy liczbie k;, w taki sposob, ze kolejne jego wiersze
maja A1, Doy oy Ai3 kropek,

(e) ostatecznie z diagramu odczytujemy klatki Jordana w kierunku pionowym: kolumnie sktada-
jacej sie z s kropek odpowiada klatka K (\;).

4. Wyznaczone klatki Jordana umieszcza sie jako bloki na gltéownej przekatnej.

Uwaga 3. Laczna liczba kropek w diagramie dla wartosci wtasnej \; jest réwna k;, czyli krotnosci tej

warto$ci wlasnej.

Uwaga 4. Jezeli wartos¢ wlasna jest jednoznacznie okreslona lub z kontekstu wynika, ktorej wartosci
wlasnej dotycza obliczenia mozemy uprosci¢ zapis

ri =rz(A—=XI), Aj=rj_1—rj.
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4. Przyklady wyznaczania postaci Jordana

Zaczniemy od podstawowych przykladéw dotyczacych macierzy stopnia 2 oraz 3, gdzie wyjasnimy
szczegdlowo algorytm. Nastepne przyklady poprowadza nas przez rézne problemy, ktére mozemy spo-
tka¢. Pokazemy tez metody ulatwiajace obliczenia. Wiekszo§¢ przyktadow dotyczy macierzy rzeczywi-
stych, jednak zobaczymy tez posta¢ Jordana macierzy zespolonej oraz przykltad, ze macierz zespolona
ma rzeczywista posta¢ Jordana. Ostatni przyklad pokaze, ze przy odpowiednio duzej liczbie elementow
zerowych obliczenia pozostaja wykonalne nawet dla macierzy stopnia 7.

— 4
Przyklad 10. Niech A = ? 1 ] . Wyznaczamy wielomian charakterystyczny:
—5—=A 4
A) = =M 4+6A+9=(1+3)%
¢()|_1 [ eeare=0y)
Mamy:
-2 4 9 0 0 9

A+31= Lo | r1 =1z2(A+3) =1, (A+4310)* = 0 o | ro =12(A+31)* =0.

Otrzymalismy ro = 2 (stopieri macierzy), r1 = 1, ro = 0, wiec A; = Ay = 1, a diagram Ferrersa ma

[ )
postac: , co za tym idzie posta¢ Jordana macierzy A jest jednoznaczna:

=04

Ponizszy przyktad pokazuje, ze macierz zespolona moze mie¢ rzeczywista postaé¢ Jordana. Obliczenia

sa w pelni analogiczne do powyzszych, wiec zostang przedstawione skrotowo.

34+2t 141
2—-2i 3—2

Przyklad 11. Niech A =

Obliczamy wielomian charakterystyczny:

3+2i—A 1414

o9 sy |=BH2=NE =20 - (2-20)(1+i),

p(A) =

Wykorzystujemy dwukrotnie wzor skréconego mnozenia (a + b)(a — b) = a? — b*:

oA\ =B =A+2)B-A—2i) —2(1 —i)(1+1i) = (3—N)? - (20)* —2(1 —i?) =
=(B-N?—(-4)-2-2=(3-)N>2

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wyznaczona warto$¢ wlasna ma krotnos¢ algebraiczna réwna
dwa.
34+2i—3 141

— 12(A — 3]) =
=1 )= g 3_9i_3

2-2i -2

l 2% 14
=1T7
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Zauwazmy, ze dla wartosci wlasnej 3, det(A — 3I) = 0, a stad wynika, ze rz(A — 3I) < 2. Elementy
niezerowe w macierzy A — 31 $wiadcza, ze rzad tej macierzy musi by¢ rowny 1, co pozwala na obliczenie
A; =2—1=1, wiec w pierwszym wierszu jest jedna kropka. Dla jedynej dwukrotnej wartosci wlasnej 3
mamy dwie kropki. W przypadku jedynej dwukrotnej wartosci wlasnej, rownej 3, odpowiadajacy jej

diagram sktada sie z dwoch kropek. Jest to mozliwe tylko dla diagramu postaci . Jak widzimy, nie
[ ]

byto konieczne obliczanie macierzy (A — 3I)2, cho¢ wiemy, 7e jest ona zerowa.
Ostatecznie posta¢ Jordana jest jednoznaczna i rzeczywista:

J:[g;].

Kolejne przyktady dotycza macierzy stopnia 3 z dokladnie jednag wartoscia wlasna (czyli musi by¢ ona
trzykrotna). Zatem diagramy Ferrersa moga mie¢ tylko jedna z trzech postaci:

3=1+1+1 3=2+1 3=3
o o o o o °
° °

Pierwszy diagram oznacza, ze Ay = 3—r; = 3—rz(A— AI) = 3, czyli rz(A — A\I) = 0. Inaczej mowiac,
A — M jest macierza zerowa, czyli A = A\I (macierz A jest macierza diagonalna).
Pozostate dwa diagramy pojawia sie w kolejnych dwoch przyktadach.

Przyklad 12. Niech

— ol
wto =
O =

A:

wn

Dla wyznaczenia wielomianu charakterystycznego korzystamy z reguty Sarrusa.

) GG (e ()en-a-()'

1
Mamy trzykrotng warto$¢ wtasng A = 3
Obliczmy rzedy:

1
Iz (A—3I) =1z 1 -1 0 =2,
-2 1 -1
1\2 1 0 1
rz(A—S) =17 1 0 1 =1.
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Macierz (A — %I)?’ jest macierzg zerowa, czyli ma rzad 0. Obliczmy delty: Ay =3 —-2=1, Ay =2-1
oraz Az =1 — 0 = 1. Stad otrzymujemy diagram Ferrersa oraz posta¢ Jordana:

[ ]

<

I
o O wie
O Wl =
W= = O

Posta¢ Jordana jest jedna klatka, wiec jest w tym przypadku wyznaczona jednoznacznie.

Przyktad 13. Niech
-1 -2 -2
A= 1 2 1
1 1 2

Mozna obliczy¢ wielomian charakterystyczny reguty Sarrusa, ale tu zobaczymy, ze operacje elementar-
ne na macierzy moga by¢ rownie skuteczne. Operacje elementarne na wierszach sg oznaczone kolorem
niebieskim. Zapis wy < wy + 2 - w3 oznacza, ze do elementéw pierwszego wiersza dodajemy odpowied-
nie elementy trzeciego wiersza, pomnozone przez 2. W kolejnych przyktadach spotkamy sie z zamiang

dwoch wierszy oznaczong przez w; <> wy oraz z operacjami na kolumnach, ktére bedziemy oznaczaé
symbolem Fk;.

1A -2 =2 1-A 0 2-2)
det(A—A)=| 1 2-x 1 |= "rCwdws gy | @
1 1 2-A w2 e 1 12—
10 2 10 2
=(1-XN?01 -1 |= ws+wg—w; =(1-N*0 1 -1 |=
11 2-2) 0 1 -\

= (=N (N~ (1)) = (1= A

W kroku (x) wylaczamy z dwoch pierwszych wierszy czynnik 1 — A.
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie mamy potrdjng wartosé wlasng rowna 1. Macierz

-2 -2 =2

ma trzy proporcjonalne wiersze, wiec rz(A —1I) = 1. Stad A; = 2, co daje w pierwszym wierszu diagramu
Ferrersa dwie kropki, trzecia musi by¢ w drugim wierszu. Ponadto wiadomo juz, ze (A —I)? jest macierza
7erowa, co oczywiscie mozna sprawdzi¢ wprost.

Stad otrzymujemy diagram Ferrersa oraz dwie mozliwe postacie Jordana. Elementy klatek sa zazna-
czone w kolorach niebieskim i czerwonym, a elementy poza klatkami sg jasno zielone:

A =
2{' I{e Al X 11 1
[ ) =
2 , J=10 1 lub J = 11
T 0

Ks(1) Ki(1) ! !
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Przyklad 14. Mozemy réwniez wyznacza¢ wartoéci wlasne oraz postaé¢ Jordana dla macierzy, ktérych
elementami sg liczby zespolone nienalezace do zbioru liczb rzeczywistych.

A |
Niech macierz A = 2 3i —i |. W celu obliczenia det(A — AI) bedziemy stosowaé operacje
2t —2 2
elementarne:
—i—= A 2 -1 . .
g@()\):det(A—)\I): 2 3i— A i ?U2(7w2+z1201 )\)
21 -2 22—\ w3 w3 w1
—i4 9 1
1Z++A. S —i(i—=X) i A I iy )
= i i— _ L )
A2+ (i —2)A 2—2) A4 (i—2)A 2-2)

M4+ (i—2)A 2—-2\ 0
=A=9) ([(=)2=2X) = (A + (i —2)A)) = (A= 9)(=A* + (2 + )X — 2i).

Rownanie kwadratowe —A\? + (2 + i)\ — 2i = 0 rozwiazujemy za pomoca A = b? — 4dac.

—(24i) £ (2—1)

A=(240)2 —4(-1)(-2i) =3—4i, VA=+(2-1), Mao= — ;

A =2, ) =i

Ostatecznie
e(\) =det(A— M) =—-(\— i)2(A —2).

Dla jednokrotnej wartoSci wlasnej A = 2 klatka ma posta¢ K;(2).

Dla dwukrotnej wartosci wtasnej A = ¢ musimy zrobi¢ diagram Ferrersa. W tym celu obliczmy rzad
macierzy (A — - 1), ktory oczywiscie jest mniejszy od 3. W ramce wyrézniony jest jeden z niezerowych
minoréw stopnia 2.

—1—1 2 -1 -2 2 -1
Iz 2 3i—1  —i =17 2 2 —1 =2.
24 -2 2—1 2i | =2 2—14

warto$¢ tego minora = 2i - (2 — i) — (—4)(=2) =2+ 2 #0 ‘

Diagram Ferrersa ma w pierwszym wierszu jedna kropke, wiec otrzymujemy pojedyncza klatke: Ko (4).
Ostatecznie mozliwe sa dwie postacie Jordana, rézniace sie kolejnoscia klatek. Klatki wyrdzniono
kolorami, podobnie do poprzedniego przyktadu.

Nastepny przyktad pokazuje, ze dla macierzy rzeczywistej posta¢ Jordana moze by¢ zespolona. Jednak
wartosci wlasne w tej sytuacji sa sprzezone, wiec pojawiaja sie klatki Jordana o sprzezonych wartosciach
na przekatnej gltéwnej, o tych samych rozmiarach.
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Przyklad 15. Znajdziemy posta¢ Jordana dla macierzy stopnia 4

2 -5 0 0
A 1 1 -1 -3
0 5 -2 =5
1 -1 0 -1
2—-XA =5 0 0
1 1—A -1 -3
A) =det(A - M) = =
p(A) = det( ) 0 5 _9_x —&
1 -1 0 —1-A
2—X —=3-2X 0 (2=N)(1+N)
ko < ko + k1 _ 1 2—A -1 24 A _
ka4 ks+(1+Nky | 0 5 —2 -\ -5 B
1 0 0 0
—-3-A 0 A2+ A +2 b b+ b —3-A 0 A2 -1
=—| 2-x -1 B e ) B S | 0 =
5 —2-A ) 5 —2-A 0
2—-A -1
=\ +1 =N +D(2=-N(-2-N)+5) =\ +1)>~
W T =D (@ N2 -0 +5) = (P 4 D)
Mamy wiec dwie wartoéci wlasne sprzezone: A\; = i oraz Ao = —i, kazda z nich o krotnosci dwa.

Dla obu wartos$ci wlasnych przeprowadzimy badanie rzedu A — Al. Przeanalizujemy tu przypadek
A1 = i. Za pomoca operacji elementarnych na wierszach i kolumnach, sprowadzamy macierz do postaci

schodkowej:
2—4 =5 0 0
_ 1 _
rz(A—il) =1z L= 5 e
5 —2—1 -5
1 -1 0 —1—1
1 -1 0 —1—1
1 1—1 -1 -3 Wo 4— Wo — W1
=1z - _
0 5 —2—1 -5 wy — wy + (i — 2)w
2—14i =5 0 0
1 -1 0 —1—1
0 2—1 -1 —2+1
= =ko kot ky=
“lo 5 —2-i -5 2 i
0 —-3—1 0 3+1
1 —-2-—4 0 —1—1
0 0 -1 —241 ’LU3(—’LU3—(2+Z)U)2
=1z = =
0 0 —2—1 )
0 0 0 3+
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1 2—¢ 0 —-1-1 1 2—¢ 0 —-1-—1

0 0 -1 —-2+1 w3 > Wy 0 0 -1 —-2+1
=1z = =1z =

0 0 0 0 0 0 0 3+

0 0 0 3+1 0 0 0 0

Ten ostatni krok byt opcjonalny, pozwolil jednak na uwidocznienie postaci schodkowej otrzymanej ma-
cierzy.

Skoro rzad macierzy A —1il jest rowny 3, pierwszy wiersz diagramu Ferrersa sklada sie z jednej kropki.
Zgodnie z uwaga 3 taczna liczba kropek dla tej wartosci wlasnej wynosi 2. Oznacza to, ze druga kropka

[ ]
musi sie znalez¢ w drugim wierszu. Otrzymujemy diagram postaci . Czytelnik sam moze sprawdzi¢,
[ ]

ze obliczenia dla Ay = —i przebiegaja analogicznie, prowadzac do identycznego diagramu. Stad postaé
Jordana z doktadnoscia do kolejnosci klatek przedstawia sie nastepujaco:

11 0 0
0« 0 O
= Kali) e (=) = | é P
00 0 —2

Przed nastepnym przykladem zwréémy uwage na zwiazki miedzy diagramami Ferrersa a budowg
wielomianu charakterystycznego oraz rzedami macierzy postaci A — ;1.

Zgodnie z algorytmem budowy postaci Jordana, jezeli diagram Ferrersa dla pewnej wartosci wlasnej
A\; sklada sie z k kropek, to rzad macierzy

12(A = ND)™ = 12(A = N)™ T =12(A -\ = =n—k,

gdzie m oznacza liczbe kolumn w diagramie Ferrersa, Ponadto liczba k jest krotnoscia algebraiczna tej
wartosci wlasnej, wiec wielomian charakterystyczny ¢(A) ma postaé

e(N) = (A = MFp(N).

Czasem wartosci wlasne s znane lub tez podejrzewamy, jakie sa ich warto$ci. Mozemy sprawdzié,
czy nasze podejrzenia sa stuszne, nie obliczajac wprost wielomianu charakterystycznego. Zamiast tego
mozemy obliczaé¢ rzedy rz(A — \;I)™ az do momentu, gdy ich wartosci sie stabilizuja.

Zwr6émy uwage, ze liczba 0 jest warto$cia wlasng doktadnie wtedy, gdy w diagramie Ferrersa w pierw-
szym wierszu jest co najmniej jedna kropka, czyli n —rz(A — 0I) > 0, a co za tym idzie rz A < n.

Przyktad ponizej ilustruje powyzsze rozwazania.

Przyklad 16. Dana jest macierz:

§ —4 -3 =8
A— 3 -1 -2 =3
3 -3 0 =3
3 -1 -1 -3

Na poczatku mozemy zauwazy¢, pierwsza i ostatnia kolumna sa do siebie przeciwne. Stad rzad macierzy
rz(A) < 4, czyli A1 = 0 jest wartoscia wlasna.
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Sprawdzimy, ze Ay = 2 tez jest wartoscia wlasng oraz ze nie ma innych.

Czytelnik moze oczywiscie zapytaé, dlaczego rozpatrujemy akurat Ay = 2. Taka informacja moze
wynika¢ z intuicji, weczesniejszych obliczen lub znajomosci problemu, w ktérym pojawia sie macierz A.
W tym miejscu naszym celem jest jedynie zweryfikowanie, ze przypuszczenie to jest poprawne.

W tym celu wyznaczymy rzedy macierzy A, A%, ...az kolejne wartosci beda identyczne. Analogiczna,
procedure przeprowadzimy dla rzedow macierzy A — 21, (A —2I)2,....

8 —4 -3 -8
8 o4 3 3 -1 -2 -3
det | 3 -1 -2 | =—-6#0 = 1zA=1z =3.
5 3 0 3 -3 0 -3
3 -1 -1 -3
19 —-11 -8 -19 0 —11 -8 0
2 6 -2 -4 -6 ki < k1 4+ ko + ks 0 -2 —4 0
rz A =1z = =17 =2.
6 —6 0 —6 k4 — ]431 — ]432 — ]fg 0 —6 0 0
9 -5 —-4 -9 0 -5 -4 0
38 —-22 —-16 -38
1z A% =1z 12 -4 -8 -2 =9 =rz A%
12 —-12 0 —12
18 —-10 -8 -—18
6 —4 -3 -8 0 0 0 0
-3 —92 _ . o oy
(A —2I) =z 3 =3 3 _ Wi wy —wy ws _ 0 0 0 ©0 _ 9
3 -3 -2 -3 Wy 4— Wy — W3 3 -3 -2 -3
3 -1 -1 -5 3 -1 -1 -5

Poniewaz liczba kropek jest réwna stopniowi macierzy, nie ma potrzeby wykonywania dalszych obliczen.
Wielomian charakterystyczny ma posta¢ o(\) = A2(2 — \)2.
Dla wartos$ci wtasnej A\; = 0 kolejne rzedy wynosza odpowiednio: 3 oraz 2 co pozwala skonstruowac

. [ ]
diagram
[ ]

Dla warto$ci wlasnej Ay = 2 diagram Ferrersa ma postaé: | e e | Stad uzyskujemy postaé¢ Jordana

w postaci trzech mozliwych permutacji tych trzech klatek na gtéwnej przekatne;j:

o O O o
o O O =
S N O O
N OO O
o O O N
o O O o
S O = O
N OO O
o O O N
S O N O
o O O O
S = O O

Kolejne dwa przyktady pokazuja, ze ten sam wielomian charakterystyczny moze prowadzié¢ do réznych
postaci Jordana. Ponadto wyznaczanie wielomianu charakterystycznego dla macierzy stopnia 5 nie musi
by¢ trudne.
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Przyklad 17. Znajdziemy posta¢ Jordana macierzy:

-1 0 0 0 O
-3 4 4 -2 -1
A= -2 0 -1 0 O
-5 0 -3 2 0
6 4 9 -2 0

Tu dla wyznaczenia wielomianu charakterystycznego zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem wska-
zanych wierszy i kolumn, a na konicu otrzymamy wyznacznik stopnia 2.

[-1-Xx 0 0 0o 0
—3  4-x 4 —2 -1
e(\) =det(A—\)=| —2 0 —-1-x 0 0 |=
-5 0 —3  2-x 0
6 4 9 —2 -
4- 4 —2 -1
| 0A -1-X 0 0] oA -2
=(-1-2X) =(-1-N(-1-X| 0 2-x 0 |=
3 2-X 0
4 -2 -
4 9 —2 -
2 4_)‘ -1 2 2 2 3
=(-1-22@-N| L= ET=PE =N - A+ ) = (1222 - A

Teraz musimy osobno rozpatrzy¢ obie wartosci wlasne. Wiadomo, ze dla dwukrotnej wartosci wtasnej
A1 = —1 diagram Ferrersa ma dwie kropki. Wystarczy obliczy¢ rz(A — (—1) - I) = rz(A + I), ktory musi
sie rownaé¢ 3 lub 4. Sprowadzimy macierz do postaci schodkowej

00 0 0 0 6 4 9 -2 1
-3 5 4 -2 -1 o -3 5 4 -2 -1
w Ws
(A+N)=rz| -2 0 0 0 0 |= ' =m| -5 0 -3 3 0 |=
w3 <> Wy
-5 0 -3 3 0 -2 0 0 0 0
6 4 9 -2 1 00 0 0 0

k1<—>k5 Wo < Wo + Wy

\
(@)
O O O Ut
|
w
w
|
ot
o O O O =
S O O
|
w
w
|
ot
|
W

o
o
o
o

Liczbe kropek obliczamy ze wzoru 5 —rz(A+ I) = 5 — 4 = 1. Stad diagram Ferrersa ma w pierwszym
wierszu jedng kropke, a co za tym idzie — w drugim wierszu bedzie druga kropka. Otrzymujemy zatem
klatke Jordana Ky(—1).
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A teraz sprawdzimy druga, trzykrotng warto$¢ wlasng Ay = 2.

30 0 0 0 -~ 30 0 0 0
3 2 4 -2 -1 w2<_w2 O 0 2 4 -2 -1
m(A—2N)=1| -2 0 =3 0 0 |= 2Tyl 0 0 -3 0 0 |=
’w4(*’tU47§U}1
5 0 -3 0 0 s 0 0 -3 0 0
6 4 9 -2 -2 o Tt 0 4 9 -2 -2
30 0 0 0
.~ 0 2 4 -2 -1
= I w00 =3 0 0 | =4
w5ew572w2+§w3 0 0 0 0 0
00 0 2 0

Poniewaz krotnosé algebraiczna wynosi 3, a pierwszy wiersz diagramu zawiera jedna kropke, otrzymujemy
diagram

odpowiadajacy klatce K3(2).
Ostatecznie mamy dokladnie dwie mozliwe postacie Jordana, rézniace sie tylko kolejnoscig klatek.
Elementy klatek zostaly zaznaczone kolorami.

-1 1 0 0 O 2 10 0 0
0 -1 0 0 O 0 2 1 0 0
J = 0 0 2 1 0| lubJ=]10 0 2 0 0
0 0 0 2 1 000 -1 1
0 0 0 0 2 0 00 0 -1

W zapisie z uzyciem dzialania @ mamy: J = Ko(—1) @ K3(2) lub J = K3(2) ® Ka(—1).

W nastepnym przyktadzie pokazemy macierz, ktéra ma taki sam wielomian charakterystyczny, jak
macierz A z przykladu 17, ale inng posta¢ Jordana.

Przyklad 18. Niech
-1 -3 -3 -3 -3

0 2 0 0 0
B = 0 1 2 0 0
0 8 9 2 3
o -9 -9 0 -1

Obliczenie p(A) = (1 + X)?(2 — A\)? przebiega analogicznie do poprzedniego przykladu.
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Jednak inne sa wyniki obliczen dla rz(B + I) oraz rz(B — 2I). Nalezy zastosowaé przeksztalcenia
elementarne, czytelnik powinien sprawdzi¢ wyniki.

0 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3

0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
rz(B+I)=rz| 0 1 3 0 0 |=3orazrz(B—2[)=rz| 0 1 0 0 0 |=3

0 8 9 3 3 0 8 9 0 3

0 -9 -9 0 0 o -9 -9 0 =3

Zgodnie z punktem (d) algorytmu, w pierwszych wierszach diagramoéw Ferrersa sa po dwie kropki. Dla
wartosci potréjnej dodatkowa kropka jest w nastepnym wierszu. Uktady diagraméw maja wiec postacie:

[ [ ]
o o dla) =1, dla Ay = 2.

Ostatecznie otrzymujemy dwie klatki K;(—1), jedna klatke K5(2) oraz jedna K;(2). Kolejnosé jest do-

wolna, np.
-1 0 0 0 O
0 0 0 0
J = o 0 2 1 0
0o 0 0 2 0
0o 0 0 0 2

Przyklad 19. Znajdziemy postaé¢ Jordana dla macierzy tréjkatnej o identycznej wartosci na przekatne;j.

(2 2 -1 -1 1 1]
02 0 112
q_|00 2 222
00 0 201
00 0 021
(00 0 00 2|

W tym przypadku od razu otrzymujemy wielomian charakterystyczny o(A) = (2 — \)% i sze§ciokrotna
warto$¢ wlasng A = 2. Zgodnie z algorytmem musimy obliczyé¢ r1 = rz(A — 2I), ro = rz(A — 21)? itd. Na
koricu bedzie macierz zerowa.

Obliczenie rzedu macierzy A — 21 nie jest skomplikowane, wymaga kilku krokéw dla uzyskania postaci

schodkowej. Mamy

02 -1 -1 1 1 02 -1 -1 1 1
00 0 1 1 2| wyews—2wo+2wy |00 0 1 1 2

wAal) =z | © 0 0 2220 wsews—we _ f0 0 0 0 00| g
00 0 001 00 0 0 01
00 0 001 00 0 0 00
(00 0 00 0 (00 0 0 00
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oraz

rz2(A — 21)% =1z

o O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O
O O O O O O

O O O = NN

0

Macierz (A — 21)? jest macierza zerowa, wiec 1z(A — 2I)3 = 0.
Podsumowujac, mamy ro = 6, r; = 3, ro = 1, r3 = 0. Zgodnie z algorytmem budowy postaci Jordana
otrzymujemy A; =6—-3=3, Ay =3—-1=2o0raz A3=1-0=1.
Tworzymy diagram Ferrersa, kolorami oznaczono wielkosci klatek.

° 2{0 1{® A1 =3

3l . Ay =2

° Az =1
T T

Ki(2) K.(2) Ki(2)

Ostatecznie mozna klatki rozmiesci¢ na 3! = 6 sposobéw, jednak najczesciej uktadamy je w kolejnosci
malejacych stopni, co prowadzi do nastepujacej postaci Jordana:

2 1 0Jl0 00
02 1[0 0 0
S_ (o0 200 0|
0002 1]0
0000 2/0
000 0 0[2]]

Uzyte kolory sa takie, jak w diagramie Ferrersa.
Kolejny przyktad pokazuje, jak wykorzystaé¢ szczegélng strukture macierzy, zwana postacia blokowa.

Przyklad 20. ZnajdZzmy posta¢ Jordana macierzy:

1 23 0 -2 -1
2 32 2 -1 -1

P I T T B B
0 0 0 1 -1 -1

0 0 0 3 1 1
0 0 0 -1 -3 -3 |
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Tu macierz ma specyficzng budowe, ktorg uwidocznimy w zapisie macierzy A — AI:

[ - 3 0 —2 —1 ]
2 —3-)\ 2 2 ~1 ~1
Aoy |t 1 1-X| 0 1 2
0 0 0 [1-Xx -1 —1
0 0 0 31—\ 1
0 0 0 -1 -3 -3-X]

Stosujemy wzor:

det

BlcC
%W] — det(B) det(D). (1)

Kazdy z blokéw jest tu macierza stopnia 3, co pozwala spokojnie obliczy¢ ich wielomiany charaktery-
styczne za pomoca reguly Sarrusa. W obu przypadkach mamy pp(\) = op(A) = —A3 — A2, Razem

2
waN) = (=X% = N2)2 = ( SN0+ 1)) = N1+ N2

Zaczynamy od A; = 0. Podobnie jak w poprzednich przyktadach sprowadzamy macierz do posta-
ci schodkowej i otrzymujemy rz A = 4. Czytelnik powinien sprébowaé¢ wykonaé szczegbétowe obliczenia
analogicznie do poprzednich przyktadow.

Poniewaz ~ _
-6 7 2 -9 4 8
-6 7 2 -6 1 5
e_| 000 3 -3 -3
0 00 -1 1 1|’
0O 00 5 =5 =5
| 0 00 -7 7 7 |
wiec bez klopotow obliczymy rz A% = 2.
Mamy tu dwie delty: Ay = Ay = 2, co daje diagram: *
[} [ )
Dla Ay = —1 mamy
[ 2 23 0 -2 —1]
2 -2 2 2 -1 -1
1 1 2 0 1 9 2 =2 3 2 -1 -1
A+1) = - = 2 -2 2 3 2 1
1z(A+1)=rz 0 0 0 2 -1 -1 Iz + 1z
-1 1 2 -1 -3 -2
o 0o 0 3 2 1
0 0 0 -1 -3 -2 |

Poniewaz wyznaczniki obu macierzy stopnia 3 sg zerowe, a istnieja niezerowe minory stopnia 2, wiec

2 -2 3 2 -1 -1
IZ 2 -2 2 | =2o0raz rz 3 2 1 =2
-1 1 2 -1 -3 -2

W konsekwencji
z(A+I)=2+2=4.
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Wynik ten prowadzi bezposrednio do diagramu | e e
YLaczac wyniki obliczen dla A = 0 oraz dla A = —1 otrzymujemy posta¢ Jordana:

o 1]0 0 0 o0 |

0 0|0 O O 0

J— 0 0j0 1] 0 0

0 0[O0 0] O 0

0 0 0 O|-1}] O
0 000 0 |-1]]

gdzie tym razem klatki sa wyréznione ramkami.

Macierz stopnia 7 stanowi juz pewne wyzwanie dla obliczen recznych. Jednak w szczegdlnych przy-

padkach jest to mozliwe, jak to pokazujemy w ostatnim przykladzie.

Przyklad 21. Znajdziemy postaé¢ Jordana dla macierzy z duza liczba elementéw zerowych:

1

)

o o O O

0
0
2

0 0

Wielomian charakterystyczny obliczymy, stosujac wpierw rozwiniecia Laplace’a wzgledem wskazanych

kolumn, a nastepnie zamiany wierszy i kolumn. Na konicu skorzystamy z rozbicia macierzy na bloki oraz

ze wzoru (1).

©(A) =det(A—AI) = 0

o O

—_
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1-x 0 0 0 -1
0 2=X| 0 —2 0
—(=N1=N]| 0 0 [1=x| o0 0
0 2 0 |-2-x 0
1 0 0 0 —1-2A
1-x 0 0 -1
0 2-x -2 0
= (=1 = A)(1— A -
(FANA=NA=N] 5 o a0 wy ¢ Wy
1 0 0 —1-2
1-x 0 0 -1
1 0 0 —1-2
= —(=N)(1 = )N)? = ky ok
O I P S 0 2
0 2 —2-X 0
1-x -1 0 0
1 —1-x 0 0
= (=\)(1 = \)? =
(=R =A) 0 —2  2-2)
0 0 —2-x 2
1- -1 —2  2-
= (== g
1 —1-X||—2-x 2

= (N1 =2 ((T=A)(-1=X)+1)((-2)- 2= (2= N)(-2- 1))

= (=N =22 (=) = (=01 = )%

Otrzymalismy dwie wartosci wlasne: A\; = 1 o krotnosci 2 oraz Ay = 0 o krotnosci 5.

Dla wartosci wtasnej A; = 1 istnieja tylko dwa mozliwe diagramy Ferrersa: II| oraz

. Ktory

z nich jest w tym przypadku poprawny, zalezy od rzedu macierzy A — I. Dla rz(A — I) = 5 wlasciwy
jest ten pierwszy z nich, natomiast dla rz(A — I) = 6 ten drugi. Przeprowadzimy obliczenia, stosujac

wlasnosci rzedu macierzy:

0 0 0 0 0 0 =17 - -
, - 00 0 0 0 -1
01 0 00 -2 0
01 0 0 -2 0
00 -1 20 0 0 00 -1 9 0 0
izZ(A-I)=rz| 0 0 0 0 0 0 0 |=1z =
00 0 2 0 0
00 0 20 0 0 ,
, 02 0 0 -3 0
02 0 00 =3 0
10 0 0 0 =2
10 0 00 0 -2] L .
01 0 0 -2
1 0 0 =2
00 -1 2 0 1 0 -2
1+ 00 0 2 0 2+ o2l 3+ 0 =1 0
= TZ = IZ = Iz —
02 0 0 -3 vzl 2 0 3
2 0 0 -3
10 0 0 0
1 -2
=4+r
“12 _3
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Obliczony rzad rz(A — I) = 6 pozwala wybra¢ diagram * , a stad jedna klatke Jordana Ks(1).

Teraz sprawdzimy pieciokrotng wartosé wlasng Ay = 0. Tu mozliwych diagraméw jest 7, w zapisie
partycji liczby 5: 5,4+1,3+2,34+1+1,24+2+1,24+1+1+1,14+1+1+4+1+ 1. Obliczmy wiec
1z(A—0-1) = rz A. Jak wyzej korzystamy z wlasnosci rzedu, w szczegélnosci opuszezamy kolumne zerowa
oraz proporcjonalne wiersze i kolumny:

1 00 0 0 0 +1 1 0 0 0
0 210 00 w2 [0 02 0 0 i
1 0 0 0
0 00 2 0 0 0 2
0 2 0 O
zA=1z| 0 0|0 1 0 0 0 =1z| 0 0 1 0| =12 =4.
0 0 1 0
0 010 21 ) 0 00 2 1
i i o 00 2 1
0 210 0 0 2 [0 —o—2—06—~0
1 00 0 0 0 +1 H—6——5b—+6

Czytelnik moze sprawdzi¢, ze pasuja jeszcze tylko dwa diagramy. Obliczamy

rz A% =12

c o oo o oo
co oo o oo
oo oo o oo
C o w Rk N OO
oo+~ o oo o
c o oo o oo
co oo oo o

I

2o

Wréémy do algorytmu. Mamy ciagi rzedéw i delt dla wartosci wlasnej Ao = 0:

rzA =4, 1z A2 =2
Al =7T—-4=3 Ay=4—-2=2"

Poniewaz A; + Ay = 5, wiec zgodnie z podpunktem (c) algorytmu, mamy juz wszystkie wartosci delta.
Mozna zauwazy¢, ze kolejne potegi macierzy A maja rzad 2.

Tworzymy diagram Ferrersa zgodnie z podpunktem (d), czyli w pierwszym wierszu sa trzy kropki,
a w drugim — dwie:

Odczytujac klatki wedtug punktu 4. algorytmu, otrzymalismy trzy klatki, dwie postaci K»(0) oraz jedna
K41(0)

Ostatecznie mamy cztery klatki w tym dwie identyczne. Mozna je rozmiescié na 12 sposob6w. Poniewaz
jednak ustaliliSmy kolejnosé¢ A\; = 1 oraz A2 = 0, a klatki odpowiadajace tej samej warto$ci wlasnej
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zapisuje sie zazwyczaj w kolejnosci malejacej, otrzymujemy nastepujaca posta¢ Jordana:

1100000 1 1/0 000 0
0100000 0 1{0 000 0
0001000 0 0lo 1]0 0 0
J=10000000|=|00/00[00 0
0000010 0 00 00 1]0
0000000 0 00 00 0|0
(00000 0O0) [0 0000 O0[0]]

Po prawej stronie zostala uwidoczniona struktura klatek.

5. Podsumowanie

Zwr6émy uwage, ze dla macierzy stopnia 2 wyznaczenie wielomianu charakterystycznego jest bardzo
proste. Dla stopnia 3 mozemy zastosowaé regule Sarrusa, natomiast dla stopni 4 i wiekszych obliczenia
sg bardziej wymagajace. Z tego wzgledu przykltady zawieraly wiecej zer, poniewaz rachunki realizowane
recznie sg juz zdecydowanie bardziej pracochlonne. Oczywiscie rozwiniecie Laplace’a pozwala zawsze
znalez¢ wielomian charakterystyczny, lecz wymagaloby to znacznej liczby operacji.

Ponadto, w przyktadach wiekszych rozmiaréw pojawia sie problem obliczenia pierwiastkoéw. Dla stop-
ni wiekszych niz 4 nie ma ogélnych wzoréw analitycznych. W takich przypadkach musimy przejsé na
obliczenia numeryczne oraz ewentualnie wdrozy¢ inne metody znajdowania postaci Jordana. Jednak przy
obliczeniach przyblizonych praktycznie zawsze uzyskuje sie rézne pierwiastki, w konsekwencji postaé Jor-
dana staje sie¢ po prostu macierza diagonalna.

Wiele zagadnien praktycznych, miedzy innymi z ekonomii, teorii sterowania oraz medycyny, wyma-
ga analizy i rozwigzania ukladéw réwnain rézniczkowych lub réznicowych. Do wykonania koniecznych
w tych przypadkach obliczenn funkcji macierzowych mozna efektywnie uzy¢ postaci Jordana. Oczywiscie
wspolczesnie takich rachunkéw nie wykonuje sie zwykle recznie, lecz za pomoca odpowiednich programéw
komputerowych.

Podziekowania

Autor pragnie serdecznie podziekowaé¢ Recenzentowi za cenne uwagi i sugestie, ktore przyczynily sie
do podniesienia jakosci artykutu.
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