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Macierze podobne cz II. Wyznaczanie postaci Jordana macierzy

Streszczenie. W artykule omawiamy macierze kwadratowe o elementach w zbiorze liczb ze-
spolonych. W zbiorze takich macierzy jest zde�niowana relacja podobie«stwa. Dla ka»dej macierzy
A ∈Mn×n(C) istnieje macierz do niej podobna o specy�cznej budowie, nazywana postaci¡ Jordana.
Macierz Jordana stanowi uogólnienie macierzy diagonalnej.
Poj¦ciem podstawowym dla tej konstrukcji jest klatka Jordana. Najprostszym jej przypadkiem
jest ka»da macierz stopnia 1, lecz klatki te mog¡ mie¢ dowolnie du»y stopie«. Macierz Jordana jest
macierz¡ blokow¡, gdzie na gªównej przek¡tnej s¡ rozmieszczone klatki Jordana, a pozostaªe bloki
s¡ macierzami zerowymi.
W artykule przedstawiamy algorytm wyznaczania postaci Jordana macierzy, który zilustrujemy
wieloma przykªadami. Dla macierzy stopnia 2 oraz 3 rachunki s¡ do±¢ schematyczne, lecz przy-
kªady obejmuj¡ równie» ró»ne metody radzenia sobie z trudno±ciami przy macierzach stopnia
wi¦kszego od 3.
Sªowa kluczowe: posta¢ Jordana, klatka Jordana, diagram Ferrersa.

1.Wst¦p

Dwie macierze kwadratowe A i B s¡ podobne, gdy istnieje macierz odwracalna C taka, »e B = C−1AC.
Macierz C nazywamy macierz¡ przej±cia. Relacja podobie«stwa dzieli zbiór macierzy kwadratowych na
klasy abstrakcji. Naszym celem jest wskazanie w ka»dej klasie reprezentanta o mo»liwie prostej budowie.
W niektórych przypadkach jest nim macierz diagonalna, co jest najwygodniejsze dla dalszych oblicze«.
Jednak w wielu klasach nie ma macierzy diagonalnej, lecz mo»na wskaza¢ posta¢ ogólniejsz¡ � macierz
Jordana. De�nicje wspomnianych tu poj¦¢ mo»na znale¹¢ w literaturze, np. [1] lub [2]. Mo»na te» prze-
czyta¢ artykuª [4], gdzie znajdziemy de�nicje oraz przykªady dla macierzy diagonalizowalnych.

W tym artykule przedstawiono algorytm wyznaczania postaci Jordana macierzy, czyli macierzy Jor-
dana podobnej do macierzy wyj±ciowej. Dowód zostaª pomini¦ty, poniewa» nawet jego prosta wersja
wymagaªaby wprowadzenia wi¦kszej liczby poj¦¢. Zamiast tego zagadnienie zilustrowano licznymi przy-
kªadami. W pocz¡tkowych przykªadach obliczenia s¡ szczegóªowe. W kolejnych pomini¦to powtarzalne
rachunki, a uwag¦ skupiono na kolejnych elementach algorytmu. Niniejsze opracowanie nie obejmuje
algorytmu wyznaczania macierzy przej±cia C.
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Zwró¢my uwag¦, »e posta¢ Jordana macierzy mo»e by¢ istotnie zespolona, nawet wtedy gdy macierz
wyj±ciowa jest rzeczywista. Tylko dwa przykªady dotycz¡ macierzy zespolonej, poniewa» na ogóª obliczenia
w liczbach zespolonych s¡ technicznie trudniejsze, cho¢ przebiegaj¡ wedªug tych samych algorytmów.
Najwi¦kszy z analizowanych przykªadów dotyczy macierzy stopnia 7.

Nale»y zaznaczy¢, »e posta¢ Jordana wyznaczamy tylko dla macierzy kwadratowych. St¡d przez ma-
cierz stopnia n rozumiemy macierz o wymiarach n×n. Do oznaczania rz¡du macierzy, b¦dziemy u»ywali
symbolu rz(A) lub rzA. W literaturze spotyka si¦ oznaczenia rankA, rkA lub czasem r(A).

2. Klatka Jordana i macierz Jordana

De�nicja 1. Macierz kwadratow¡ stopnia n o postaci:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 · · · 0 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
nazywamy klatk¡ Jordana i oznaczamy symbolem Kn(λ).

Przykªad 1. Nast¦puj¡ce macierze s¡ klatkami Jordana:

K1(5) = [5] , K2(−4) =

[︄
−4 1

0 −4

]︄
, K3(0) =

⎡⎢⎣ 0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎦ , K4(1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Przykªad 2. Przedstawione ni»ej macierze nie s¡ klatkami Jordana. Kolorem czerwonym wskazano ele-
ment macierzy, który narusza struktur¦ klatki.

1)

⎡⎢⎣ 2 1 0

0 2 1

0 0 3

⎤⎥⎦ � tu zamiast �3� powinno by¢ �2�.

2)

⎡⎢⎣ 2 1 0

0 2 0

0 0 2

⎤⎥⎦ � tu zamiast �0� powinno by¢ �1�.

3)

⎡⎢⎢⎢⎣
2 1 0 1

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎦ � tu zamiast �1� powinno by¢ �0�.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy dziaªanie sumy prostej macierzy kwadratowych A⊕B. Polega
ono na rozmieszczeniu macierzy A oraz B jako bloków na gªównej przek¡tnej wynikowej macierzy blokowej
i uzupeªnieniu reszty pozycji zerami.
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Przykªad 3. Mamy

⎡⎢⎣ 1 5 7

3 0 −2
−8 1 6

⎤⎥⎦⊕ [︄
3 7

−2 3

]︄
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 5 7 0 0

3 0 −2 0 0

−8 1 6 0 0

0 0 0 3 7

0 0 0 −2 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Dopisane zera zostaªy tu zapisane kolorem niebieskim.

Dziaªanie ⊕ jest oczywi±cie ª¡czne, ale nie jest przemienne.
Zauwa»my, »e ka»d¡ macierz diagonaln¡ mo»na zapisa¢ za pomoc¡ dziaªania ⊕.

Przykªad 4. ⎡⎢⎣ 1 0 0

0 2 0

0 0 3

⎤⎥⎦ = K1(1)⊕K1(2)⊕K1(3).

De�nicja 2. Macierz blokow¡, w której na gªównej przek¡tnej s¡ rozmieszczone klatki Jordana, a poza

t¡ przek¡tn¡ s¡ elementy zerowe, nazywamy macierz¡ Jordana.

Oczywi±cie pojedyncza klatka Jordana jest macierz¡ Jordana, podobnie jak ka»da macierz diagonalna.

Przykªad 5. Macierz Jordana stopnia 5 zbudowana z dwóch klatek Jordana:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 1 0 0 0

0 4 1 0 0

0 0 4 0 0

0 0 0 −5 1

0 0 0 0 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Stosuj¡c dziaªanie ⊕ dla klatek, mo»na zapisa¢: J = K3(4)⊕K2(−5).
Cz¦sto zapisuje si¦ macierz w postaci uwidaczniaj¡cej ukªad klatek, np.:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 1 0 0 0

0 4 1 0 0

0 0 4 0 0

0 0 0 −5 1

0 0 0 0 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 1 0 0 0

0 4 1 0 0

0 0 4 0 0

0 0 0 −5 1

0 0 0 0 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ lub J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 1

4 1

4

−5 1

−5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

W tym ostatnim zapisie pozostawiono tylko istotne elementy klatek.

Przykªad 6. Poni»ej przedstawiono ró»ne macierze Jordana stopnia 3maj¡ce t¦ sam¡ warto±¢ na gªównej
przek¡tnej: ⎡⎢⎣ 4 0 0

0 4 0

0 0 4

⎤⎥⎦ ,
⎡⎢⎣ 4 1 0

0 4 0

0 0 4

⎤⎥⎦ ,
⎡⎢⎣ 4 0 0

0 4 1

0 0 4

⎤⎥⎦ ,
⎡⎢⎣ 4 1 0

0 4 1

0 0 4

⎤⎥⎦ .



Wyznaczanie postaci Jordana macierzy 227

3. Posta¢ Jordana macierzy

Przypomnijmy, »e macierze A i B s¡ podobne, gdy istnieje macierz odwracalna taka, »e B = C−1AC.
W artykule [4] pokazano, dla jakich macierzy istnieje posta¢ diagonalna. Nast¦puj¡ce twierdzenie jest
uogólnieniem tego faktu.

Twierdzenie 1. Dla ka»dej macierzy A istnieje podobna do niej macierz Jordana J , któr¡ nazywamy

postaci¡ Jordana macierzy A.

Uwaga 1. Posta¢ Jordana jest wyznaczona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci klatek.
Powy»sze stwierdzenie oznacza, »e tak na ogóª mamy formalnie wi¦cej postaci Jordana, ale ka»de

dwie takie postacie ró»ni¡ si¦ tylko kolejno±ci¡ rozmieszczenia klatek na gªównej przek¡tnej. Jedynie gdy
posta¢ Jordana skªada si¦ z jednej klatki, jest ona jednoznaczna.

Uwaga 2. Powy»sze twierdzenie jest prawdziwe przy zaªo»eniu, »e elementy macierzy A i J mog¡ by¢
liczbami zespolonymi. W szczególno±ci posta¢ Jordana macierzy rzeczywistej nie musi by¢ macierz¡ rze-
czywist¡.

3.1. Diagram Ferrersa

Poka»emy algorytm budowy postaci Jordana. Nie b¦dzie tu dowodu poprawno±ci algorytmu, a jedynie
przykªady ilustruj¡ce jego stosowanie1.

W trakcie oblicze« postaci Jordana korzystamy z diagramów Ferrersa podziaªu liczby na skªadniki.
Informacje na temat diagramów Ferrersa mo»na odnale¹¢ np. w [3]. W nast¦pnej sekcji diagramy Ferrersa
posªu»¡ do wyznaczania liczby klatek Jordana.

De�nicja 3. Diagram Ferrersa liczby n skªada si¦ z n kropek rozmieszczonych w wierszach i kolumnach

tak, by ka»dy kolejny wiersz miaª liczb¦ kropek nie wi¦ksz¡ ni» poprzedni.

Przykªad 7. Oto kilka diagramów Ferrersa dla liczby 9

9 = 6 + 3

• • • • • •
• • •

9 = 5 + 4

• • • • •
• • • •

9 = 3 + 3 + 3

• • •
• • •
• • •

9 = 4 + 2 + 2 + 1

• • • •
• •
• •
•

.

Liczba wszystkich takich diagramów dla warto±ci 9 wynosi 30.

Przykªad 8. Nast¦puj¡ce ukªady kropek nie s¡ diagramami Ferrersa (w ka»dym z tych przykªadów
w drugim wierszu liczba kropek jest wi¦ksza ni» w poprzednim):

•
• •

• • •
• • • • • •

• •
• • •
• •

1 Dowód mo»na znale¹¢ w na przykªad w [1] oraz w [2].
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Zamiast diagramów Ferrersa mo»na stosowa¢ diagramy Younga, które stanowi¡ tablicowy odpowiednik
ukªadu kropek.

Przykªad 9. Zapiszmy zamiast diagramów Ferrersa, diagramy Younga:

9 = 6 + 3 9 = 5 + 4 9 = 3 + 3 + 3 9 = 4 + 2 + 2 + 1 .

3.2. Algorytm budowy postaci Jordana

Przypomnijmy, »e warto±ci wªasne uzyskujemy, rozwi¡zuj¡c równanie det(A − λI) = 0 w liczbach
zespolonych [4].

Czytelnik powinien prze±ledzi¢ dziaªanie algorytmu krok po kroku na kolejnych przykªadach.
Zakªadamy, »e mamy macierz A stopnia n.

1. Wyznaczamy wszystkie ró»ne warto±ci wªasne λ1, λ2, . . . , λm, gdzie m ⩽ n wraz z ich krotno±ciami
k1, k2, . . . , km. Wiadomo, »e suma krotno±ci speªnia warunek: k1 + k2 + · · ·+ km = n.

2. Ka»dej jednokrotnej warto±ci wªasnej λi odpowiada pojedyncza klatka Jordana K1(λi).

3. Dla ka»dej warto±ci wªasnej λi, dla której ki > 1, wykonujemy nast¦puj¡ce kroki:

(a) przyjmujemy ri0 = n (stopie« macierzy),

(b) nast¦pnie wyznaczamy rz¦dy macierzy rij = rz(A − λiI)j dla kolejnych j = 1, 2, . . . , ĵ, a» do
speªnienia warunku riĵ = n− ki,

(c) obliczamy liczby ∆ij = ri,j−1 − rij , dla j = 1, 2, . . . , ĵ; wiadomo przy tym, »e

∆i1 +∆i2 + · · ·+∆iĵ = ki,

(d) konstruujemy diagram Ferrersa odpowiadaj¡cy liczbie ki, w taki sposób, »e kolejne jego wiersze
maj¡ ∆i1, ∆i2, . . . , ∆iĵ kropek,

(e) ostatecznie z diagramu odczytujemy klatki Jordana w kierunku pionowym: kolumnie skªada-
j¡cej si¦ z s kropek odpowiada klatka Ks(λi).

4. Wyznaczone klatki Jordana umieszcza si¦ jako bloki na gªównej przek¡tnej.

Uwaga 3. �¡czna liczba kropek w diagramie dla warto±ci wªasnej λi jest równa ki, czyli krotno±ci tej
warto±ci wªasnej.

Uwaga 4. Je»eli warto±¢ wªasna jest jednoznacznie okre±lona lub z kontekstu wynika, której warto±ci
wªasnej dotycz¡ obliczenia mo»emy upro±ci¢ zapis

rj = rz(A− λI)j , ∆j = rj−1 − rj .
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4. Przykªady wyznaczania postaci Jordana

Zaczniemy od podstawowych przykªadów dotycz¡cych macierzy stopnia 2 oraz 3, gdzie wyja±nimy
szczegóªowo algorytm. Nast¦pne przykªady poprowadz¡ nas przez ró»ne problemy, które mo»emy spo-
tka¢. Poka»emy te» metody uªatwiaj¡ce obliczenia. Wi¦kszo±¢ przykªadów dotyczy macierzy rzeczywi-
stych, jednak zobaczymy te» posta¢ Jordana macierzy zespolonej oraz przykªad, »e macierz zespolona
ma rzeczywist¡ posta¢ Jordana. Ostatni przykªad poka»e, »e przy odpowiednio du»ej liczbie elementów
zerowych obliczenia pozostaj¡ wykonalne nawet dla macierzy stopnia 7.

Przykªad 10. Niech A =

[︄
−5 4

−1 −1

]︄
. Wyznaczamy wielomian charakterystyczny:

φ(λ) =

⃓⃓⃓⃓
⃓ −5− λ 4

−1 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ = λ2 + 6λ+ 9 = (λ+ 3)2.

Mamy:

A+ 3I =

[︄
−2 4

−1 2

]︄
, r1 = rz(A+ 3I) = 1, (A+ 3I)2 =

[︄
0 0

0 0

]︄
, r2 = rz(A+ 3I)2 = 0.

Otrzymali±my r0 = 2 (stopie« macierzy), r1 = 1, r2 = 0, wi¦c ∆1 = ∆2 = 1, a diagram Ferrersa ma

posta¢:
•
•

, co za tym idzie posta¢ Jordana macierzy A jest jednoznaczna:

J =

[︄
−3 1

0 −3

]︄
.

Poni»szy przykªad pokazuje, »e macierz zespolona mo»e mie¢ rzeczywist¡ posta¢ Jordana. Obliczenia
s¡ w peªni analogiczne do powy»szych, wi¦c zostan¡ przedstawione skrótowo.

Przykªad 11. Niech A =

[︄
3 + 2i 1 + i

2− 2i 3− 2i

]︄
.

Obliczamy wielomian charakterystyczny:

φ(λ) =

⃓⃓⃓⃓
⃓ 3 + 2i− λ 1 + i

2− 2i 3− 2i− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ = (3 + 2i− λ)(3− 2i− λ)− (2− 2i)(1 + i).

Wykorzystujemy dwukrotnie wzór skróconego mno»enia (a+ b)(a− b) = a2 − b2:

φ(λ) = (3− λ+ 2i)(3− λ− 2i)− 2(1− i)(1 + i) = (3− λ)2 − (2i)2 − 2(1− i2) =
= (3− λ)2 − (−4)− 2 · 2 = (3− λ)2.

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, wyznaczona warto±¢ wªasna ma krotno±¢ algebraiczn¡ równ¡
dwa.

r1 = rz(A− 3I) = rz

[︄
3 + 2i− 3 1 + i

2− 2i 3− 2i− 3

]︄
= rz

[︄
2i 1 + i

2− 2i −2i

]︄
.
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Zauwa»my, »e dla warto±ci wªasnej 3, det(A − 3I) = 0, a st¡d wynika, »e rz(A − 3I) < 2. Elementy
niezerowe w macierzy A− 3I ±wiadcz¡, »e rz¡d tej macierzy musi by¢ równy 1, co pozwala na obliczenie
∆1 = 2− 1 = 1, wi¦c w pierwszym wierszu jest jedna kropka. Dla jedynej dwukrotnej warto±ci wªasnej 3
mamy dwie kropki. W przypadku jedynej dwukrotnej warto±ci wªasnej, równej 3, odpowiadaj¡cy jej

diagram skªada si¦ z dwóch kropek. Jest to mo»liwe tylko dla diagramu postaci
•
•

. Jak widzimy, nie

byªo konieczne obliczanie macierzy (A− 3I)2, cho¢ wiemy, »e jest ona zerowa.
Ostatecznie posta¢ Jordana jest jednoznaczna i rzeczywista:

J =

[︄
3 1

0 3

]︄
.

Kolejne przykªady dotycz¡ macierzy stopnia 3 z dokªadnie jedn¡ warto±ci¡ wªasn¡ (czyli musi by¢ ona
trzykrotna). Zatem diagramy Ferrersa mog¡ mie¢ tylko jedn¡ z trzech postaci:

3 = 1 + 1 + 1

• • •
3 = 2 + 1

• •
•

3 = 3

•
•
•

Pierwszy diagram oznacza, »e ∆1 = 3−r1 = 3− rz(A−λI) = 3, czyli rz(A−λI) = 0. Inaczej mówi¡c,
A− λI jest macierz¡ zerow¡, czyli A = λI (macierz A jest macierz¡ diagonaln¡).

Pozostaªe dwa diagramy pojawi¡ si¦ w kolejnych dwóch przykªadach.

Przykªad 12. Niech

A =

⎡⎢⎣ 7
3 −1 1

1 − 2
3 0

−2 1 − 2
3

⎤⎥⎦ .
Dla wyznaczenia wielomianu charakterystycznego korzystamy z reguªy Sarrusa.

φ(λ) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ 7

3 − λ −1 1

1 − 2
3 − λ 0

−2 1 − 2
3 − λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

=

(︃
7

3
− λ

)︃(︃
−2

3
− λ

)︃(︃
−2

3
− λ

)︃
+ 1 + 0−

(︃
−2

3
− λ

)︃
(−2)−

(︃
−2

3
− λ

)︃
(−1)− 0 =

(︃
1

3
− λ

)︃3

.

Mamy trzykrotn¡ warto±¢ wªasn¡ λ =
1

3
.

Obliczmy rz¦dy:

rz

(︃
A− 1

3
I

)︃
= rz

⎡⎢⎣ 2 −1 1

1 −1 0

−2 1 −1

⎤⎥⎦ = 2,

rz

(︃
A− 1

3
I

)︃2

= rz

⎡⎢⎣ 1 0 1

1 0 1

−1 0 −1

⎤⎥⎦ = 1.
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Macierz (A − 1
3I)

3 jest macierz¡ zerow¡, czyli ma rz¡d 0. Obliczmy delty: ∆1 = 3 − 2 = 1, ∆2 = 2 − 1

oraz ∆3 = 1− 0 = 1. St¡d otrzymujemy diagram Ferrersa oraz posta¢ Jordana:

•
•
•
, J =

⎡⎢⎣ 1
3 1 0

0 1
3 1

0 0 1
3

⎤⎥⎦ .
Posta¢ Jordana jest jedn¡ klatk¡, wi¦c jest w tym przypadku wyznaczona jednoznacznie.

Przykªad 13. Niech

A =

⎡⎢⎣ −1 −2 −2
1 2 1

1 1 2

⎤⎥⎦ .
Mo»na obliczy¢ wielomian charakterystyczny reguª¡ Sarrusa, ale tu zobaczymy, »e operacje elementar-
ne na macierzy mog¡ by¢ równie skuteczne. Operacje elementarne na wierszach s¡ oznaczone kolorem
niebieskim. Zapis w1 ← w1 + 2 · w3 oznacza, »e do elementów pierwszego wiersza dodajemy odpowied-
nie elementy trzeciego wiersza, pomno»one przez 2. W kolejnych przykªadach spotkamy si¦ z zamian¡
dwóch wierszy oznaczon¡ przez w1 ↔ w2 oraz z operacjami na kolumnach, które b¦dziemy oznacza¢
symbolem ki.

det(A− λI) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ −1− λ −2 −2

1 2− λ 1

1 1 2− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ = w1 ← w1 + 2 · w3

w2 ← w2 − w3

=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ 1− λ 0 2− 2λ

0 1− λ −1 + λ

1 1 2− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ (∗)
=

= (1− λ)2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ 1 0 2

0 1 −1
1 1 2− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ = w3 ← w3 − w1 = (1− λ)2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ 1 0 2

0 1 −1
0 1 −λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

= (1− λ)2(1 · (−λ)− (−1) · 1) = (1− λ)3 .

W kroku (∗) wyª¡czamy z dwóch pierwszych wierszy czynnik 1− λ.
Podobnie jak w poprzednim przykªadzie mamy potrójn¡ warto±¢ wªasn¡ równ¡ 1. Macierz

A− I =

⎡⎢⎣ −2 −2 −2
1 1 1

1 1 1

⎤⎥⎦
ma trzy proporcjonalne wiersze, wi¦c rz(A− I) = 1. St¡d ∆1 = 2, co daje w pierwszym wierszu diagramu
Ferrersa dwie kropki, trzecia musi by¢ w drugim wierszu. Ponadto wiadomo ju», »e (A−I)2 jest macierz¡
zerow¡, co oczywi±cie mo»na sprawdzi¢ wprost.

St¡d otrzymujemy diagram Ferrersa oraz dwie mo»liwe postacie Jordana. Elementy klatek s¡ zazna-
czone w kolorach niebieskim i czerwonym, a elementy poza klatkami s¡ jasno zielone:

2
{︂ 1 {• • ∆1 = 2

• ∆2 = 1

↑ ↑
K2(1) K1(1)

, J =

⎡⎢⎣ 1 1 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎦ lub J =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 1 1

0 0 1

⎤⎥⎦ .
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Przykªad 14. Mo»emy równie» wyznacza¢ warto±ci wªasne oraz posta¢ Jordana dla macierzy, których
elementami s¡ liczby zespolone nienale»¡ce do zbioru liczb rzeczywistych.

Niech macierz A =

⎡⎢⎣ −i 2 −1
2 3i −i
2i −2 2

⎤⎥⎦. W celu obliczenia det(A − λI) b¦dziemy stosowa¢ operacje

elementarne:

φ(λ) = det(A− λI) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ −i− λ 2 −1

2 3i− λ −i
2i −2 2− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ = w2 ← w2 − iw1

w3 ← w3 + (2− λ)w1

=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ −i+ λ 2 −1

1 + λi i− λ 0

λ2 + (i− 2)λ 2− 2λ 0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ = − ⃓⃓⃓⃓

⃓ −i(i− λ) i− λ
λ2 + (i− 2)λ 2− 2λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ = −(i− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓ −i 1

λ2 + (i− 2)λ 2− 2λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= (λ− i)
(︁
(−i)(2− 2λ)− (λ2 + (i− 2)λ)

)︁
= (λ− i)(−λ2 + (2 + i)λ− 2i).

Równanie kwadratowe −λ2 + (2 + i)λ− 2i = 0 rozwi¡zujemy za pomoc¡ ∆ = b2 − 4ac.

∆ = (2 + i)2 − 4(−1)(−2i) = 3− 4i,
√
∆ = ±(2− i), λ1,2 =

−(2 + i)± (2− i)
−2

, λ1 = 2, λ2 = i.

Ostatecznie
φ(λ) = det(A− λI) = −(λ− i)2(λ− 2).

Dla jednokrotnej warto±ci wªasnej λ = 2 klatka ma posta¢ K1(2).
Dla dwukrotnej warto±ci wªasnej λ = i musimy zrobi¢ diagram Ferrersa. W tym celu obliczmy rz¡d

macierzy (A− i · I), który oczywi±cie jest mniejszy od 3. W ramce wyró»niony jest jeden z niezerowych
minorów stopnia 2.

rz

⎡⎢⎣ −i− i 2 −1
2 3i− i −i
2i −2 2− i

⎤⎥⎦ = rz

⎡⎢⎣ −2i 2 −1
2 2i −i
2i −2 2− i

⎤⎥⎦ = 2.

����:

warto±¢ tego minora = 2i · (2− i)− (−i)(−2) = 2 + 2i ̸= 0

Diagram Ferrersa ma w pierwszym wierszu jedn¡ kropk¦, wi¦c otrzymujemy pojedyncz¡ klatk¦: K2(i).
Ostatecznie mo»liwe s¡ dwie postacie Jordana, ró»ni¡ce si¦ kolejno±ci¡ klatek. Klatki wyró»niono

kolorami, podobnie do poprzedniego przykªadu.

J =

⎡⎢⎣ i 1 0

0 i 0

0 0 2

⎤⎥⎦ lub J =

⎡⎢⎣ 2 0 0

0 i 1

0 0 i

⎤⎥⎦ .
Nast¦pny przykªad pokazuje, »e dla macierzy rzeczywistej posta¢ Jordana mo»e by¢ zespolona. Jednak

warto±ci wªasne w tej sytuacji s¡ sprz¦»one, wi¦c pojawiaj¡ si¦ klatki Jordana o sprz¦»onych warto±ciach
na przek¡tnej gªównej, o tych samych rozmiarach.
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Przykªad 15. Znajdziemy posta¢ Jordana dla macierzy stopnia 4

A =

⎡⎢⎢⎢⎣
2 −5 0 0

1 1 −1 −3
0 5 −2 −5
1 −1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎦ .

φ(λ) = det(A− λI) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
2− λ −5 0 0

1 1− λ −1 −3
0 5 −2− λ −5
1 −1 0 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ =

=
k2 ← k2 + k1

k4 ← k4 + (1 + λ)k1
=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
2− λ −3− λ 0 (2− λ)(1 + λ)

1 2− λ −1 −2 + λ

0 5 −2− λ −5
1 0 0 0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= −

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ −3− λ 0 −λ2 + λ+ 2

2− λ −1 −2 + λ

5 −2− λ −5

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ = k3 ← k3 + k1

= −

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ −3− λ 0 −λ2 − 1

2− λ −1 0

5 −2− λ 0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

= (λ2 + 1)

⃓⃓⃓⃓
⃓ 2− λ −1

5 −2− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ = (λ2 + 1)

(︂
(2− λ)(−2− λ) + 5

)︂
= (λ2 + 1)2.

Mamy wi¦c dwie warto±ci wªasne sprz¦»one: λ1 = i oraz λ2 = −i, ka»da z nich o krotno±ci dwa.
Dla obu warto±ci wªasnych przeprowadzimy badanie rz¦du A − λI. Przeanalizujemy tu przypadek

λ1 = i. Za pomoc¡ operacji elementarnych na wierszach i kolumnach, sprowadzamy macierz do postaci
schodkowej:

rz(A− iI) = rz

⎡⎢⎢⎢⎣
2− i −5 0 0

1 1− i −1 −3
0 5 −2− i −5
1 −1 0 −1− i

⎤⎥⎥⎥⎦ =
w1 ↔ w4

=

= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1 0 −1− i
1 1− i −1 −3
0 5 −2− i −5

2− i −5 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ =
w2 ← w2 − w1

w4 ← w4 + (i− 2)w1

=

= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1 0 −1− i
0 2− i −1 −2 + i

0 5 −2− i −5
0 −3− i 0 3 + i

⎤⎥⎥⎥⎦ = k2 ← k2 + k4 =

= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −2− i 0 −1− i
0 0 −1 −2 + i

0 0 −2− i −5
0 0 0 3 + i

⎤⎥⎥⎥⎦ =
w3 ← w3 − (2 + i)w2

=
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= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −2− i 0 −1− i
0 0 −1 −2 + i

0 0 0 0

0 0 0 3 + i

⎤⎥⎥⎥⎦ =
w3 ↔ w4

= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −2− i 0 −1− i
0 0 −1 −2 + i

0 0 0 3 + i

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ = 3.

Ten ostatni krok byª opcjonalny, pozwoliª jednak na uwidocznienie postaci schodkowej otrzymanej ma-
cierzy.

Skoro rz¡d macierzy A− iI jest równy 3, pierwszy wiersz diagramu Ferrersa skªada si¦ z jednej kropki.
Zgodnie z uwag¡ 3 ª¡czna liczba kropek dla tej warto±ci wªasnej wynosi 2. Oznacza to, »e druga kropka

musi si¦ znale¹¢ w drugim wierszu. Otrzymujemy diagram postaci
•
•

. Czytelnik sam mo»e sprawdzi¢,

»e obliczenia dla λ2 = −i przebiegaj¡ analogicznie, prowadz¡c do identycznego diagramu. St¡d posta¢
Jordana z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci klatek przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

J = K2(i)⊕K2(−i) =

⎡⎢⎢⎢⎣
i 1 0 0

0 i 0 0

0 0 −i 1

0 0 0 −i

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Przed nast¦pnym przykªadem zwró¢my uwag¦ na zwi¡zki mi¦dzy diagramami Ferrersa a budow¡
wielomianu charakterystycznego oraz rz¦dami macierzy postaci A− λiI.

Zgodnie z algorytmem budowy postaci Jordana, je»eli diagram Ferrersa dla pewnej warto±ci wªasnej
λi skªada si¦ z k kropek, to rz¡d macierzy

rz(A− λiI)m = rz(A− λiI)m+1 = rz(A− λiI)m+2 = . . . = n− k,

gdzie m oznacza liczb¦ kolumn w diagramie Ferrersa, Ponadto liczba k jest krotno±ci¡ algebraiczn¡ tej
warto±ci wªasnej, wi¦c wielomian charakterystyczny φ(λ) ma posta¢

φ(λ) = (λi − λ)kψ(λ).

Czasem warto±ci wªasne s¡ znane lub te» podejrzewamy, jakie s¡ ich warto±ci. Mo»emy sprawdzi¢,
czy nasze podejrzenia s¡ sªuszne, nie obliczaj¡c wprost wielomianu charakterystycznego. Zamiast tego
mo»emy oblicza¢ rz¦dy rz(A− λiI)m a» do momentu, gdy ich warto±ci si¦ stabilizuj¡.

Zwró¢my uwag¦, »e liczba 0 jest warto±ci¡ wªasn¡ dokªadnie wtedy, gdy w diagramie Ferrersa w pierw-
szym wierszu jest co najmniej jedna kropka, czyli n− rz(A− 0I) > 0, a co za tym idzie rzA < n.

Przykªad poni»ej ilustruje powy»sze rozwa»ania.

Przykªad 16. Dana jest macierz:

A =

⎡⎢⎢⎢⎣
8 −4 −3 −8
3 −1 −2 −3
3 −3 0 −3
3 −1 −1 −3

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Na pocz¡tku mo»emy zauwa»y¢, pierwsza i ostatnia kolumna s¡ do siebie przeciwne. St¡d rz¡d macierzy
rz(A) < 4, czyli λ1 = 0 jest warto±ci¡ wªasn¡.
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Sprawdzimy, »e λ2 = 2 te» jest warto±ci¡ wªasn¡ oraz »e nie ma innych.
Czytelnik mo»e oczywi±cie zapyta¢, dlaczego rozpatrujemy akurat λ2 = 2. Taka informacja mo»e

wynika¢ z intuicji, wcze±niejszych oblicze« lub znajomo±ci problemu, w którym pojawia si¦ macierz A.
W tym miejscu naszym celem jest jedynie zwery�kowanie, »e przypuszczenie to jest poprawne.

W tym celu wyznaczymy rz¦dy macierzy A, A2, . . . a» kolejne warto±ci b¦d¡ identyczne. Analogiczn¡
procedur¦ przeprowadzimy dla rz¦dów macierzy A− 2I, (A− 2I)2, . . . .

det

⎡⎢⎣ 8 −4 −3
3 −1 −2
3 −3 0

⎤⎥⎦ = −6 ̸= 0 =⇒ rzA = rz

⎡⎢⎢⎢⎣
8 −4 −3 −8
3 −1 −2 −3
3 −3 0 −3
3 −1 −1 −3

⎤⎥⎥⎥⎦ = 3.

rzA2 = rz

⎡⎢⎢⎢⎣
19 −11 −8 −19
6 −2 −4 −6
6 −6 0 −6
9 −5 −4 −9

⎤⎥⎥⎥⎦ =
k1 ← k1 + k2 + k3

k4 ← k1 − k2 − k3
= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
0 −11 −8 0

0 −2 −4 0

0 −6 0 0

0 −5 −4 0

⎤⎥⎥⎥⎦ = 2.

rzA3 = rz

⎡⎢⎢⎢⎣
38 −22 −16 −38
12 −4 −8 −12
12 −12 0 −12
18 −10 −8 −18

⎤⎥⎥⎥⎦ = 2 = rzA2.

rz(A− 2I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎣
6 −4 −3 −8
3 −3 −2 −3
3 −3 −2 −3
3 −1 −1 −5

⎤⎥⎥⎥⎦ =
w1 ← w1 − w4 − w3

w2 ← w2 − w3

= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 0 0 0

3 −3 −2 −3
3 −1 −1 −5

⎤⎥⎥⎥⎦ = 2.

Poniewa» liczba kropek jest równa stopniowi macierzy, nie ma potrzeby wykonywania dalszych oblicze«.
Wielomian charakterystyczny ma posta¢ φ(λ) = λ2(2− λ)2.

Dla warto±ci wªasnej λ1 = 0 kolejne rz¦dy wynosz¡ odpowiednio: 3 oraz 2 co pozwala skonstruowa¢

diagram
•
•

.

Dla warto±ci wªasnej λ2 = 2 diagram Ferrersa ma posta¢: • • . St¡d uzyskujemy posta¢ Jordana

w postaci trzech mo»liwych permutacji tych trzech klatek na gªównej przek¡tnej:

J =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎦ ∨ J =

⎡⎢⎢⎢⎣
2 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎦ ∨ J =

⎡⎢⎢⎢⎣
2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Kolejne dwa przykªady pokazuj¡, »e ten sam wielomian charakterystyczny mo»e prowadzi¢ do ró»nych

postaci Jordana. Ponadto wyznaczanie wielomianu charakterystycznego dla macierzy stopnia 5 nie musi
by¢ trudne.
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Przykªad 17. Znajdziemy posta¢ Jordana macierzy:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 0 0 0

−3 4 4 −2 −1
−2 0 −1 0 0

−5 0 −3 2 0

6 4 9 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Tu dla wyznaczenia wielomianu charakterystycznego zastosujemy rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem wska-
zanych wierszy i kolumn, a na ko«cu otrzymamy wyznacznik stopnia 2.

φ(λ) = det(A− λI) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
−1− λ 0 0 0 0

−3 4− λ 4 −2 −1
−2 0 −1− λ 0 0

−5 0 −3 2− λ 0

6 4 9 −2 −λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

= (−1− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
4− λ 4 −2 −1
0 −1− λ 0 0

0 −3 2− λ 0

4 9 −2 −λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ = (−1− λ)(−1− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ 4− λ −2 −1

0 2− λ 0

4 −2 −λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

= (−1− λ)2(2− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓ 4− λ −1

4 −λ

⃓⃓⃓⃓
⃓ = (−1− λ)2(2− λ)(λ2 − 4λ+ 4) = (1 + λ)2(2− λ)3.

Teraz musimy osobno rozpatrzy¢ obie warto±ci wªasne. Wiadomo, »e dla dwukrotnej warto±ci wªasnej
λ1 = −1 diagram Ferrersa ma dwie kropki. Wystarczy obliczy¢ rz(A− (−1) · I) = rz(A+ I), który musi
si¦ równa¢ 3 lub 4. Sprowadzimy macierz do postaci schodkowej

rz(A+ I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0

−3 5 4 −2 −1
−2 0 0 0 0

−5 0 −3 3 0

6 4 9 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
w1 ↔ w5

w3 ↔ w4

= rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
6 4 9 −2 1

−3 5 4 −2 −1
−5 0 −3 3 0

−2 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

=
k1 ↔ k5 = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 4 9 −2 6

−1 5 4 −2 −3
0 0 −3 3 −5
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
w2 ↔ w2 + w1 = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 4 9 −2 6

0 9 13 −4 3

0 0 −3 3 −5
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 4.

Liczb¦ kropek obliczamy ze wzoru 5 − rz(A + I) = 5 − 4 = 1. St¡d diagram Ferrersa ma w pierwszym
wierszu jedn¡ kropk¦, a co za tym idzie � w drugim wierszu b¦dzie druga kropka. Otrzymujemy zatem
klatk¦ Jordana K2(−1).
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A teraz sprawdzimy drug¡, trzykrotn¡ warto±¢ wªasn¡ λ2 = 2.

rz(A− 2I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 0 0 0 0

−3 2 4 −2 −1
−2 0 −3 0 0

−5 0 −3 0 0

6 4 9 −2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

w2 ← w2 − w1

w3 ← w3 − 2
3w1

w4 ← w4 − 5
3w1

w5 ← w4 + 2w1

= rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 0 0 0 0

0 2 4 −2 −1
0 0 −3 0 0

0 0 −3 0 0

0 4 9 −2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

=
w4 ← w4 − w3

w5 ← w5 − 2w2 +
1
3w3

= rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 0 0 0 0

0 2 4 −2 −1
0 0 −3 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 4.

Poniewa» krotno±¢ algebraiczna wynosi 3, a pierwszy wiersz diagramu zawiera jedn¡ kropk¦, otrzymujemy
diagram

•
•
•

odpowiadaj¡cy klatce K3(2).
Ostatecznie mamy dokªadnie dwie mo»liwe postacie Jordana, ró»ni¡ce si¦ tylko kolejno±ci¡ klatek.

Elementy klatek zostaªy zaznaczone kolorami.

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 2 1 0

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ lub J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 −1 1

0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

W zapisie z u»yciem dziaªania ⊕ mamy: J = K2(−1)⊕K3(2) lub J = K3(2)⊕K2(−1).

W nast¦pnym przykªadzie poka»emy macierz, która ma taki sam wielomian charakterystyczny, jak
macierz A z przykªadu 17, ale inn¡ posta¢ Jordana.

Przykªad 18. Niech

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −3 −3 −3 −3
0 2 0 0 0

0 1 2 0 0

0 8 9 2 3

0 −9 −9 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Obliczenie φ(λ) = (1 + λ)2(2− λ)3 przebiega analogicznie do poprzedniego przykªadu.
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Jednak inne s¡ wyniki oblicze« dla rz(B + I) oraz rz(B − 2I). Nale»y zastosowa¢ przeksztaªcenia
elementarne, czytelnik powinien sprawdzi¢ wyniki.

rz(B + I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −3 −3 −3 −3
0 3 0 0 0

0 1 3 0 0

0 8 9 3 3

0 −9 −9 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 3 oraz rz(B − 2I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 −3 −3 −3 −3
0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 8 9 0 3

0 −9 −9 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 3.

Zgodnie z punktem (d) algorytmu, w pierwszych wierszach diagramów Ferrersa s¡ po dwie kropki. Dla
warto±ci potrójnej dodatkowa kropka jest w nast¦pnym wierszu. Ukªady diagramów maj¡ wi¦c postacie:

• • dla λ1 = −1, • •
•

dla λ2 = 2.

Ostatecznie otrzymujemy dwie klatki K1(−1), jedn¡ klatk¦ K2(2) oraz jedn¡ K1(2). Kolejno±¢ jest do-
wolna, np.

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 2 1 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Przykªad 19. Znajdziemy posta¢ Jordana dla macierzy trójk¡tnej o identycznej warto±ci na przek¡tnej.

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 −1 −1 1 1

0 2 0 1 1 2

0 0 2 2 2 2

0 0 0 2 0 1

0 0 0 0 2 1

0 0 0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

W tym przypadku od razu otrzymujemy wielomian charakterystyczny φ(λ) = (2 − λ)6 i sze±ciokrotn¡
warto±¢ wªasn¡ λ = 2. Zgodnie z algorytmem musimy obliczy¢ r1 = rz(A− 2I), r2 = rz(A− 2I)2 itd. Na
ko«cu b¦dzie macierz zerowa.

Obliczenie rz¦du macierzy A−2I nie jest skomplikowane, wymaga kilku kroków dla uzyskania postaci
schodkowej. Mamy

rz(A−2I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 −1 −1 1 1

0 0 0 1 1 2

0 0 0 2 2 2

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

w3 ← w3 − 2w2 + 2w4

w5 ← w5 − w4 = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 −1 −1 1 1

0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 3
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oraz

rz(A− 2I)2 = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 4

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1.

Macierz (A− 2I)3 jest macierz¡ zerow¡, wi¦c rz(A− 2I)3 = 0.
Podsumowuj¡c, mamy r0 = 6, r1 = 3, r2 = 1, r3 = 0. Zgodnie z algorytmem budowy postaci Jordana

otrzymujemy ∆1 = 6− 3 = 3, ∆2 = 3− 1 = 2 oraz ∆3 = 1− 0 = 1.
Tworzymy diagram Ferrersa, kolorami oznaczono wielko±ci klatek.

3

⎧⎨⎩ 2
{︂

1 {• • • ∆1 = 3

• • ∆2 = 2

• ∆3 = 1

↑ ↑ ↑
K3(2) K2(2) K1(2)

Ostatecznie mo»na klatki rozmie±ci¢ na 3! = 6 sposobów, jednak najcz¦±ciej ukªadamy je w kolejno±ci
malej¡cych stopni, co prowadzi do nast¦puj¡cej postaci Jordana:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 1 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

U»yte kolory s¡ takie, jak w diagramie Ferrersa.

Kolejny przykªad pokazuje, jak wykorzysta¢ szczególn¡ struktur¦ macierzy, zwan¡ postaci¡ blokow¡.

Przykªad 20. Znajd¹my posta¢ Jordana macierzy:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 3 0 −2 −1
2 −3 2 2 −1 −1
−1 1 1 0 1 2

0 0 0 1 −1 −1
0 0 0 3 1 1

0 0 0 −1 −3 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Tu macierz ma specy�czn¡ budow¦, któr¡ uwidocznimy w zapisie macierzy A− λI:

A− λI =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1− λ −2 3 0 −2 −1
2 −3− λ 2 2 −1 −1
−1 1 1− λ 0 1 2

0 0 0 1− λ −1 −1
0 0 0 3 1− λ 1

0 0 0 −1 −3 −3− λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Stosujemy wzór:

det

[︄
B C

0 D

]︄
= det(B) det(D). (1)

Ka»dy z bloków jest tu macierz¡ stopnia 3, co pozwala spokojnie obliczy¢ ich wielomiany charaktery-
styczne za pomoc¡ reguªy Sarrusa. W obu przypadkach mamy φB(λ) = φD(λ) = −λ3 − λ2. Razem

φA(λ) = (−λ3 − λ2)2 =
(︂
− λ2(λ+ 1)

)︂2

= λ4(1 + λ)2.

Zaczynamy od λ1 = 0. Podobnie jak w poprzednich przykªadach sprowadzamy macierz do posta-
ci schodkowej i otrzymujemy rzA = 4. Czytelnik powinien spróbowa¢ wykona¢ szczegóªowe obliczenia
analogicznie do poprzednich przykªadów.

Poniewa»

A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−6 7 2 −9 4 8

−6 7 2 −6 1 5

0 0 0 3 −3 −3
0 0 0 −1 1 1

0 0 0 5 −5 −5
0 0 0 −7 7 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

wi¦c bez kªopotów obliczymy rzA2 = 2.

Mamy tu dwie delty: ∆1 = ∆2 = 2, co daje diagram:
• •
• •

.

Dla λ2 = −1 mamy

rz(A+ I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −2 3 0 −2 −1
2 −2 2 2 −1 −1
−1 1 2 0 1 2

0 0 0 2 −1 −1
0 0 0 3 2 1

0 0 0 −1 −3 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= rz

⎡⎢⎣ 2 −2 3

2 −2 2

−1 1 2

⎤⎥⎦+ rz

⎡⎢⎣ 2 −1 −1
3 2 1

−1 −3 −2

⎤⎥⎦ .

Poniewa» wyznaczniki obu macierzy stopnia 3 s¡ zerowe, a istniej¡ niezerowe minory stopnia 2, wi¦c

rz

⎡⎢⎣ 2 −2 3

2 −2 2

−1 1 2

⎤⎥⎦ = 2 oraz rz

⎡⎢⎣ 2 −1 −1
3 2 1

−1 −3 −2

⎤⎥⎦ = 2.

W konsekwencji
rz(A+ I) = 2 + 2 = 4.
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Wynik ten prowadzi bezpo±rednio do diagramu • • .

�¡cz¡c wyniki oblicze« dla λ = 0 oraz dla λ = −1 otrzymujemy posta¢ Jordana:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

gdzie tym razem klatki s¡ wyró»nione ramkami.

Macierz stopnia 7 stanowi ju» pewne wyzwanie dla oblicze« r¦cznych. Jednak w szczególnych przy-
padkach jest to mo»liwe, jak to pokazujemy w ostatnim przykªadzie.

Przykªad 21. Znajdziemy posta¢ Jordana dla macierzy z du»¡ liczb¡ elementów zerowych:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 −1
0 2 0 0 0 −2 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 2 0 0 0 −2 0

1 0 0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Wielomian charakterystyczny obliczymy, stosuj¡c wpierw rozwini¦cia Laplace'a wzgl¦dem wskazanych
kolumn, a nast¦pnie zamiany wierszy i kolumn. Na ko«cu skorzystamy z rozbicia macierzy na bloki oraz
ze wzoru (1).

φ(λ) = det(A− λI) =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓

1− λ 0 0 0 0 0 −1
0 2− λ 0 0 0 −2 0

0 0 −λ 2 0 0 0

0 0 0 1− λ 0 0 0

0 0 0 2 1− λ 0 0

0 2 0 0 0 −2− λ 0

1 0 0 0 0 0 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
=

= (−λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

1− λ 0 0 0 0 −1
0 2− λ 0 0 −2 0

0 0 1− λ 0 0 0

0 0 2 1− λ 0 0

0 2 0 0 −2− λ 0

1 0 0 0 0 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
=
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= (−λ)(1− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
1− λ 0 0 0 −1
0 2− λ 0 −2 0

0 0 1− λ 0 0

0 2 0 −2− λ 0

1 0 0 0 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

= (−λ)(1− λ)(1− λ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
1− λ 0 0 −1
0 2− λ −2 0

0 2 −2− λ 0

1 0 0 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ = w2 ↔ w4

= −(−λ)(1− λ)2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
1− λ 0 0 −1
1 0 0 −1− λ
0 2− λ −2 0

0 2 −2− λ 0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ = k2 ↔ k4

= (−λ)(1− λ)2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
1− λ −1 0 0

1 −1− λ 0 0

0 0 −2 2− λ
0 0 −2− λ 2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= (−λ)(1− λ)2
⃓⃓⃓⃓
⃓ 1− λ −1

1 −1− λ

⃓⃓⃓⃓
⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ −2 2− λ
−2− λ 2

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= (−λ)(1− λ)2
(︁
(1− λ)(−1− λ) + 1

)︁(︁
(−2) · 2− (2− λ)(−2− λ)

)︁
=

= (−λ)(1− λ)2λ2(−λ)2 = (−λ)5(1− λ)2.

Otrzymali±my dwie warto±ci wªasne: λ1 = 1 o krotno±ci 2 oraz λ2 = 0 o krotno±ci 5.

Dla warto±ci wªasnej λ1 = 1 istniej¡ tylko dwa mo»liwe diagramy Ferrersa: • • oraz
•
•

. Który

z nich jest w tym przypadku poprawny, zale»y od rz¦du macierzy A − I. Dla rz(A − I) = 5 wªa±ciwy
jest ten pierwszy z nich, natomiast dla rz(A − I) = 6 ten drugi. Przeprowadzimy obliczenia, stosuj¡c
wªasno±ci rz¦du macierzy:

rz(A− I) = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 −2 0

0 0 −1 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 2 0 0 0 −3 0

1 0 0 0 0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 −2 0

0 0 −1 2 0 0

0 0 0 2 0 0

0 2 0 0 −3 0

1 0 0 0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

= 1 + rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0 −2
0 0 −1 2 0

0 0 0 2 0

0 2 0 0 −3
1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 2 + rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 −2
0 −1 2 0

0 0 2 0

2 0 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎦ = 3 + rz

⎡⎢⎣ 1 0 −2
0 −1 0

2 0 −3

⎤⎥⎦ =

= 4 + rz

[︄
1 −2
2 −3

]︄
= 6.
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Obliczony rz¡d rz(A− I) = 6 pozwala wybra¢ diagram
•
•

, a st¡d jedn¡ klatk¦ Jordana K2(1).

Teraz sprawdzimy pi¦ciokrotn¡ warto±¢ wªasn¡ λ2 = 0. Tu mo»liwych diagramów jest 7, w zapisie
partycji liczby 5: 5, 4 + 1, 3 + 2, 3 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1. Obliczmy wi¦c
rz(A−0 ·I) = rzA. Jak wy»ej korzystamy z wªasno±ci rz¦du, w szczególno±ci opuszczamy kolumn¦ zerow¡
oraz proporcjonalne wiersze i kolumny:

rzA = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 −1
0 2 0 0 0 −2 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 2 0 0 0 −2 0

1 0 0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 1 0

0 0 2 1

0 2 0 0

1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= rz

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 2 1

⎤⎥⎥⎥⎦ = 4.

Czytelnik mo»e sprawdzi¢, »e pasuj¡ jeszcze tylko dwa diagramy. Obliczamy

rzA2 = rz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 4 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 2.

Wró¢my do algorytmu. Mamy ci¡gi rz¦dów i delt dla warto±ci wªasnej λ2 = 0:

rzA = 4, rzA2 = 2

∆1 = 7− 4 = 3, ∆2 = 4− 2 = 2
.

Poniewa» ∆1 +∆2 = 5, wi¦c zgodnie z podpunktem (c) algorytmu, mamy ju» wszystkie warto±ci delta.
Mo»na zauwa»y¢, »e kolejne pot¦gi macierzy A maj¡ rz¡d 2.

Tworzymy diagram Ferrersa zgodnie z podpunktem (d), czyli w pierwszym wierszu s¡ trzy kropki,
a w drugim � dwie:

• • •
• •

.

Odczytuj¡c klatki wedªug punktu 4. algorytmu, otrzymali±my trzy klatki, dwie postaci K2(0) oraz jedn¡
K1(0)

Ostatecznie mamy cztery klatki w tym dwie identyczne. Mo»na je rozmie±ci¢ na 12 sposobów. Poniewa»
jednak ustalili±my kolejno±¢ λ1 = 1 oraz λ2 = 0, a klatki odpowiadaj¡ce tej samej warto±ci wªasnej
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zapisuje si¦ zazwyczaj w kolejno±ci malej¡cej, otrzymujemy nast¦puj¡c¡ posta¢ Jordana:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Po prawej stronie zostaªa uwidoczniona struktura klatek.

5. Podsumowanie

Zwró¢my uwag¦, »e dla macierzy stopnia 2 wyznaczenie wielomianu charakterystycznego jest bardzo
proste. Dla stopnia 3 mo»emy zastosowa¢ reguª¦ Sarrusa, natomiast dla stopni 4 i wi¦kszych obliczenia
s¡ bardziej wymagaj¡ce. Z tego wzgl¦du przykªady zawieraªy wi¦cej zer, poniewa» rachunki realizowane
r¦cznie s¡ ju» zdecydowanie bardziej pracochªonne. Oczywi±cie rozwini¦cie Laplace'a pozwala zawsze
znale¹¢ wielomian charakterystyczny, lecz wymagaªoby to znacznej liczby operacji.

Ponadto, w przykªadach wi¦kszych rozmiarów pojawia si¦ problem obliczenia pierwiastków. Dla stop-
ni wi¦kszych ni» 4 nie ma ogólnych wzorów analitycznych. W takich przypadkach musimy przej±¢ na
obliczenia numeryczne oraz ewentualnie wdro»y¢ inne metody znajdowania postaci Jordana. Jednak przy
obliczeniach przybli»onych praktycznie zawsze uzyskuje si¦ ró»ne pierwiastki, w konsekwencji posta¢ Jor-
dana staje si¦ po prostu macierz¡ diagonaln¡.

Wiele zagadnie« praktycznych, mi¦dzy innymi z ekonomii, teorii sterowania oraz medycyny, wyma-
ga analizy i rozwi¡zania ukªadów równa« ró»niczkowych lub ró»nicowych. Do wykonania koniecznych
w tych przypadkach oblicze« funkcji macierzowych mo»na efektywnie u»y¢ postaci Jordana. Oczywi±cie
wspóªcze±nie takich rachunków nie wykonuje si¦ zwykle r¦cznie, lecz za pomoc¡ odpowiednich programów
komputerowych.
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