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Macierze podobne cz. I. Posta¢ diagonalna macierzy

Streszczenie. W artykule zde�niowano relacj¦ podobie«stwa macierzy. Dla niektórych ma-
cierzy mo»liwe jest wyznaczenie macierzy diagonalnej podobnej do danej. Celem artykuªu jest
przedstawienie warunków, które musi speªni¢ taka macierz. Teoretyczne rozwa»ania zilustrowano
licznymi przykªadami obejmuj¡cymi ró»ne przypadki i wymiary macierzy do stopnia 5 wª¡cznie.
Obliczenia s¡ prowadzone do±¢ szczegóªowo, aby dokªadnie zaprezentowa¢ ich technik¦. W ostatnim
rozdziale przedstawiono dwa przykªady zastosowania poj¦cia postaci diagonalnej macierzy.
Sªowa kluczowe: macierze podobne, macierz diagonalna, warto±¢ wªasna.

1.Wst¦p

Na wst¦pie zakªadamy, »e czytelnik zna podstawy rachunku macierzowego, a w szczególno±ci poj¦cia
takie jak: mno»enie macierzy, poj¦cie wyznacznika, rz¦du macierzy oraz macierzow¡ interpretacj¦ ukªa-
dów równa« liniowych. W przeciwnym razie z zagadnieniami tymi mo»na zapozna¢ si¦ w literaturze, na
przykªad w [2] (rozdziaªy 2, 3, 5 i 6) lub [1] (rozdziaªy 0�6, 10 i 13). Przydatna jest równie» znajomo±¢
liczb zespolonych, cho¢ pojawiaj¡ si¦ one jawnie tylko w niektórych przykªadach.

Przeksztaªcenie a�niczne pªaszczyzny to takie, które przeksztaªca proste na proste oraz zachowuje
równolegªo±¢ prostych oraz stosunki dªugo±ci odcinków, cho¢ nie musi zachowa¢ k¡tów.

Mo»na je zapisa¢ w postaci:
x′ = a11x+ a12y + b1

y′ = a21x+ a22y + b2,

gdzie obrazem punktu (x, y) jest punkt (x′, y′).
Cz¦sto u»ywa si¦ zapisu macierzowego:[

x′

y′

]
=

[
a11 a12

a21 a22

][
x

y

]
+

[
b1

b2

]
.
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Je»eli b1 = b2 = 0, to nazywamy je przeksztaªceniem liniowym. Ma ono posta¢:[
x′

y′

]
=

[
a11 a12

a21 a22

][
x

y

]
.

Przykªadami odwzorowa« liniowych na pªaszczy¹nie s¡ symetrie wzgl¦dem zadanej prostej. Przykªa-
dowo symetria wzgl¦dem osi OX ma posta¢:[

x′

y′

]
=

[
1 0

0 −1

][
x

y

]
inaczej: x′ = x, y′ = −y (1)

Natomiast wzgl¦dem prostej y = x:[
x′

y′

]
=

[
0 1

1 0

][
x

y

]
inaczej: x′ = y, y′ = x (2)

Z punktu widzenia geometrii te odwzorowania s¡ identyczne, a ich zapis wynika ze zmiany ukªadu wspóª-
rz¦dnych. Niech

C =

[
1 1

1 −1

]
Zauwa»my, »e [

1 1

1 −1

][
1 0

0 −1

]
=

[
1 −1
1 1

]
=

[
0 1

1 0

][
1 1

1 −1

]
.

Zapisuj¡c przeksztaªcenia (1) oraz (2) w postaci macierzowej odpowiednio jako

X ′ = AX oraz X ′ = BX,

otrzymujemy zale»no±¢
CA = BC.

Macierz C jest odwracalna, poniewa» C · 12C = I, gdzie przez I oznaczamy macierz jednostkow¡:

I =

[
1 0

0 1

]
.

Mo»na powiedzie¢, »e macierze A i B przedstawiaj¡ to samo odwzorowanie w ró»nych ukªadach
wspóªrz¦dnych. S¡ one zatem w pewnym sensie podobne. Zauwa»my przy tym, »e macierz A ma elementy
wyª¡cznie na gªównej przek¡tnej, czyli ma posta¢ diagonaln¡, któr¡ dokªadnie zde�niujemy w nast¦pnym
rozdziale. Ogólnie rzecz bior¡c, poj¦cie podobie«stwa pozwala rozró»nia¢ odwzorowania niezale»nie od
wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych. Dokªadnie zde�niujemy je w trzeciej sekcji.

W naszych rozwa»aniach macierze b¦d¡ kwadratowe, o elementach w zbiorze liczb zespolonych, jednak
wi¦kszo±¢ przykªadów ograniczy si¦ do liczb rzeczywistych. Nie b¦dziemy tego dodatkowo podkre±la¢.
Czasem b¦dziemy u»ywali macierzy kolumnowych, czyli macierzy o jednej kolumnie. Ka»d¡ macierz A

mo»na zapisa¢ w postaci ukªadu kolumn: A = [A1, A2, . . . , An]. Wówczas iloczyn macierzy mo»na zapisa¢
jako BA = [BA1, BA2, . . . , BAn].
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2.Macierz diagonalna

De�nicja 1. Macierz kwadratow¡ A = [aij ] stopnia n, która speªnia warunek:

i ̸= j =⇒ aij = 0,

nazywamy macierz¡ diagonaln¡.

Mniej formalnie: macierz jest diagonalna, gdy poza gªówn¡ przek¡tn¡ wszystkie elementy s¡ zerami,
natomiast na samej przek¡tnej mog¡ by¢ one dowolne.

Przykªad 1. Przykªady macierzy diagonalnych stopnia 3: 2 0 0

0 −1 0

0 0 1

 ,

 2 0 0

0 2 0

0 0 2

 ,

 2 0 0

0 0 0

0 0
√
3

 ,

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

Ta ostatnia jest macierz¡ zerow¡ stopnia trzeciego.

Znaczenie macierzy diagonalnej jest zwi¡zane z tym, »e wiele operacji macierzowych ma dla nich ma
szczególnie prost¡ posta¢, przykªadowo:

a1 0 . . . 0

0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an




b1 0 . . . 0

0 b2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . bn

 =


a1b1 0 . . . 0

0 a2b2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ambm

 ,


a1 0 . . . 0

0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an


m

=


am1 0 . . . 0

0 am2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . amn

 .

3.Macierze podobne

Je»eli czytelnik jest zapoznany z relacjami równowa»no±ci, mo»e pomin¡¢ nast¦pny podrozdziaª.

3.1. Relacja równowa»no±ci

De�nicja 2. Relacj¦ ≡ w zbiorze T nazywamy relacj¡ równowa»no±ci, gdy speªnia ona nast¦puj¡ce wa-

runki:

1) ka»dy element jest równowa»ny ze sob¡:

∀x∈T x ≡ x,
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2) je»eli element x ∈ T jest w relacji z elementem y ∈ T to jest równie» na odwrót:

∀x,y∈T x ≡ y =⇒ y ≡ x,

3) je»eli element x ∈ T jest w relacji ≡ z elementem y ∈ T, który z kolei jest w relacji ≡ z elementem

z ∈ T, to element x jest w relacji ≡ z elementem z:

∀x,y,z∈T x ≡ y ∧ y ≡ z =⇒ x ≡ z.

Wªasno±¢ 1) nazywamy zwrotno±ci¡, wªasno±¢ 2) symetri¡, a wªasno±¢ 3) przechodnio±ci¡. Wobec tego
relacja równowa»no±ci de�niowana jest jako relacja jednocze±nie zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Czytelnik mo»e doj±¢ do wniosku, »e wªasno±¢ zwrotno±ci wynika z pozostaªych, lecz w tym celu
nale»aªoby dodatkowo zaªo»y¢, »e ka»dy element jest w relacji ze sob¡ lub z innym elementem.

Relacja równowa»no±ci ≡ w zbiorze T pozwala na podziaª zbioru na podzbiory tak, »e ka»de dwa ele-
menty takiego podzbioru s¡ w relacji ≡, a elementy ró»nych podzbiorów � nie. Takie podzbiory nazywamy
klasami abstrakcji.

3.2. De�nicja podobie«stwa macierzy

Zde�niujemy wpierw macierze podobne, nast¦pnie zde�niujemy posta¢ diagonaln¡ macierzy jako ma-
cierz diagonaln¡ podobn¡ do danej.

De�nicja 3. Macierze kwadratowe A oraz B tego samego stopnia nazywamy podobnymi, gdy istnieje taka

nieosobliwa macierz C, »e CA = BC. Fakt ten oznaczamy symbolem A ∼ B.

Macierz nieosobliwa to macierz kwadratowa odwracalna lub równowa»nie macierz kwadratowa o wy-
znaczniku ró»nym od zera. Macierz C b¦dziemy nazywa¢ macierz¡ przej±cia. Warunek CA = BC dla ma-
cierzy C o wyznaczniku niezerowym mo»na równowa»nie zapisa¢ inaczej: A = C−1BC lub CAC−1 = B.
Relacja ∼ jest relacj¡ równowa»no±ci, dzieli zbiór wszystkich macierzy kwadratowych na klasy abstrakcji.

Dla maªych macierzy sprawdzenie podobie«stwa nie jest trudne. Wystarczy rozwi¡za¢ ukªad równa«
dla wspóªczynników macierzy przej±cia wynikaj¡cy z równania CA = BC. Zobaczymy to na nast¦puj¡cym
przykªadzie.

Przykªad 2. Sprawdzimy, czy macierze A =

[
4 3

−2 −1

]
oraz B =

[
2 0

7 1

]
s¡ podobne. W tym celu

zbudujemy odpowiedni¡ macierz przej±cia C. W rzeczywisto±ci wyznaczymy wszystkie takie macierze.

Niech macierz C =

[
x y

u v

]
, z zaªo»eniem det(C) ̸= 0, czyli xv − yu ̸= 0.

Zapiszmy warunek CA = BC w postaci ukªadu równa«:[
x y

u v

]
·

[
4 3

−2 −1

]
=

[
2 0

7 1

]
·

[
x y

u v

]
, (3)

[
4x− 2y 3x− y

4u− 2v 3u− v

]
=

[
2x 2y

7x+ u 7y + v

]
,
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
4x− 2y = 2x

4u− 2v = 7x+ u

3x− y = 2y

3u− v = 7y + v,

a po uporz¡dkowaniu


2x− 2y = 0

−7x+ 3u− 2v = 0

3x− 3y = 0

−7y + 3u− 2v = 0.

Ukªad ten zapiszemy w formie macierzowej:
2 −2 0 0

−7 0 3 −2
3 −3 0 0

0 −7 3 −2




x

y

u

v

 =


0

0

0

0

 . (4)

Rozwi¡»emy ukªad za pomoc¡ operacji elementarnych na wierszach.
2 −2 0 0 | 0
−7 0 3 −2 | 0
3 −3 0 0 | 0
0 −7 3 −2 | 0

→
w1 ← w1/2

w2 ← w2/(−7)
w3 ← w3/3

w4 ← w4/(−7)

→


1 −1 0 0 | 0
1 0 − 3

7
2
7 | 0

1 −1 0 0 | 0
0 1 − 3

7
2
7 | 0

→ w2 ← w2 − w1

w3 ← w3 − w1

→

→


1 −1 0 0 | 0
0 1 − 3

7
2
7 | 0

0 0 0 0 | 0
0 1 − 3

7
2
7 | 0

→ w1 ← w1 + w2

w4 ← w4 − w2

→


1 0 − 3

7
2
7 | 0

0 1 − 3
7

2
7 | 0

0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 | 0

 .

Rozwi¡zanie tego ukªadu ma posta¢:

x = y =
3

7
u− 2

7
v, u, v ∈ C.

St¡d:

C =

[
x y

u v

]
=

[
3
7u−

2
7v

3
7u−

2
7v

u v

]
.

Obliczmy wyznacznik macierzy C, uwzgl¦dniaj¡c równo±¢ x = y

det(C) = xv − yu = xv − xu = x(v − u) =

(
3

7
u− 2

7
v

)
(v − u).

Aby wyznacznik macierzy C byª ró»ny od zera, co za tym idzie, aby macierz C byªa odwracalna wystarczy
przyj¡¢ ró»ne u oraz v takie, »e 3u ̸= 2v. Np. bior¡c u = 9, v = 10 mamy:

C =

[
1 1

9 10

]
C−1 =

[
10 −1
−9 1

]
.

Czytelnik powinien sam sprawdzi¢, »e CA = BC; ewentualnie równowa»nie: A = C−1BC lub
CAC−1 = B.

Zanotujmy proste twierdzenie, które w wielu wypadkach pozwala pomin¡¢ bardziej zªo»one obliczenia.
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Twierdzenie 1. Macierze podobne maj¡ równe wyznaczniki, czyli

A ∼ B =⇒ det(A) = det(B).

Dowód. Wychodzimy od wªasno±ci wyznaczników: det(AB) = det(A) det(B) dla macierzy A,B tego
samego stopnia.

A ∼ B z de�nicji oznacza istnienie macierzy C takiej, »e CA = BC oraz det(C) ̸= 0. Bior¡c wyznacz-
nik obu stron: det(CA) = det(BC) i dalej det(C) det(A) = det(B) det(C). Poniewa» det(C) ̸= 0, wi¦c
mo»na obie strony równo±ci podzieli¢ przez det(C), co prowadzi do równo±ci det(A) = det(B). □

Przykªad 3. Sprawdzimy, »e macierze A =

[
5 3

−2 −1

]
oraz B =

[
2 0

7 1

]
nie s¡ podobne.

Obliczmy wyznaczniki:

det(A) =

∣∣∣∣∣ 5 3

−2 −1

∣∣∣∣∣ = −5 + 6 = 1 det(B) =

∣∣∣∣∣ 2 0

7 1

∣∣∣∣∣ = 2.

Poniewa» wyznaczniki s¡ ró»ne, macierze nie s¡ podobne.

Warunek, »e macierze maj¡ równe wyznaczniki nie jest wystarczaj¡cy. Oto przykªad dwóch macierzy
diagonalnych, które nie s¡ podobne do siebie.

Przykªad 4. Niech A =

[
2 0

0 −3

]
oraz B =

[
−2 0

0 3

]
. Niech C =

[
x y

u v

]
.

Obliczmy CA oraz BC:

CA =

[
x y

u v

]
·

[
2 0

0 −3

]
=

[
2x −3y
2u −3v

]
, BC =

[
−2 0

0 3

]
·

[
x y

u v

]
=

[
−2x −2y
3u 3v

]
.

Równo±¢ CA = BC zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = u = v = 0. Wi¦c macierze A i B nie s¡
podobne, chocia» det(A) = 2 · (−3) = −6 oraz det(B) = (−2) · 3 = −6 = det(A).

4.Warto±¢ wªasna macierzy

De�nicja 4. Liczb¦ λ nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A, gdy speªniony jest warunek AX = λX

dla pewnej niezerowej macierzy kolumnowej X.

Macierz¡ kolumnow¡ nazywamy macierz skªadaj¡c¡ si¦ z jednej kolumny i dowolnej liczby wierszy.
Dodajmy tu, »e cz¦sto tak¡ kolumn¦ nazywa si¦ wektorem kolumnowym

Przykªad 5. Dla macierzy

A =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1

 oraz X =

 2

1

2


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mamy

AX =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1


 2

1

2

 =

 4

2

4

 = 2

 2

1

2

 ,

zatem liczba 2 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A.
Zwró¢my uwag¦, »e równo±¢ AX = 2X mo»emy zapisa¢ inaczej AX = 2IX, dalej (A − 2I)X = 0.

Jednorodny ukªad równa« (A− 2I)X = 0 ma niezerowe rozwi¡zanie, co oznacza, »e det(A− 2I) = 0.
Wyznaczymy wyznacznik macierzy A− 2I:

det(A− 2I) =

∣∣∣∣∣∣∣
0− 2 8 −2
1 2− 2 −1
−3 8 1− 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
−2 8 −2
1 0 −1
−3 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣
(∗)
=

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0

1 0 −1
−3 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

W kroku (∗) wykonujemy operacj¦ elementarn¡ na wierszach. Od elementów pierwszego wiersza odejmu-
jemy odpowiednio elementy drugiego i trzeciego wiersza.

Obserwacj¦ powy»sz¡ mo»emy uogólni¢.

De�nicja 5. Wielomian φ(λ) = det(A− λI) nazywamy wielomianem charakterystycznym.

Przypomnijmy nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 1. Niech macierz A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡. Równanie AX = 0 ma wyª¡cznie rozwi¡zanie

zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy det(A) jest niezerowy, co jest równowa»ne z istnie-

niem macierzy odwrotnej A−1.

Lemat 2. Liczba λ jest warto±ci¡ wªasn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy φ(λ) = 0.

Dowód. Zapiszmy po kolei:

AX = λX ⇐⇒ AX = λIX ⇐⇒ AX − λIX = 0 ⇐⇒ (A− λI)X = 0.

Równanie
(A− λI)X = 0

jest jednorodnym ukªadem równa« liniowych. Na mocy poprzedniego lematu ukªad ten posiada rozwi¡-
zanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A− λI) = 0.

□

Zauwa»my, »e wielomian charakterystyczny ma stopie« równy stopniowi macierzy. Dla macierzy stop-
nia drugiego wyznaczenie warto±ci wªasnych sprowadza si¦ do rozwi¡zania równania kwadratowego.

Dla wielomianów trzeciego i czwartego stopnia znane s¡ ogólne wzory na pierwiastki, chocia» ich
posta¢ jest do±¢ zªo»ona. Natomiast dla wielomianów stopnia pi¡tego i wy»szego nie istniej¡ ogólne wzory
wyra»aj¡ce pierwiastki za pomoc¡ dziaªa« algebraicznych. W takim przypadku albo musimy posªugiwa¢
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si¦ metodami numerycznymi, albo mamy do czynienia z przypadkiem szczególnym, dla którego pierwiastki
mo»na wyznaczy¢ dokªadnie.

Liczba pierwiastków wielomianu nie jest wi¦ksza od jego stopnia, a suma krotno±ci wszystkich pier-
wiastków jest równa stopniowi wielomianu. Twierdzenie to obowi¡zuje pod warunkiem uwzgl¦dnienia
tak»e pierwiastków zespolonych.

Kolejny przykªad pokazuje zastosowanie reguªy Sarrusa, która jest cz¦sto stosowana dla obliczania
wyznaczników macierzy trzeciego stopnia.

Przykªad 6. Zobaczymy, jakie s¡ wszystkie warto±ci wªasne macierzy z przykªadu 5.
Obliczmy wielomian charakterystyczny macierzy

A =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1

 .

A− λI =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1

− λ

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

 −λ 8 −2
1 2− λ −1
−3 8 1− λ

 .

Wyznacznik macierzy A− λI obliczymy za pomoc¡ schematu Sarrusa:∣∣∣∣∣∣∣
HH

HHH
HHH

HH
HHH

HHH

HH
HHH

HHH

�
����

���

��
���

���

��
���

���

− λ 8 −2
1 2− λ −1
−3 8 1− λ

−λ 8 −2
1 2− λ −1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−λ) · (2− λ) · (1− λ) + 1 · 8 · (−2) + (−3) · 8 · (−1)− (−2) · (2− λ) · (−3)+
−(−1) · 8 · (−λ)− (1− λ) · 8 · 1 = −λ3 + 3λ2 + 4λ− 12 =

= (−λ+ 2)(−λ− 2)(−λ+ 3).

St¡d otrzymujemy trzy warto±ci wªasne: −2, 2 oraz 3.

Zobaczmy jeszcze przykªad, gdzie liczba warto±ci wªasnych jest mniejsza ni» stopie« macierzy. Pó¹niej
znajdziemy podsta¢ diagonaln¡ tej macierzy. Mimo stopnia 4 nie trzeba stosowa¢ wzorów na pierwiastki
czwartego stopnia.

Przykªad 7. Niech b¦dzie dana macierz A:

A =


−3 −1 1 5

−6 2 1 5

−7 1 2 8

−5 −3 3 5

 .

Obliczmy wielomian charakterystyczny. Tu na pocz¡tku nie mo»na stosowa¢ schematu Sarrusa, wi¦c
konieczne jest zastosowanie przeksztaªce« elementarnych. S¡ one dobrane tak, aby mo»na byªo od razu
odnale¹¢ jeden z pierwiastków wielomianu. Oczywi±cie w ka»dym innym, podobnym do tego zadania
proces mo»e przebiega¢ odmiennie.

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3− λ −1 1 5

−6 2− λ 1 5

−7 1 2− λ 8

−5 −3 3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Od pierwszego wiersza odejmujemy drugi:

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −3 + λ 0 0

−6 2− λ 1 5

−7 1 2− λ 8

−5 −3 3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Do drugiej kolumny dodajemy pierwsz¡:

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 0 0 0

−6 −4− λ 1 5

−7 −6 2− λ 8

−5 −8 3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Stosujemy rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem pierwszego wiersza:

φ(λ) = (3− λ)(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣
−4− λ 1 5

−6 2− λ 8

−8 3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Tu ju» mo»na zastosowa¢ schemat Sarrusa (tym razem z dopisaniem kolumn z prawej):

φ(λ) = (3− λ)(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣
−4− λ 1 5

−6 2− λ 8

−8 3 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣
−4− λ 1

−6 2− λ

−8 3

=

= (3− λ)
(
(−4− λ)(2− λ)(5− λ) + 1 · 8 · (−8) + 5 · (−6) · 3− 5 · (2− λ) · (−8)+

−(−4− λ) · 8 · 3− 1 · (−6) · (5− λ)
)
= (3− λ)(−λ3 + 3λ2 − 4λ+ 12).

Tu wa»na uwaga: w tej sytuacji nie nale»y automatycznie wymna»a¢ wielomianów; poniewa» potrzebne
s¡ pierwiastki algebraiczne wielomianu, a ich wyznaczanie jest czynno±ci¡ wr¦cz odwrotn¡ do wymna»ania
czynników.

Przypominamy, »e aby znale¹¢ pierwiastki caªkowite wielomianu −λ3+3λ2−4λ+12 maj¡cego wspóª-
czynniki caªkowite, nale»y sprawdzi¢ dzielniki wyrazu wolnego, czyli liczby: ±1,±2,±3,±4,±6,±12. Jed-
nak tu mo»na pomin¡¢ liczby ujemne, poniewa» wielomian przyjmuje dla nich warto±ci dodatnie. Pomija-
my te» liczby parzyste, warto±¢ wielomianu jest dla nich nieparzysta, wi¦c nie jest równa zero. Pozostaj¡
do sprawdzenia tylko ±1,±3. Okazuje si¦, »e liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu. Mo»na podzieli¢
wielomian −λ3 + 3λ2 − 4λ+ 12 przez czynnik (λ− 3), a w wyniku uzyskujemy λ2 + 4.

Cz¦sto jest stosowana równie» metoda grupowania:

−λ3 + 3λ2 − 4λ+ 12 = −λ2(−λ+ 3)− 4(λ− 3) = −(λ− 3)(λ2 + 4).

Pozostaªe dwa pierwiastki wielomianu φ(λ) uzyskujemy rozwi¡zuj¡c równanie λ2 + 4 = 0. Tu mamy
rozwi¡zania zespolone λ = ±2i.

Podsumowuj¡c:
φ(λ) = −(λ− 3)2(λ− 2i)(λ+ 2i),
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wi¦c macierz A ma trzy warto±ci wªasne: 3,−2i, 2i. Zwró¢my uwag¦, »e liczba 3 jest pierwiastkiem po-
dwójnym wielomianu.

Twierdzenie 2. Macierze podobne maj¡ identyczne wielomiany charakterystyczne. Symbolicznie:

A ∼ B ⇒ φA(λ) = φB(λ).

Twierdzenie odwrotne na ogóª nie zachodzi.

Twierdzenie 3. W macierzy trójk¡tnej warto±ciami wªasnymi s¡ elementy gªównej przek¡tnej.

Dowód. Macierz górnotrójk¡tna ma posta¢:

A =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 wi¦c det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n

0 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Poniewa» wyznacznik macierzy trójk¡tnej jest iloczynem elementów na przek¡tnej, wi¦c

φ(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ) · . . . · (ann − λ).

co dowodzi tezy.
Dla macierzy dolnotrójk¡tnej obliczenia s¡ analogiczne. □

Przykªad 8. Znajdziemy warto±ci wªasne macierzy:

A =


2 8 9 1

0 6 5 2

0 0 7 0

0 0 1 3

 , wi¦c A− λI =


2− λ 8 9 1

0 6− λ 5 2

0 0 7− λ 0

0 0 1 3− λ

 .

Zauwa»my, »e macierz A nie jest trójk¡tna, ma natomiast budow¦:

A =

[
B C

0 D

]
, gdzie B =

[
2 8

0 6

]
, C =

[
9 1

5 2

]
oraz D =

[
7 0

1 3

]
.

Wyznacznik takiej macierzy det(A) = det(B)·det(D), a macierze B oraz D s¡ trójk¡tne. Podobn¡ budow¦
ma A− λI, wi¦c ostatecznie

φA(λ) = det(A− λI) = det(B − λI) det(D − λI) = φB(λ)φD(λ) = (2− λ)(6− λ)(7− λ)(3− λ).

W konsekwencji macierz A ma cztery warto±ci wªasne: 2, 3, 6 oraz 7.
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Przykªad 9. Znajdziemy warto±ci wªasne macierzy

A =

 1 0 1

0 0 3

0 2 0

 .

Zdarza si¦, »e student poznaj¡cy dopiero problematyk¦ warto±ci wªasnych postanawia przestawi¢ dwa
ostatnie wiersze lub kolumny, aby otrzyma¢ posta¢ trójk¡tn¡. Podkre±lmy, »e jest to powa»ny bª¡d.

Obliczmy wielomian charakterystyczny tej macierzy:

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

0 −λ 3

0 2 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣ −λ 3

2 −λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)(λ2 − 6).

Pierwiastkami wielomianu φ(λ) = (1−λ)(λ2− 6) s¡ liczby 1 oraz ±
√
6, które s¡ wszystkimi warto±ciami

wªasnymi macierzy A.

5. Posta¢ diagonalna macierzy

Naszym celem jest znalezienie macierzy diagonalnej podobnej do danej macierzy (zgodnie z de�ni-
cj¡ 3). Podkre±lmy, »e nie zawsze jest to mo»liwe. Ogólnie zawsze mo»na znale¹¢ uogólnienie postaci
diagonalnej, nazywane postaci¡ Jordana, jednak zagadnienie to b¦dzie przedmiotem osobnego artykuªu.

De�nicja 6. Macierz diagonaln¡ podobn¡ do danej macierzy A nazywamy postaci¡ diagonaln¡ tej ma-

cierzy.

De�nicja 7. Je»eli istnieje posta¢ diagonalna macierzy, to macierz jest nazywana diagonalizowaln¡.

Twierdzenie 4. Macierz A stopnia n jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej warto±ci

wªasnej λ o krotno±ci algebraicznej k rz¡d macierzy A−λI jest równy n− k. Oznaczmy przez D macierz

diagonaln¡ podobn¡ do macierzy A. Wtedy jej gªówna przek¡tna zawiera warto±ci wªasne macierzy A,

ka»d¡ zgodnie z jej krotno±ci¡.

Zauwa»my »e dla zbudowania postaci diagonalnej D macierzy A nie jest konieczne wyznaczenie ma-
cierzy przej±cia C, która speªnia warunek podobie«stwa macierzy, czyli D = C−1AC. Jednak w wielu
zastosowaniach praktycznych jest ona niezb¦dna.

Twierdzenie 5. Niech macierz A ma posta¢ diagonaln¡ D = [dij ] oraz C b¦dzie macierz¡ przej±cia, dla

której D = C−1AC. Wtedy kolumny macierzy C s¡ wyznaczone przez warunek ACi = diiCi. Dodatkowo

dla wielokrotnej warto±ci wªasnej nale»y wybra¢ niezale»ne rozwi¡zania odpowiedniego ukªadu równa«.

Wspomniany w twierdzeniu wybór niezale»nych rozwi¡za« zostaª pokazany w przykªadzie 14.

Uwaga 1. Posta¢ diagonalna jest wyznaczona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci warto±ci wªa-
snych.
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Powy»sze stwierdzenie oznacza, »e w przypadku n ró»nych warto±ci wªasnych otrzymujemy n! ró»-
nych postaci macierzy, jednak ka»de dwie z nich ró»ni¡ si¦ wyª¡cznie kolejno±ci¡ elementów na gªównej
przek¡tnej.

Poniewa» ogólnie warto±ci wªasne s¡ liczbami zespolonymi, a w zbiorze tych liczb nie jest okre±lona
sensowna relacja nierówno±ci, wi¦c trudno wyró»ni¢ jedn¡ z postaci diagonalnych. Jednak, w przypad-
ku gdy wszystkie warto±ci wªasne s¡ liczbami rzeczywistymi, mo»na je na gªównej przek¡tnej ustawi¢
w kolejno±ci rosn¡cej.

Wró¢my do twierdzenia 2. Zauwa»yli±my w nim, »e macierze podobne maj¡ ten sam wielomian cha-
rakterystyczny.

Twierdzenie 6. Je»eli macierze A i B stopnia n maj¡ ten sam wielomian charakterystyczny o n parami

ró»nych pierwiastkach algebraicznych, to s¡ podobne.

Dowód. Poniewa» wielomian charakterystyczny macierzy A oraz B ma parami ró»ne pierwiastki, to obie
macierze A oraz B s¡ podobne do wspólnej postaci diagonalnej D. Poniewa» relacja podobie«stwa jest
przechodnia, dowodzi to twierdzenia. □

Uwaga 2. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e dwie macierze, które nie s¡ podobne maj¡ ten sam wielomian charakte-
rystyczny o pierwiastkach wielokrotnych. W takiej sytuacji co najmniej jedna z nich z nich nie ma postaci
diagonalnej.

Przykªad 10. We wst¦pie przedstawiono dwie macierze symetrii wzgl¦dem prostej: A =

[
0 1

1 0

]
oraz

B =

[
1 0

0 −1

]
. Zauwa»my, »e macierz B ma posta¢ diagonaln¡. Wielomian charakterystyczny dla

ka»dej z tych macierzy ma posta¢ φ(λ) = (1− λ)(−1− λ)

Macierz C = [cij ] ma dwie kolumny. Aby je wyznaczy¢ rozwi¡zujemy równania dla ka»dej z kolumn,
korzystaj¡c odpowiednio z kolejnych warto±ci wªasnych:[

0 1

1 0

]
·

[
c11

c12

]
=

[
c11

c12

]
oraz

[
0 1

1 0

]
·

[
c12

c22

]
= −

[
c12

c22

]
.

Ogólne rozwi¡zanie daje macierz

C =

[
t s

t −s

]
, t, s ̸= 0.

Wrócimy teraz do przykªadu 2. Zamiast rozwi¡zywa¢ ukªad 4 równa«, sprawdzimy, »e obie macierze
maj¡ t¦ sam¡ posta¢ diagonaln¡.

Przykªad 11. W przykªadzie 2 sprawdzali±my podobie«stwo A =

[
4 3

−2 −1

]
oraz B =

[
2 0

7 1

]
.
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Wyznaczmy posta¢ diagonaln¡ macierzy A =

[
4 3

−2 −1

]
. W tym celu obliczymy wielomian charak-

terystyczny:

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣ 4− λ 3

−2 −1− λ

∣∣∣∣∣ = (4− λ)(−1− λ)− 3 · (−2) =

= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 2)(λ− 1).

Poniewa» mamy dwie ró»ne warto±ci wªasne, macierz A ma posta¢ diagonaln¡ D =

[
1 0

0 2

]
Macierz B jest trójk¡tna, wi¦c ma te same warto±ci wªasne co macierz A i t¦ sam¡ posta¢ diagonaln¡.

Mamy wi¦c A ∼ B.

Przykªad 12. W przykªadzie 6 obliczyli±my wszystkie warto±ci wªasne macierzy A:

A =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1

 , det(A− λI) = 0 ⇐⇒ λ = −2 ∨ λ = 2 ∨ λ = 3.

St¡d mamy posta¢ diagonaln¡, np.

D =

 −2 0 0

0 2 0

0 0 3

 .

Zapis postaci diagonalnej zale»y od przyj¦tej kolejno±ci warto±ci wªasnych. Zbudujemy teraz macierz
przej±cia C tak¡, »e AC = CD.

Wybierzmy kolejne kolumny macierzy C jako rozwi¡zania odpowiednich równa«. Czytelnik powinien
samodzielnie rozwi¡za¢ poszczególne ukªady.

Zgodnie z de�nicj¡ warto±ci wªasnej ukªad równa« (A − (−2)I)X = 0 ma rozwi¡zania niezerowe,
jedno z nich b¦dzie kolumn¡ C1. 0 + 2 8 −2

1 2 + 2 −1
−3 8 1 + 2

 ·
 x

y

z

 =

 0

0

0

 =⇒

 x

y

z

 =

 t

0

t

 , t ∈ C, wi¦c np. C1 =

 1

0

1

 .

Podobnie C2 to jedno z niezerowych rozwi¡za« ukªadu (A− 2I)X = 0. 0− 2 8 −2
1 2− 2 −1
−3 8 1− 2

 ·
 x

y

z

 =

 0

0

0

 =⇒

 x

y

z

 =

 2t

t

2t

 , t ∈ C, wi¦c np. C2 =

 2

1

2

 .

C3 to jedno z niezerowych rozwi¡za« ukªadu (A− 3I)X = 0. 0− 3 8 −2
1 2− 3 −1
−3 8 1− 3

 ·
 x

y

z

 =

 0

0

0

 =⇒

 x

y

z

 =

 2t

t

t

 , t ∈ C, wi¦c np. C3 =

 2

1

1

 .
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Macierz C skªada si¦ z wyliczonych kolumn:

C =

 1 2 2

0 1 1

1 2 1

 , gdzie det(C) = 1 + 2 + 0− 2− 0− 2 = −1.

Zauwa»my, »e macierz przej±cia C nie jest wyznaczona jednoznacznie. Wybieraj¡c inne rozwi¡zania po-
wy»szych równa«, mo»na uzyska¢ na przykªad macierz

Ĉ =

 2 −2 6

0 −1 3

2 −2 3

 , gdzie det(Ĉ) = 6.

Oczywi±cie, gdyby przyj¡¢ inn¡ kolejno±¢ warto±ci wªasnych, uzyskamy inn¡ macierz diagonaln¡ i inn¡
macierz przej±cia. Na przykªad, je»eli przyjmiemy

D̃ =

 3 0 0

0 2 0

0 0 −2

 ,

to odpowiadaj¡ca jej macierz przej±cia mo»e mie¢ posta¢, która jak powy»ej nie jest wyznaczona jedno-
znacznie:

C̃ =

 2 2 1

1 1 0

1 2 1

 .

Przykªad 13. Poka»emy podobie«stwo macierzy, korzystaj¡c tylko z identyczno±ci wielomianów charak-
terystycznych oraz braku pierwiastków wielokrotnych. Poniewa» b¦dziemy tu rozwa»a¢ macierze stopnia 5,
wi¦c wielomiany b¦d¡ pi¡tego stopnia. Wyka»emy, »e wyznaczony wspólny wielomian charakterystyczny
nie posiada pierwiastków wielokrotnych, przy czym samo jawne wyznaczenie tych pierwiastków nie b¦dzie
konieczne1.

Gdyby zaszªa taka potrzeba, macierz przej±cia C mo»na wyznaczy¢ bezpo±rednio, tak jak w przykªa-
dzie 2. Rachunki wymagaj¡ jednak rozwi¡zania ukªadu 25 równa«.

Dane s¡ dwie macierze:

A =


−3 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

 , B =


0 1 1 0 −3
0 0 0 0 1

1 0 1 −2 −1
0 0 1 −1 0

0 0 0 1 −3

 .

1 Jeden z pierwiastków wielomianu charakterystycznego jest niewymierny, a pozostaªe cztery s¡ pierwiastkami nierzeczy-

wistymi o niewymiernych cz¦±ciach rzeczywistych i urojonych.
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Wyznaczymy wielomiany charakterystyczne dla obu macierzy.

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3− λ 0 0 1 0

1 −λ 0 0 0

0 0 −λ 0 1

0 0 1 −λ 0

0 1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−3− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 0

0 −λ 0 1

0 1 −λ 0

1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0

0 −λ 0 1

0 1 −λ 0

1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−3− λ)(−λ)

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 1

1 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

−λ 0 1

1 −λ 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (−3− λ)(−λ)(−λ)

∣∣∣∣∣ −λ 0

1 −λ

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ −λ 1

1 0

∣∣∣∣∣ = (−3− λ)(−λ)4 + 1 = −λ5 + 3λ4 + 1.

Dla macierzy B, wykonuj¡c analogiczne rachunki, uzyskamy identyczny wielomian charakterystyczny.
Sprawdzimy, czy istniej¡ pierwiastki wielokrotne wielomianu φ(λ). W tym celu policzymy pochodn¡

φ′(λ) = −5λ4 + 12λ3.

Ewentualny pierwiastek wielokrotny φ(λ) musi by¢ równie» pierwiastkiem pochodnej2. Pochodna ma dwa

pierwiastki: λ1 = 0 oraz λ2 =
12

5
, które nie s¡ pierwiastkami samego wielomianu φ(λ). Wnioskujemy, »e

obie macierze maj¡ 5 parami ró»nych warto±ci wªasnych, czyli macierze A oraz B maj¡ te same postacie
diagonalne.

Znajdziemy teraz posta¢ diagonaln¡ macierzy z wielokrotnymi warto±ciami wªasnymi. Zbudujemy
równie» macierz przej±cia C.

Przykªad 14. Niech b¦dzie dana macierz:

A =


1 3 −7 −2
5 3 5 5

3 3 1 3

−6 −6 4 −3

 .

Poka»emy obliczenia φ(λ) = det(A − λI) troch¦ dokªadniej, poniewa» na pierwszy rzut oka wydaje
si¦ to trudne. Wykorzystujemy operacje elementarne na wierszach, aby otrzyma¢ zera oraz mo»liwo±¢

2 Istotnie, niech λ0 b¦dzie pierwiastkiem co najmniej dwukrotnym wielomianu φ(λ). Wielomian ten mo»na wówczas

zapisa¢ w postaci

φ(λ) = (λ− λ0)
2ψ(λ).

Ró»niczkuj¡c to wyra»enie wzgl¦dem λ i stosuj¡c wzór na pochodn¡ iloczynu, otrzymujemy:

φ′(λ) =
d

dλ

(
(λ− λ0)

2ψ(λ)
)
= 2(λ− λ0)ψ(λ) + (λ− λ0)

2ψ′(λ) = (λ− λ0)
(
2ψ(λ) + (λ− λ0)ψ

′(λ)
)
.

Posta¢ pochodnej pokazuje, »e liczba λ0 jest równie» pierwiastkiem pochodnej.
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wyª¡czania wspólnego czynnika przed wyznacznik.

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 −7 −2
5 3− λ 5 5

3 3 1− λ 3

−6 −6 4 −3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
w3 ← w3 − w1

w4 ← w4 + 2w1

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 −7 −2
5 3− λ 5 5

2 + λ 0 8− λ 5

−4− 2λ 0 −10 −7− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
w1 ← w3 + w3

w2 ← w2 − w3

w4 ← w4 + 2w3

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 1− λ 3

3− λ 3− λ λ− 3 0

2 + λ 0 8− λ 5

0 0 6− 2λ 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 1− λ 3

1 1 −1 0

2 + λ 0 8− λ 5

0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
w1 ← w1 − 3w2

w3 ← w3 − 5w4

=

= (3− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 4− λ 3

1 1 −1 0

2 + λ 0 −2− λ 0

0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣
0 4− λ 3

2 + λ −2− λ 0

0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

= −(3− λ)2(2 + λ)

∣∣∣∣∣ 4− λ 3

2 1

∣∣∣∣∣ = −(3− λ)2(2 + λ)(4− λ− 6) = (3− λ)2(−2− λ)2.

Mamy wi¦c dwie warto±ci wªasne λ1 = 3 oraz λ2 = −2. Wedªug twierdzenia 4 dla diagonalizowalno±ci
konieczne jest, aby rz¦dy A− 3I oraz A+ 2I byªy równe 2. Obliczmy je.

Dla warto±ci 3:

rz(A− 3I) = rz


−2 3 −7 −2
5 0 5 5

3 3 −2 3

−6 −6 4 −6

 =
w3 ← w3 − w1

w4 ← w4 + 2w1

= rz


−2 3 −7 −2
5 0 5 5

5 0 5 5

−10 0 −10 −10

 = 2.

Dla warto±ci −2:

rz(A+ 2I) = rz


3 3 −7 −2
5 5 5 5

3 3 3 3

−6 −6 4 −1

 =

w1 ← w1 − 1
5w2

w2 ← 1
5w2

w3 ← w3 − 3
5w2

w4 ← w4 +
6
5w2

= rz


0 0 −10 −5
1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 10 5

 = 2.

Warunki z twierdzenia maj¡ posta¢ rz(A− 3I) = n− k1 oraz rz(A+ 2I) = n− k2, gdzie n = 4 oznacza
stopie« macierzy A, a k1 = k2 = 2 to krotno±ci algebraiczne odpowiednich warto±ci wªasnych. Posta¢
diagonalna, z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci elementów na gªównej przek¡tnej, wygl¡da nast¦puj¡co:

D =


3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 −2

 .
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Obliczymy teraz macierz przej±cia C. W tym celu musimy rozwi¡za¢ ukªady równa«: (A− 3I)X = 0

oraz (A+ 2I)X = 0.
W trakcie rozwi¡zywania równa« wykonujemy te same operacje na wierszach, które zostaªy wykorzy-

stane do oblicze« rz¦du oraz kilka uzupeªniaj¡cych.
Dla ukªadu (A− 3I)X = 0 rozwi¡zanie ogólne ma posta¢:

X =


−t− s

5
3 t

t

s

 , gdzie t, s ∈ C.

Bior¡c rozwi¡zania szczególne niezale»ne od siebie, uzyskujemy mo»liwe warto±ci C1 oraz C2:

C1 =


−3
5

3

0

 , C2 =


−1
0

0

1

 .

Dla ukªadu (A+ 2I)X = 0 rozwi¡zanie ogólne ma posta¢:

X =


−t− 1

2s

t

− 1
2s

s

 , gdzie t, s ∈ C.

Bior¡c rozwi¡zania szczególne niezale»ne od siebie, uzyskujemy mo»liwe warto±ci C1 oraz C2:

C3 =


−1
1

0

0

 , C4 =


−1
0

−1
2

 .

Zatem macierz przej±cia C i macierz do niej odwrotna to

C =


−1 −3 −1 −1
0 5 1 0

0 3 0 −1
1 0 0 2

 , C−1 =
1

5


−6 −6 4 −1
1 1 1 1

−5 0 −5 −5
3 3 −2 3

 .

Czytelnik mo»e sprawdzi¢, »e C−1AC = D.

6. Przykªady wykorzystania postaci diagonalnej

Przykªad 15. Znajdziemy wzór na pot¦g¦ macierzy A z przykªadu 6. W przykªadzie 12 otrzymali±my
macierz przej±cia C oraz posta¢ diagonaln¡. Dodatkowo czytelnik mo»e sprawdzi¢ posta¢ macierzy od-
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wrotnej do macierzy C.

A =

 0 8 −2
1 2 −1
−3 8 1

 , D =

 −2 0 0

0 2 0

0 0 3

 , C =

 1 2 2

0 1 1

1 2 1

 , C−1 =

 1 −2 0

−1 1 1

1 0 −1

 .

Pot¦ga macierzy diagonalnej jest ªatwa do wyliczenia:

Dn =

 (−2)n 0 0

0 2n 0

0 0 3n

 .

Poniewa»
D = C−1AC,

wi¦c
A = CDC−1

i dalej:

An =
(
CDC−1

)n
=

(
CDC−1

) (
CDC−1

)
. . .

(
CDC−1

)
=

= CD
(
C−1C

)
D . . .

(
C−1C

)
DC−1 = CDD . . .DC−1 = CDnC−1.

Mo»emy wykona¢ stosowne wyliczenia.

An =

 1 2 2

0 1 1

1 2 1


 (−2)n 0 0

0 2n 0

0 0 3n


 1 −2 0

−1 1 1

1 0 −1

 =

=

 1 2 2

0 1 1

1 2 1


 (−2)n (−2)n+1 0

−2n 2n 2n

3n 0 −3n

 =

=

 (−2)n − 2n+1 + 2 · 3n (−2)n+1 + 2n+1 2n+1 − 2 · 3n

3n − 2n 2n 2n − 3n

(−2)n − 2n+1 + 3n (−2)n+1 + 2n+1 2n+1 − 3n

 .

Przykªad 16. Do tego przykªadu potrzebna b¦dzie pewna znajomo±¢ geometrii w przestrzeni trójwy-
miarowej.

Odwzorowanie liniowe w tej przestrzeni mo»na zapisa¢ w postaci Y = AX. Jest ono obrotem wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz A speªnia nast¦puj¡ce dwa warunki:

AAT = I oraz detA = 1.

Aby wyznaczy¢ o± obrotu, zauwa»my, »e ka»dy wektor v le»¡cy na tej osi pozostaje nieruchomy, czyli
speªnia równanie Av = v. Oznacza to, »e liczba 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A, a wektor v jest
odpowiadaj¡cym jej wektorem wªasnym.
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Zobaczmy to na przykªadzie. Niech

A =

 0 −1 0

0 0 1

−1 0 0

 , wtedy AT =

 0 0 −1
−1 0 0

0 1 0

 , przy czym AAT = I oraz det(A) = 1.

Wyznaczymy wielomian charakterystyczny:

φ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ −1 0

0 −λ 1

−1 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 1− λ3 = (1− λ)(λ2 + λ+ 1) =

= (1− λ)
(

−1−
√
3i

2 − λ
)(

−1+
√
3i

2 − λ
)
.

St¡d posta¢ diagonalna macierzy A ma nast¦puj¡c¡ budow¦:

J =

 1 0 0

0 −1+
√
3i

2 0

0 0 −1−
√
3i

2

 .

Interesuje nas przede wszystkim kolumna C1 macierzy przej±cia, która ma wªasno±¢ AC1 = C1. Rozwi¡-
zujemy odpowiednie równanie:

AC1 − C1 = 0

(A− I)C1 = 0 −1 −1 0

0 −1 1

−1 0 −1


 x

y

z

 =

 0

0

0

 .

Rozwi¡zanie rzeczywiste ma posta¢:  −tt
t

 , gdzie t ∈ R.

Mamy wi¦c o± obrotu w kierunku wektora [−1, 1, 1].
Poniewa» wszystkie warto±ci wªasne s¡ tu pierwiastkami zespolonymi z liczby 1, wi¦c

A3 = (CJC−1)3 = CJ3C−1 = CIC−1 = I.

To oznacza, »e trzykrotny obrót jest to»samo±ci¡, st¡d mamy obrót o 2π
3 lub inaczej o 120◦.

W tych wyliczeniach nie uwzgl¦dniono kierunku obrotu. Aby go jednoznacznie okre±li¢, nale»y wyró»-
ni¢ jeden ze zwrotów osi obrotu, ale t¦ kwesti¦ zostawiamy do przemy±lenia czytelnikowi.
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