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Macierze podobne cz. I. Posta¢ diagonalna macierzy

Streszczenie. W artykule zdefiniowano relacje podobieiistwa macierzy. Dla niektorych ma-
cierzy mozliwe jest wyznaczenie macierzy diagonalnej podobnej do danej. Celem artykutu jest
przedstawienie warunkow, ktore musi speti¢ taka macierz. Teoretyczne rozwazania zilustrowano
licznymi przyktadami obejmujacymi rézne przypadki i wymiary macierzy do stopnia 5 wiacznie.
Obliczenia sa prowadzone do$¢ szczegotowo, aby dokladnie zaprezentowaé ich technike. W ostatnim
rozdziale przedstawiono dwa przyklady zastosowania pojecia postaci diagonalnej macierzy.
Stowa kluczowe: macierze podobne, macierz diagonalna, warto$é¢ wtasna.

1. Wstep

Na wstepie zakladamy, ze czytelnik zna podstawy rachunku macierzowego, a w szczegblnosci pojecia

takie jak: mnozenie macierzy, pojecie wyznacznika, rzedu macierzy oraz macierzowa interpretacje ukla-

déw réwnan liniowych. W przeciwnym razie z zagadnieniami tymi mozna zapoznaé sie w literaturze, na
przyklad w [2] (rozdzialy 2, 3, 5 i 6) lub [1] (rozdzialy 0-6, 10 i 13). Przydatna jest réwniez znajomosé
liczb zespolonych, choé pojawiaja sie one jawnie tylko w niektorych przyktadach.

Przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny to takie, ktore przeksztalca proste na proste oraz zachowuje

réwnoleglosé prostych oraz stosunki dlugosci odcinkdéw, choé nie musi zachowaé katow.

Mozna je zapisa¢ w postaci:

¥ =anx+any+ b
Y = a1 + azny + b,

gdzie obrazem punktu (z,y) jest punkt (2/,y’).
Czesto uzywa sie zapisu macierzowego:

ai1
a21
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Jezeli by = by = 0, to nazywamy je przeksztatceniem liniowym. Ma ono posta¢:

3:’ - ailr a2 X
Yy azy Q22 Y .

Przyktadami odwzorowan liniowych na ptaszczyznie sa symetrie wzgledem zadanej prostej. Przykta-
dowo symetria wzgledem osi OX ma postac:

! 1
r = 0 . inaczej: ' =z, = —y (1)
y' 0 -1 Y

Natomiast wzgledem prostej y = x:

/
lz,]:[(l) é][;]inaczej:x’:y,y':x (2)

Z punktu widzenia geometrii te odwzorowania sa identyczne, a ich zapis wynika ze zmiany uktadu wspoél-

-
Y | e H It

Zapisujac przeksztalcenia (1) oraz (2) w postaci macierzowej odpowiednio jako

rzednych. Niech
C =

Zauwazmy, ze

X' = AX oraz X' = BX,

otrzymujemy zalezno$c¢
CA = BC.

Macierz C jest odwracalna, poniewaz C - %C = I, gdzie przez I oznaczamy macierz jednostkowa:

Lot

Mozna powiedzie¢, ze macierze A i B przedstawiaja to samo odwzorowanie w réznych uktadach
wspoélrzednych. Sg one zatem w pewnym sensie podobne. Zauwazmy przy tym, ze macierz A ma elementy
wylgcznie na gtownej przekatnej, czyli ma postaé diagonalna, ktérg doktadnie zdefiniujemy w nastepnym
rozdziale. Ogodlnie rzecz biorac, pojecie podobienistwa pozwala rozrdznia¢ odwzorowania niezaleznie od
wyboru uktadu wspoélrzednych. Doktadnie zdefiniujemy je w trzeciej sekcji.

W naszych rozwazaniach macierze beda kwadratowe, o elementach w zbiorze liczb zespolonych, jednak
wiekszos$é przykladéw ograniczy sie do liczb rzeczywistych. Nie bedziemy tego dodatkowo podkreslac.
Czasem bedziemy uzywali macierzy kolumnowych, czyli macierzy o jednej kolumnie. Kazda macierz A
mozna zapisa¢ w postaci uktadu kolumn: A = [Ay, As, ..., A,]. Woéwczas iloczyn macierzy mozna zapisac
jako BA = [BAl, BAQ, ey BAn]
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2. Macierz diagonalna

Definicja 1. Macierz kwadratowg A = [a;;] stopnia n, ktdra speinia warunek:
) 75 j — A5 = 0,
nezywamy macierzqg diagonalng.

Mniej formalnie: macierz jest diagonalna, gdy poza gléwna przekatna wszystkie elementy sa zerami,
natomiast na samej przekatnej moga by¢ one dowolne.

Przyklad 1. Przyktady macierzy diagonalnych stopnia 3:

2 0 0 2 0 0 2.0 0 00 0
0 -1 0|, 02 0], 00 0 |, 00 0
0 0 1 0 0 2 0 0 V3 000

Ta ostatnia jest macierzg zerowg stopnia trzeciego.

Znaczenie macierzy diagonalnej jest zwiazane z tym, ze wiele operacji macierzowych ma dla nich ma
szczegoblnie prosta postaé, przyktadowo:

aq 0 0 b1 0 0 a1b1 0 0
0 as ... 0 0 b2 0 0 a2b2 0
ar 0 o 1" am 0 0
0 as 0 0 ay 0
0 0 ... an 0 0o ... a¥

3. Macierze podobne
Jezeli czytelnik jest zapoznany z relacjami réwnowazno$ci, moze pominaé¢ nastepny podrozdzial.

3.1. Relacja ré6wnowazno$ci

Definicja 2. Relacje = w zbiorze T nazywamy relacjg réwnowaznosci, gdy spetnia ona nastepujgce wa-
runki:

1) kazdy element jest réwnowazny ze sobg:

VZL’GT r=ux,
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2) jezeli element x € T jest w relacji z elementem y € T to jest rowniez na odwrét:

VeyeTT=Yy =Y =T,

3) jezeli element x € T jest w relacji = z elementem y € T, ktory z kolei jest w relacji = z elementemn
z €T, to element x jest w relacji = z elementem z:

Vey2eTT=YNY =2 =T = 2.

Wtlasnosé 1) nazywamy zwrotnoscia, wlasnosé 2) symetria, a wlasnosé 3) przechodnioscia. Wobec tego
relacja rownowazno$ci definiowana jest jako relacja jednoczes$nie zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Czytelnik moze doj$¢ do wniosku, ze wlasno$é zwrotnosci wynika z pozostatych, lecz w tym celu
nalezatoby dodatkowo zalozy¢, ze kazdy element jest w relacji ze soba lub z innym elementem.

Relacja rownowaznosci = w zbiorze T pozwala na podzial zbioru na podzbiory tak, ze kazde dwa ele-
menty takiego podzbioru sa w relacji =, a elementy réznych podzbioréw — nie. Takie podzbiory nazywamy
klasami abstrakcji.

3.2. Definicja podobieristwa macierzy

Zdefiniujemy wpierw macierze podobne, nastepnie zdefiniujemy posta¢ diagonalng macierzy jako ma-
cierz diagonalna podobng do danej.

Definicja 3. Macierze kwadratowe A oraz B tego samego stopnia nazywamy podobnymi, gdy istnieje taka
nieosobliwa macierz C, ze CA = BC. Fakt ten oznaczamy symbolem A ~ B.

Macierz nieosobliwa to macierz kwadratowa odwracalna lub réwnowaznie macierz kwadratowa o wy-
znaczniku r6znym od zera. Macierz C bedziemy nazywaé¢ macierzg przejscia. Warunek CA = BC' dla ma-
cierzy C' o wyznaczniku niezerowym mozna réwnowaznie zapisaé¢ inaczej: A = C~'BC lub CAC~! = B.
Relacja ~ jest relacja rownowazno$ci, dzieli zbior wszystkich macierzy kwadratowych na klasy abstrakcji.

Dla matych macierzy sprawdzenie podobieiistwa nie jest trudne. Wystarczy rozwiaza¢ uklad réwnan
dla wspoétcezynnikow macierzy przejscia wynikajacy z rownania CA = BC'. Zobaczymy to na nastepujacym

przykladzie.
. . 4 3 0
Przyklad 2. Sprawdzimy, czy macierze A = 9 1 oraz B = .1 sa podobne. W tym celu
zbudujemy odpowiednia macierz przejscia C. W rzeczywistosci wyznaczymy wszystkie takie macierze.
Niech macierz C = | © Y , z zalozeniem det(C') # 0, czyli v — yu # 0.
u v

Zapiszmy warunek C'A = BC' w postaci uktadu rownan:

EI R b
[4;5_21, 3x—y]:

2x 2y

du—2v 3u—v Tc+u Ty+ov
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4o —2y = 2x 20 -2y =0
du—2v = Tz +u ) —7r+4+3u—2v =0
a po uporzadkowaniu
3r—y = 2y 3r—3y =0
3u—v = Ty+w, —7y+3u—2v = 0.
Uktlad ten zapiszemy w formie macierzowe;j:
2 =2 0 0 x 0
-7 0 3 -2 Y 0
= (4)
3 -3 0 0 U 0
0 -7 3 -2 v 0
Rozwiazemy uktad za pomoca operacji elementarnych na wierszach.
2 -2 0 0 ]O0 wy — wi /2 1 -1 0 010
-7 0 3 —-21]0 wo — wo/(—T7) 1 0o -2 270 Wy < Wy — Wy
3 -3 0 0 |O w3<—w3/3 1 -1 0 O|0 w3 < W3 — W1
0 -7 3 =210 wy — wa/(=7) 0 1 —% % | 0
1 -1 0 010 10 -2 2100
U -2 270 L wiewitwy |01 -2 270
0 0 0 010 Wy — Wy — Wo 00 0 0]O
01 -2 200 00 0 01]0

Rozwiazanie tego uktadu ma postac:

2
x:y:%uf?v, u,v € C.

3 2 3 2
C:[x y]:[7u_7v 7U—7U].
u v u v

Obliczmy wyznacznik macierzy C, uwzgledniajac rownos$é¢ = =y

Stad:

det(C) = 20 — yu = 20 — 2u = (v — u) = (iu— iv) (v —u).

Aby wyznacznik macierzy C byl rézny od zera, co za tym idzie, aby macierz C byta odwracalna wystarczy
przyjaé rézne u oraz v takie, ze 3u # 2v. Np. biorac u = 9,v = 10 mamy:

C_[l 1 Cl_llo 1].
9 10 9 1

Czytelnik powinien sam sprawdzi¢, ze CA = BC; ewentualnie réwnowaznie: A = C~'BC lub
CAC~! =B.

Zanotujmy proste twierdzenie, ktére w wielu wypadkach pozwala pominaé¢ bardziej ztozone obliczenia.
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Twierdzenie 1. Macierze podobne majg rowne wyznaczniki, czyli
A ~ B = det(A) = det(B).

Dowdd. Wychodzimy od wtasnosci wyznacznikow: det(AB) = det(A)det(B) dla macierzy A, B tego
samego stopnia.

A ~ B z definicji oznacza istnienie macierzy C takiej, ze CA = BC oraz det(C') # 0. Biorac wyznacz-
nik obu stron: det(CA) = det(BC) i dalej det(C) det(A) = det(B)det(C). Poniewaz det(C) # 0, wiec

mozna obie strony réwnosci podzieli¢ przez det(C'), co prowadzi do réwnosci det(A) = det(B). O
. . . 5 3 20 .
Przyklad 3. Sprawdzimy, ze macierze A = 5 1 oraz B = . 1 nie s3 podobne.

Obliczmy wyznaczniki:

) 3
-2 -1

2 0

=-5+6=1  det(B)=|_

det(A) = ‘ =2.

Poniewaz wyznaczniki sa rézne, macierze nie sa podobne.

Warunek, 7e macierze maja réwne wyznaczniki nie jest wystarczajacy. Oto przyklad dwoch macierzy
diagonalnych, ktére nie sa podobne do siebie.

2
Przyklad 4. Niech A = 0 g ] oraz B =

Obliczmy C A oraz BC:

) ]
' 0 _ 2z 3y R To
0 -3 2u —3v

—2
0

. Niech C =

Ty

u v |

-2 0 x oy | | 2z -2
0 3 u v | 3u 3v |’

Roéwnosé CA = BC zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy © = y = v = v = 0. Wiec macierze A i B nie sg
podobne, chociaz det(A) =2 - (—3) = —6 oraz det(B) = (—2) - 3 = —6 = det(A).

ry
u v

CA=

4. Warto$¢ wlasna macierzy

Definicja 4. Liczbe \ nazywamy wartoScig wtasng macierzy A, gdy spetniony jest warunek AX = A X
dla pewnej niezerowej macierzy kolumnowej X .

Macierza kolumnowsa nazywamy macierz sktadajaca sie z jednej kolumny i dowolnej liczby wierszy.
Dodajmy tu, ze czesto taka kolumne nazywa sie wektorem kolumnowym

Przyklad 5. Dla macierzy
0 8 -2 2
A= 1 2 -1 | orazX=]1
-3 8 1 2
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mamy
0 8 -2 4

AX = 1 2 -1 1{=]12=2]1],
-3 8 1 2 4

zatem liczba 2 jest wartoscig wlasng macierzy A.
Zwroémy uwage, ze rownosé AX = 2X mozemy zapisa¢ inaczej AX = 21X, dalej (A —20)X = 0.
Jednorodny uktad réwnan (A — 2I)X = 0 ma niezerowe rozwiazanie, co oznacza, ze det(4A — 2I) = 0.
Wyznaczymy wyznacznik macierzy A — 21:

0-2 8 -2 —2 8 -2 0 0 0
det(A—20)=| 1 2-2 -1 |=|1 0 -1|%] 1 0 -1]=0.
-3 8 1-2 -3 8 -1 -3 8 -1

W kroku (x) wykonujemy operacje elementarng na wierszach. Od elementéw pierwszego wiersza odejmu-
jemy odpowiednio elementy drugiego i trzeciego wiersza.

Obserwacje powyzsza mozemy uogolnié.
Definicja 5. Wielomian o(\) = det(A — A\I) nazywamy wielomianem charakterystycznym.
Przypomnijmy nastepujacy lemat:

Lemat 1. Niech macierz A bedzie macierzq kwadratowq. Rownanie AX = 0 ma wytgcznie rozwigzanie
zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy det(A) jest niezerowy, co jest réwnowazne z istnie-
niem macierzy odwrotnej A1,

Lemat 2. Liczba \ jest wartoscig wtasng wtedy i tylko wtedy, gdy p(\) = 0.

Dowdd. Zapiszmy po kolei:
AX =X0X <= AX =)X <= AX - )X =0 < (A-X)X=0.
Roéwnanie
(A=-XHX =0

jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych. Na mocy poprzedniego lematu uktad ten posiada rozwia-
zanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A — M) = 0.

O

Zauwazmy, 7e wielomian charakterystyczny ma stopieri réwny stopniowi macierzy. Dla macierzy stop-
nia drugiego wyznaczenie wartodci wlasnych sprowadza sie do rozwigzania rownania kwadratowego.

Dla wielomianéw trzeciego i czwartego stopnia znane sa ogblne wzory na pierwiastki, chociaz ich
postaé jest dos¢ ztozona. Natomiast dla wielomianéw stopnia piatego i wyzszego nie istnieja ogélne wzory
wyrazajace pierwiastki za pomoca dzialan algebraicznych. W takim przypadku albo musimy postugiwaé
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sie metodami numerycznymi, albo mamy do czynienia z przypadkiem szczeg6lnym, dla ktérego pierwiastki
mozna wyznaczy¢ doktadnie.

Liczba pierwiastkéw wielomianu nie jest wieksza od jego stopnia, a suma krotnosci wszystkich pier-
wiastkéw jest rowna stopniowi wielomianu. Twierdzenie to obowiazuje pod warunkiem uwzglednienia
takze pierwiastkéw zespolonych.

Kolejny przyktad pokazuje zastosowanie reguly Sarrusa, ktora jest czesto stosowana dla obliczania
wyznacznikéw macierzy trzeciego stopnia.

Przyklad 6. Zobaczymy, jakie sa wszystkie wartosci wlasne macierzy z przyktadu 5.
Obliczmy wielomian charakterystyczny macierzy

0 8 =2

A= 1 2 -1

-3 8 1
0 8 -2 1 0 - 8 —2
A—-A = 1 2 -1 ]|-=2A 1 0= 1 2-Xx -1
-3 8 1 0 0 1 -3 8 1-A

=(=A)-2=2)-1-X)+1-8-(=2)+(=3)-8-(=1) = (=2)- (2= A) - (=3)+
—(=1)-8-(=A) = (1=X)-8-1==A+3\2+4\ - 12 =
= (A +2)(-A—=2)(—=A +3).

Stad otrzymujemy trzy wartosci wlasne: —2, 2 oraz 3.

Zobaczmy jeszcze przyklad, gdzie liczba wartosci wlasnych jest mniejsza niz stopient macierzy. Pozniej
znajdziemy podstaé¢ diagonalng tej macierzy. Mimo stopnia 4 nie trzeba stosowaé¢ wzoréw na pierwiastki
czwartego stopnia.

Przyklad 7. Niech bedzie dana macierz A:

-3 -1 1 5
A— —6 2 1 5
-7 1 2 8
-5 -3 3 5

Obliczmy wielomian charakterystyczny. Tu na poczatku nie mozna stosowaé schematu Sarrusa, wiec
konieczne jest zastosowanie przeksztalcenn elementarnych. Sa one dobrane tak, aby mozna bylto od razu
odnalezé jeden z pierwiastkéow wielomianu. Oczywiscie w kazdym innym, podobnym do tego zadania
proces moze przebiega¢ odmiennie.

—3-A -1 5
62—\ 5

A) = det(A — \) =
p(A) = det( ) _ 1 9-x s
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Od pierwszego wiersza odejmujemy drugi:

3—A =3+ 0 0

—6 2—A 1 5
A =
PN=1 o ey s
-5 -3 3 5—A
Do drugiej kolumny dodajemy pierwsza:
3—A 0 0
-6 —4-A 5)
>\ =
PN=1 e aa s
-5 -8 3 5—A

Tu juz mozna zastosowaé schemat Sarrusa (tym razem z dopisaniem kolumn z prawej):

—4-X 1 5 —4-X 1
oA =B -=N=D" -6 2—x 8 -6 2-\ =
-8 3 5-) -8 3

:(3—A)((—4—A)(2—A)(5—A)+1~8~(—8)+5.(—6)~3—5-(2—/\).(—8)+

—(—4—/\)~8-3—1~(—6)-(5—>\)> = (3= N\)(=A3 +3)% — 4\ +12).

Tu wazna uwaga: w tej sytuacji nie nalezy automatycznie wymnaza¢ wielomianéw; poniewaz potrzebne
s pierwiastki algebraiczne wielomianu, a ich wyznaczanie jest czynnoscia wrecz odwrotna do wymnazania
czynnikow.

Przypominamy, ze aby znalez¢ pierwiastki calkowite wielomianu —A3 4 3% — 4\ + 12 majacego wspot-
czynniki catkowite, nalezy sprawdzi¢ dzielniki wyrazu wolnego, czyli liczby: +1, £2, £3, +4, £6, £12. Jed-
nak tu mozna poming¢ liczby ujemne, poniewaz wielomian przyjmuje dla nich wartosci dodatnie. Pomija-
my tez liczby parzyste, warto$¢ wielomianu jest dla nich nieparzysta, wiec nie jest réwna zero. Pozostaja
do sprawdzenia tylko +1,43. Okazuje sie, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu. Mozna podzieli¢
wielomian —A3 + 302 — 4\ + 12 przez czynnik (A — 3), a w wyniku uzyskujemy A\? + 4.

Czesto jest stosowana réwniez metoda grupowania:

AN BN AN+ 12 = =A% (A +3) — 4N = 3) = —(A = 3)(\? +4).

Pozostale dwa pierwiastki wielomianu ¢(\) uzyskujemy rozwiazujac réwnanie A2 + 4 = 0. Tu mamy
rozwigzania zespolone A\ = £2i.
Podsumowujac:
p(N) = (A =3)* (A = 20) (A + 24),
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wiec macierz A ma trzy wartosci wlasne: 3, —2i,2i. Zwroémy uwage, ze liczba 3 jest pierwiastkiem po-
dwojnym wielomianu.

Twierdzenie 2. Macierze podobne majq identyczne wielomiany charakterystyczne. Symbolicznie:
A~B=pa(A) =¢p(N).
Twierdzenie odwrotne na ogét nie zachodzi.
Twierdzenie 3. W macierzy trajkgtnej wartosciami wtasnymi sq elementy gltownej przekgtney.

Dowdd. Macierz gérnotréjkatna ma postac:

@11 a2 - Qin app — A @12 co A1n
0 a - az 0 agg — A - azn
A= . o . wiec det(A — \I) =
0 0 - apn 0 0 e QUpn — A

Poniewaz wyznacznik macierzy trojkatnej jest iloczynem elementéw na przekatnej, wiec
QO()\) = (a11 — /\)((122 — )\) et (a'nn — /\)

co dowodzi tezy.
Dla macierzy dolnotréjkatnej obliczenia sg analogiczne. O

Przyklad 8. Znajdziemy wartosci wlasne macierzy:

2 8 91 2—-A 8 9 1
e 0 6 5 2 wiec A— M = 0 6—A 5 2
0 0 7 0 0 T—A 0
001 3 0 0 1 3—-A

Zauwazmy, ze macierz A nie jest trojkatna, ma natomiast budowe:

28,0:91 orazD:7O.
0 6 5 2 1 3

Wyznacznik takiej macierzy det(A) = det(B)-det(D), a macierze B oraz D sa trojkatne. Podobng budowe
ma A — A\, wiec ostatecznie

B C
0 D

A= , gdzie B =

wa(N) = det(A — \I) = det(B — M) det(D — AI) = pp(N)en(A) = (2 = A)(6 — X)(7 — A)(3 = \).

W konsekwencji macierz A ma cztery wartosci wtasne: 2, 3, 6 oraz 7.
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Przyklad 9. Znajdziemy wartosci wlasne macierzy

N

I
o O =
N O O

1
3
0

Zdarza sie, ze student poznajacy dopiero problematyke wartosci wlasnych postanawia przestawi¢ dwa
ostatnie wiersze lub kolumny, aby otrzymac¢ posta¢ tréjkatna. Podkreslmy, ze jest to powazny blad.
Obliczmy wielomian charakterystyczny tej macierzy:

1-Xx 0 0 y 3
P =det(A-AD=| 0 A 3 [=(-N| ‘z(l—)\)(AQ—G).
0 2 = B

Pierwiastkami wielomianu ¢(A\) = (1 — A\)(\? — 6) sa liczby 1 oraz /6, ktore sa wszystkimi wartogciami
wlasnymi macierzy A.

5. Posta¢ diagonalna macierzy

Naszym celem jest znalezienie macierzy diagonalnej podobnej do danej macierzy (zgodnie z defini-
cja 3). Podkreslmy, ze nie zawsze jest to mozliwe. Ogolnie zawsze mozna znalezé uogoblnienie postaci
diagonalnej, nazywane postacia Jordana, jednak zagadnienie to bedzie przedmiotem osobnego artykutu.

Definicja 6. Macierz diagonalng podobng do danej macierzy A nazywamy postacig diagonalng tej ma-
cierzy.

Definicja 7. Jezeli istnieje postaé diagonalna macierzy, to macierz jest nazywana diagonalizowalng.

Twierdzenie 4. Macierz A stopnia n jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej warto$ci
wlasnej \ o krotnosci algebraicznej k rzqd macierzy A — M jest rowny n — k. Oznaczmy przez D macierz
diagonalng podobng do macierzy A. Wtedy jej gtdwna przekgtna zawiera warto$ci wtasne macierzy A,
kazdg zgodnie z jej krotnoscig.

Zauwazmy ze dla zbudowania postaci diagonalnej D macierzy A nie jest konieczne wyznaczenie ma-
cierzy przejicia C, ktora spetnia warunek podobienistwa macierzy, czyli D = C~'AC. Jednak w wielu
zastosowaniach praktycznych jest ona niezbedna.

Twierdzenie 5. Niech macierz A ma postaé¢ diagonalng D = [d;;] oraz C' bedzie macierzq przejscia, dla
ktorej D = C~YAC. Wtedy kolumny macierzy C sq wyznaczone przez warunek AC; = d;;C;. Dodatkowo
dla wielokrotnej warto$ci wtasnej nalezy wybraé niezalezne rozwigzania odpowiedniego uktadu rownarn.

Wspomniany w twierdzeniu wyboér niezaleznych rozwiazan zostal pokazany w przyktadzie 14.

Uwaga 1. Posta¢ diagonalna jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do kolejnosci wartosci wta-
snych.
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Powyzsze stwierdzenie oznacza, ze w przypadku n roznych wartosci wlasnych otrzymujemy n! roz-
nych postaci macierzy, jednak kazde dwie z nich réznia sie wytacznie kolejnoscia elementéw na glownej
przekatnej.

Poniewaz ogélnie wartosci wlasne sg liczbami zespolonymi, a w zbiorze tych liczb nie jest okre§lona
sensowna relacja nieréwnosci, wiec trudno wyréznié¢ jedng z postaci diagonalnych. Jednak, w przypad-
ku gdy wszystkie warto$ci wlasne sg liczbami rzeczywistymi, mozna je na gtéwnej przekatnej ustawié
w kolejnosci rosnacej.

Wréémy do twierdzenia 2. ZauwazyliSmy w nim, ze macierze podobne maja ten sam wielomian cha-
rakterystyczny.

Twierdzenie 6. Jezeli macierze A i B stopnia n majg ten sam wielomian charakterystyczny o n parami
roznych pierwiastkach algebraicznych, to sq podobne.

Dowdd. Poniewaz wielomian charakterystyczny macierzy A oraz B ma parami rozne pierwiastki, to obie
macierze A oraz B sg podobne do wspolnej postaci diagonalnej D. Poniewaz relacja podobieristwa jest
przechodnia, dowodzi to twierdzenia. |

Uwaga 2. Moze sie zdarzy¢, ze dwie macierze, ktére nie sa podobne maja ten sam wielomian charakte-
rystyczny o pierwiastkach wielokrotnych. W takiej sytuacji co najmniej jedna z nich z nich nie ma postaci

diagonalnej.
. . . . .. . 01
Przyklad 10. We wstepie przedstawiono dwie macierze symetrii wzgledem prostej: A = 1 0 oraz
1 0 . . . P . .
B = 0 e Zauwazmy, ze macierz B ma postaé¢ diagonalng. Wielomian charakterystyczny dla

kazdej z tych macierzy ma posta¢ p(A) = (1 — A)(—=1 — X)
Macierz C' = [¢;;] ma dwie kolumny. Aby je wyznaczy¢ rozwigzujemy rownania dla kazdej z kolumn,
korzystajac odpowiednio z kolejnych wartosci wlasnych:

0 1 i1 c11 0 1 c12 c12
. = oraz . =— .
1 0 C12 C12 1 0 C22 C22

Ogolne rozwigzanie daje macierz
t s
t —s

C =

], t,s # 0.

Wrécimy teraz do przyktadu 2. Zamiast rozwiazywac uktad 4 réownan, sprawdzimy, ze obie macierze

2 0
71

maja te samg postaé¢ diagonalna.

Przyklad 11. W przykladzie 2 sprawdzaliSmy podobieristwo A =

4
3 ] oraz B =
-2 -1
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4

Wyznaczmy postaé¢ diagonalng macierzy A = 5 31 1 . W tym celu obliczymy wielomian charak-

terystyczny:
4— )
p(A) =det(A— ) = 3 =@d-N(-1-X)=-3-(=2)=
-2 —1-=A
=X -3\ +2=(\1-2)(A—1).

. . S . . . 1 0

Poniewaz mamy dwie rézne wartosci wlasne, macierz A ma postaé¢ diagonalng D = 0 9

Macierz B jest trojkatna, wiec ma te same wartosci wlasne co macierz A i te samg posta¢ diagonalng.
Mamy wiec A ~ B.

Przyklad 12. W przykladzie 6 obliczyliSmy wszystkie wartosci wlasne macierzy A:

0 8 -2
A=] 1 2 —1|, det(A-M)=0 < A=-2VA=2VA=3.
3 8 1

Stad mamy posta¢ diagonalna, np.
-2
D =

S N O
w o o

0
0
Zapis postaci diagonalnej zalezy od przyjetej kolejnosci wartosci wtasnych. Zbudujemy teraz macierz
przejscia C' taka, ze AC = CD.

Wybierzmy kolejne kolumny macierzy C jako rozwigzania odpowiednich réwnan. Czytelnik powinien
samodzielnie rozwiazaé poszczegélne uktady.

Zgodnie z definicja wartosci wlasnej uktad rownan (A — (—2)I)X = 0 ma rozwigzania niezerowe,
jedno z nich bedzie kolumng C}.

042 8 —2 T 0 T t 1
1 242 -1 lyl|l=10|=|y |=]0],teC, wieccnp.C1=1_0
-3 8 142 z 0 z t 1
Podobnie C5 to jedno z niezerowych rozwiazan uktadu (A —2I)X = 0.
0—-2 8 -2 T 0 T 2t 2
1 2—2 -1 Sy | =10 |=|y |=|T1 ,t € C, wiec np. Cy =
-3 8 1-2 z 0 z 2t
(3 to jedno z niezerowych rozwigzan uktadu (A —31)X =0
0-3 8 -2 0 2t 2
1 2—-3 -1 y | =10|=|y|=]|T%t ,t € C, wiec np. C5 =

|
w
0]
—_

I
w
N
o
N
~
—
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Macierz C sktada sie z wyliczonych kolumn:

1
C=10
1

N =N

2
1|, gdzie det(C)=1+24+0-2—-0—2=—1.
1

Zauwazmy, ze macierz przejécia C' nie jest wyznaczona jednoznacznie. Wybierajac inne rozwigzania po-
wyzszych réownan, mozna uzyskaé¢ na przyktad macierz

2 -2 6
C=10 -1 3|, gdzie det(C) = 6.
2 —2 3

Oczywiscie, gdyby przyja¢ inng kolejno$é¢ wartosci wlasnych, uzyskamy inng macierz diagonalng i inng
macierz przejscia. Na przyklad, jezeli przyjmiemy

3 0 0
D=0 2 0 [,
0 0 -2

to odpowiadajaca jej macierz przejScia moze mie¢ postac, ktora jak powyzej nie jest wyznaczona jedno-

znacznie:

2
C=1]1
1

N =N

1
0
1

Przyklad 13. Pokazemy podobienistwo macierzy, korzystajac tylko z identycznos$ci wielomianéw charak-
terystycznych oraz braku pierwiastkow wielokrotnych. Poniewaz bedziemy tu rozwazaé macierze stopnia 5,
wiec wielomiany beda piatego stopnia. Wykazemy, ze wyznaczony wspo6lny wielomian charakterystyczny
nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych, przy czym samo jawne wyznaczenie tych pierwiastkéw nie bedzie
konieczne!.

Gdyby zaszla taka potrzeba, macierz przejScia C' mozna wyznaczy¢ bezposrednio, tak jak w przykta-
dzie 2. Rachunki wymagaja jednak rozwigzania uktadu 25 réwnan.

Dane sa dwie macierze:

-3 0 0 1 0 011 0 -3

1 0 0 0O 0 0 O 0 1

A= 00 0 0 1], B=]101 -2 -1
001 00O 0 01 -1 0

01 000 0 0 O 1 -3

1 Jeden z pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego jest niewymierny, a pozostale catery sa pierwiastkami nierzeczy-
wistymi o niewymiernych czesciach rzeczywistych i urojonych.
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Wyznaczymy wielomiany charakterystyczne dla obu macierzy.

—3-A 0 0 1 0
1 =x 0 0 0
e(\) =det(A—X)=| 0 0 -A 0 1 |=
0 0 1 —-Xx 0
0 1 0 -\
“A 0 0 0 0
0 —-x 0 1 0 A 0 1
( ) -\ 0 0 1 =X 0
1 0 - 1 0 -
A 0 1 0
=(=3-N=N| 1 =X 0 [+] =X 0 1]=
0 0 -\ 1 =\ 0
- 0

— (3= NENEN| ]

—' A (1) |:(—3—)\)(—/\)4+1:—/\5+3)\4+1.

Dla macierzy B, wykonujac analogiczne rachunki, uzyskamy identyczny wielomian charakterystyczny.
Sprawdzimy, czy istnieja pierwiastki wielokrotne wielomianu p(A). W tym celu policzymy pochodna

©'(\) = =B5A 4+ 12)%.

Ewentualny pierwiastek wielokrotny ¢(\) musi by¢ réwniez pierwiastkiem pochodnej?. Pochodna ma dwa
pierwiastki: A\; = 0 oraz Ao = —, ktore nie sa pierwiastkami samego wielomianu ¢(\). Wnioskujemy, ze
obie macierze maja 5 parami roznych wartosci wlasnych, czyli macierze A oraz B maja te same postacie
diagonalne.

Znajdziemy teraz posta¢ diagonalna macierzy z wielokrotnymi warto$ciami wilasnymi. Zbudujemy
réwniez macierz przejécia C.

Przyklad 14. Niech bedzie dana macierz:

1 3 =7 =2
5) 3 ) 5
3 3 1 3
-6 —6 4 -3

A:

Pokazemy obliczenia ¢(\) = det(A — AI) troche doktadniej, poniewaz na pierwszy rzut oka wydaje
sie to trudne. Wykorzystujemy operacje elementarne na wierszach, aby otrzymacé zera oraz mozliwosé

2 Istotnie, niech Ao bedzie pierwiastkiem co najmniej dwukrotnym wielomianu ¢(\). Wielomian ten mozna wowczas
zapisa¢ w postaci
(A = (A = 20)*(N).
Rozniczkujac to wyrazenie wzgledem A i stosujac wzor na pochodna iloczynu, otrzymujemy:

P00 = 2 (= 2028(0) = 200 X)w() + (= 208 () = (= 20) (2000 + (A = 20)' (V)

Posta¢ pochodnej pokazuje, ze liczba Ao jest réwniez pierwiastkiem pochodnej.
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wylaczania wspoélnego czynnika przed wyznacznik.

1-—A 3 -7 -2
3— X ) ) : 3 —
o(\) = det(A — \I) = — s m
3 3 1—A 3 Wy — Wy + 2wy
-6 —6 4 -3-A
1—A 3 -7 -2 - n
|5 3-x 5 5| w1<_w3 e
Tl 24X 0 8-X 5 _w2<_w2+;”3 -
w w w:
—4-2\ 0 —10 -7-—A LT
3 3 1-A 3 3 3 1-X 3
Sl 2+X 0 8-X 5 | 24X 0 8=\ 5|  wytws—Hwy
0 0 6—2\ 33—\ 0 0 2 1
0 0 4-—-X 3
) ) ) 0 0 4—X 3
=(3-))? N =(B-N?|24+Xx —2-2) =
( ) 24X 0 =2—-X O ( ) + 0
0 2 1
0 0 2 1
2 4-—X 3 2 2 2
=—B=-N(2+2N 5 . =—B=-X2+NA-X=6)=(3=N(—2-N)".
Mamy wiec dwie wartosci wlasne A\; = 3 oraz \o = —2. Wedlug twierdzenia 4 dla diagonalizowalno$ci

konieczne jest, aby rzedy A — 3I oraz A + 21 byty réwne 2. Obliczmy je.
Dla wartosci 3:

-2 3 -7 -2 -2 3 -7 -2
vo(A— 31) = 12 5 0 5 5| _ wgcws—w _ 50 5 5| o
3 3 -2 3 Wy 4 wy + 2wy 50 5 5
-6 —6 4 —6 —-10 0 —-10 -10
Dla warto§ci —2:
3.3 -7 -2 Wy w1 — tws 0 0 —-10 -5
i 11 11
rz(A+2I) =1z R R L 3 =1z =2.
3 3 3 3 w3 + w3 — 2wy 00 0 0
-6 -6 4 -1 Wy wy + Sws 00 10 5

Warunki z twierdzenia maja posta¢ rz(A — 3I) = n — ky oraz rz(A + 2I) = n — kq, gdzie n = 4 oznacza
stopienn macierzy A, a k1 = ko = 2 to krotnosci algebraiczne odpowiednich wartosci wtasnych. Postaé
diagonalna, z doktadnoscia do kolejnosci elementéw na gltéwnej przekatnej, wyglada nastepujaco:

3 0 0 0
D— 0 3 0 0
0 0 -2 0
0 0 0 -2
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Obliczymy teraz macierz przejscia C. W tym celu musimy rozwiaza¢ uklady rownan: (A —31)X =0
oraz (A+ 20X = 0.

W trakcie rozwigzywania rownarn wykonujemy te same operacje na wierszach, ktére zostaly wykorzy-
stane do obliczen rzedu oraz kilka uzupelniajacych.
Dla uktadu (A — 3I)X = 0 rozwiazanie ogdlne ma postac:

—t—s
5
3t
t
S

X = , gdzie t,s € C.

Biorac rozwigzania szczegélne niezalezne od siebie, uzyskujemy mozliwe wartoéci Cy oraz Cs:

-3 1
5 0

O = . Oy =

! 3 2 0
0 1

Dla uktadu (A + 2I)X = 0 rozwigzanie ogblne ma postac:

1
—t—is

t
X = 1 , gdzie t,s € C.
~1s
s

Biorgc rozwigzania szczegolne niezalezne od siebie, uzyskujemy mozliwe wartosci C; oraz Co:

Zatem macierz przej$cia C i macierz do niej odwrotna to

1 -3 -1 -1 6 -6 4 -1
1

S L S N e IR N

0 3 0 -1 5/ -5 0 -5 -5

1 0 0 2 3 3 -2 3

Czytelnik moze sprawdzi¢, ze C~'AC = D.

6. Przyklady wykorzystania postaci diagonalnej

Przyklad 15. Znajdziemy wzor na potege macierzy A z przyktadu 6. W przyktadzie 12 otrzymaliSmy
macierz przejscia C' oraz posta¢ diagonalng. Dodatkowo czytelnik moze sprawdzié¢ posta¢ macierzy od-
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wrotnej do macierzy C.

0 8 -2 -2 0 0 12 2
A=| 1 2 -1|, D=| 0 20|, Cc=|0 1 1
-3 8 1 0 0 3 1 2 1

Potega macierzy diagonalnej jest tatwa do wyliczenia:

(=2)» 0 0
D" = 0 2" 0
0 0o 3"
Poniewaz
D=C"1AC,
wiec
A=CDC™!
i dalej:

A" = (CDC™)" = (CDC™') (CDC™Y) ... (CDC™) =

=CcD(c7'C)D...(C7'C)DC™ ' =CDD...DC™' =CD"C™.

Mozemy wykona¢ stosowne wyliczenia.

1 2 2 (=2) 0 0 1 -2 0
A"=10 1 1 0 27 0 -1 1 1 |=
1 2 1 0 0 3" 1 0 -1
1 2 2 (=2)" (=2)»*t 0
=10 11 —2n 2" 2n
121 3n 0 3"

(_2)n _ 2n+1 +92.3n
— gn _ 9n
(_Q)n _ 2n+1 + 3n

(_2)n+1 + 2n+1

(_2)n+1 + 2n+1

2’)1

2n+1 —92.3n
on _ gn
2n+1 —3n

Przyklad 16. Do tego przyktadu potrzebna bedzie pewna znajomo$¢ geometrii w przestrzeni trojwy-

miarowe;j.

Odwzorowanie liniowe w tej przestrzeni mozna zapisa¢ w postaci Y = AX. Jest ono obrotem wtedy

i tylko wtedy, gdy macierz A spelnia nastepujace dwa warunki:

AAT =T oraz det A = 1.

Aby wyznaczy¢ o§ obrotu, zauwazmy, ze kazdy wektor v lezacy na tej osi pozostaje nieruchomy, czyli
spelia rownanie Av = v. Oznacza to, ze liczba 1 jest warto$cig wlasng macierzy A, a wektor v jest

odpowiadajacym jej wektorem wlasnym.
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Zobaczmy to na przyktadzie. Niech

0 -1 0 0 0 -1
A= 0 0 1 |,wtedyAT=1] -1 0 0 |, przy czym AAT =TI oraz det(A) = 1.
-1 0 0 0 1 0

Wyznaczymy wielomian charakterystyczny:

“A -1 0
pA) =det(A—X)=| 0 -A 1 [=1-MN=(01-N)A2+r+1)=
-1 0 =X 1A e
:(1_A)(1T\/§_A>(1+T\/§_)‘)-

Stad posta¢ diagonalna macierzy A ma nastepujaca budowe:

10 0
J=|0 =L of
—1—-v3i
o 0 ===

Interesuje nas przede wszystkim kolumna C7 macierzy przejécia, ktéra ma wlasnos¢ AC; = C. Rozwia-
zujemy odpowiednie réwnanie:

AC,-C1=0
(A-DCy =0
-1 -1 0 T 0
0 -1 1 y =10
-1 0 -1 z 0
Rozwiagzanie rzeczywiste ma postac:
—t
t , gdzie t € R.
t

Mamy wiec 0§ obrotu w kierunku wektora [—1, 1, 1].
Poniewaz wszystkie wartosci wlasne sa tu pierwiastkami zespolonymi z liczby 1, wiec

AP =(CcJo Y =cpcTt =cI1CcT = I.

To oznacza, ze trzykrotny obrét jest tozsamoscia, stad mamy obrét o 27” lub inaczej o 120°.
W tych wyliczeniach nie uwzgledniono kierunku obrotu. Aby go jednoznacznie okresli¢, nalezy wyréz-
ni¢ jeden ze zwrotéw osi obrotu, ale te kwestie zostawiamy do przemy§$lenia czytelnikowi.
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