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Calkowanie funkcji wymiernych — teoria i przyklady

Streszczenie. Celem artykutu jest przedstawienie metod catkowania funkcji wymiernych oraz
zilustrowania ich przykladami o réznym stopniu trudnosci. W pierwszej czeéci przypomniano de-
finicje funkcji wymiernej, podzial na funkcje wymierne wlasciwe i niewlasciwe oraz metode przed-
stawienia funkcji wymiernej niewlasciwej jako sumy wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej.
Nastepnie omoéwiono rozktad na ulamki proste wraz z algorytmem wyznaczania wspotczynnikow.
Glowng czesé stanowia wzory i metody catkowania utamkéw prostych oraz funkeji wymiernych.
Kazde zagadnienie zilustrowano przyktadami. Artykul pokazuje, ze catkowanie funkcji wymiernych
jest procesem w peli algorytmicznym, a opanowanie przedstawionych technik stanowi podstawe
dalszej nauki analizy matematycznej.

Artykut adresowany jest przede wszystkim do studentéw kierunkéw $cistych i technicznych, ktorzy
chca usystematyzowac i poglebié¢ swoja wiedze z zakresu rachunku catkowego.

Slowa kluczowe: calka nieoznaczona, funkcje wymierne, utamki proste, rozklad na utamki proste,
dzielenie wielomianéw, logarytm naturalny, arcus tangens.

Wstep

Calkowanie funkcji wymiernych stanowi jeden z fundamentalnych dzialéw rachunku catkowego, o sze-
rokim zastosowaniu zaréwno w matematyce, jak i w naukach stosowanych.

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie przystepnego opracowania dotyczacego catkowania
funkcji wymiernych. W kolejnych rozdziatach przypomnimy podstawowe definicje i wlasnosci funkeji wy-
miernych ze szczeg6lnym uwzglednieniem podziatu na funkcje wymierne wtadciwe i niewlasciwe. Nastepnie
oméwimy kluczowe narzedzie, jakim jest rozklad funkcji wymiernej wlasciwej na utamki proste.

W gléwnej czescei pracy zaprezentujemy catkowanie utamkoéow prostych oraz catkowanie funkeji wymier-
nych. Kazde z omawianych zagadnien zilustrujemy przyktadami obliczeniowymi, przeprowadzonymi ,krok
po kroku”, co pozwoli czytelnikowi nie tylko zrozumie¢ teorie, ale réwniez naby¢ praktyczne umiejetnosci.
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Data wplyniecia: 13.08.2026 r.
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1. Funkcja wymierna

W niniejszym rozdziale przypomnimy czytelnikowi podstawowe wiadomosci dotyczace funkeji wymier-
nych, ktére stanowia niezbedne zaplecze teoretyczne w dalszej czesci artykutu.

Definicja 1. Funkcje wymierng definiujemy jako iloraz dwdch wielomiandw.

Funkcje wymierna mozna zapisa¢ w postaci

An®"™ + ap_12" 1+ +ap
bin@™ + bz 4+ by

fx) =

gdzie a, # 0, b, # 0. Dziedzing funkcji wymiernej f jest zbiér Dy = R\{x1, xo,... 21}, gdzie x1,29,. .. xp,
k < m sa wszystkimi rzeczywistymi pierwiastkami wielomianu wystepujacego w mianowniku.

Przyklad 1. Rozwazmy funkcje
2z 43

2 —4

fz) =

Jest to funkcja wymierna, poniewaz mozna ja zapisa¢ w postaci f(x) = ggﬁ;, gdzie P(x) = 2z + 3 oraz

Q(z) = x? — 4. Miejscami zerowymi mianownika sg liczby 2 oraz —2, zatem Dy = R\ {-2,2}.

Definicja 2. Funkcje wymierng nazywamy funkcjg wymierng wtasciwg, jesli stopien wielomianu w licz-
niku jest mniejszy miz stopien wielomianu w mianowniku.

Przyklad 2. Funkcjami wymiernymi wtasciwymi sa np. funkcje:

5 2 +3 23 +4x—3 x—1

ho==% RrO)=F0s =g am oy W= g gery

Definicja 3. Funkcje wymierng nazywamy funkcjg wymierng niewtasciwg, jesli stopien wielomianu w licz-
niku jest wiekszy lub rowny stopniow: wielomianuy w mianowniku.

Przyklad 3. Funkcjami wymiernymi niewlasciwymi sa np. funkcje:

x? _5x4+2z—1 2 -1 4223 —1

gi(z) = g2(x) = T B _9 g93(w) = 241 ga(z) = 304 _ o2

Kazda funkcje wymierng niewtasciwa mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wy-
miernej wlasciwej. Przeksztalcenie to wykonuje sie poprzez dzielenie licznika przez mianownik. Jest to
operacja analogiczna do dobrze znanego dzielenia pisemnego liczb catkowitych z reszta. Wykorzystujemy
przy tym nastepujace twierdzenie (zob. [1], s. 80).

Twierdzenie 1. Dla dowolnych wielomiandw P(x) i Q(z) (przy czym Q(x) £ 0), istniejg doktadnie dwa
wielomiany W (x) oraz R(z), takie ze

P(z) = W(z) - Q(z) + R(z),

gdzie R(x) jest wielomianem zerowym lub deg(R) < deg(Q).
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Dzielac obie strony powyzszej rownosci przez Q(z), otrzymujemy pozadana postaé

P(x)
Q(x)

R(x)
Q(x)’

=Wi(x) +

gdzie W(x) jest wynikiem dzielenia (wielomianem), natomiast R(x) jest reszta, przy czym

deg(R) < deg(Q). Zwréémy uwage, ze funkcja g(x) = ggg jest juz funkcjg wymierng wlasciwg.

3 4+322+3x+4
2 —1

Przyklad 4. Przedstawmy funkcje wymierng niewlasciwa f(z) = w postaci sumy

wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwe;j.

Zauwazmy, ze wielomian w liczniku jest stopnia 3, natomiast wielomian w mianowniku stopnia 2. Ponizej,
dla przypomnienia, przedstawiono dzielenie licznika przez mianownik®.

x + 3 wynik
Y
(2 + 322 + 3z + 4 ) : (22-1)
- + =z
322+ dr + 4
32 +
e + 7 (reszta)

Otrzymujemy W(z) = x 4+ 3, R(z) = 4z + 7. Zatem funkcja f ma postac

4+ 7

f(x):x+3+x2_1.

Wiemy juz, czym jest funkcja wymierna, potrafimy odrézni¢ funkcje wymierna wiasciwg od funkcji
wymiernej niewtasciwej, a takze zapisa¢ funkcje wymierng niewlasciwa jako sume wielomianu i funkcji
wymiernej wlasciwej. Kolejnym etapem jest rozklad na utamki proste.

Zauwazmy, ze przy dodawaniu wyrazeni wymiernych sprowadzamy je do wspélnego mianownika, otrzy-
mujac jeden (czesto skomplikowany) ulamek. Teraz postapimy odwrotnie: sprobujemy dany utamek za-
pisa¢ jako sume kilku prostszych utamkoéw. Okazuje sie, ze w tym celu wystarczaja dwa typy utamkéw,
zwanych utamkami prostymi.

Definicja 4. Utamkami prostymi I rodzaju nazywamy kazde wyrazenie wymierne postaci
gdzie A,a,b € R, a# 0, n € N.
Utamkami prostymi II rodzaju naezywamy kazde wyrazenie wymierne postaci

gdzie A,B,a,b,c€ R, a #0, n € N oraz A = b*> — 4ac < 0.

(ax +b)"’

Ax+ B
(az? + bx + o)™’

Przyklad 5. Utamki proste I rodzaju to np.:

3 —1 4 3 1
3r—2" (x+5)3 (2xz-3)4 227 g9

1 Algorytm dzielenia pisemnego wielomianéw wraz z przyktadami oméwiono szczegotowo w [3], s. 90-97.
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Utamki proste II rodzaju to np.:

2¢ — 1 5 T+ 95
224+x+5  (22+2)3 (22 +3)%

Nastepujace wyrazenia algebraiczne nie sg utamkami prostymi:

3r+1 -5 3r—1 2 +x—7 T
22 -3z 2243z -6’ 3+1 7 zr411

z2
Rozktad na utamki proste to metoda algebraiczna, ktéra ma fundamentalne znaczenie w catkowaniu
funkcji wymiernych. Korzysta sie w niej z ponizszego twierdzenia (zob. [1], s. 98).

Twierdzenie 2. KaZda funkcjo wymierna wtasciwa, ktora nie jest utamkiem prostym, daje sie przedstawié
w postaci sumy skoriczonej liczby utamkow prostych.

Jezeli f(z) = ggg jest funkcja wymierna spetniajaca zalozenia twierdzenia 2, to mozemy ja roztozy¢

na utamki proste wedlug nastepujacego schematu:

Krok 1. Rozklad mianownika — zapisujemy mianownik Q(x) w postaci iloczynu czynnikéw nierozkla-
dalnych?.

Krok 2. Zapisujemy ogoélna postac rozktadu funkeji f na ulamki proste, przy czym:

e jezeli w mianowniku jest czynnik postaci (ax + b)™, to w rozkladzie odpowiada mu suma
n utamkéw prostych I rodzaju

Ay L Az oy An
ar+b  (ax+0b)? (az + b)"’

(1)

gdzie A;, i =1,2,...,n, sa pewnymi stalymi (na razie nieznanymi);

e jezeli w mianowniku jest czynnik postaci (ax? +bx +¢)™, to w rozktadzie odpowiada mu suma
m ulamkéw prostych II rodzaju

Bix+C4 Box + Cy n B,z +C,, ) (2)
ar?+br+c  (az? +bx +c)? (az? + bx + )™’
gdzie B; oraz C;, i = 1,2,...,m, s pewnymi stalymi (na razie nieznanymi).

Krok 3. Znajdujemy nieznane stale wystepujace w licznikach (mozna to zrobié kilkoma metodami, dwie
z nich wyjasnimy na dalszych przykltadach).
Az +7

Przyklad 6. Rozlézmy na utamki proste funkcje wymierna wlasciwa f(z) = — T
72 _

Krok 1. Przedstawiamy wielomian z mianownika w postaci iloczynu czynnikéw nierozktadalnych:

2?2 —1=(z—1)(z+1).

2 Czynnikami nierozktadalnymi sa funkcje liniowe oraz funkcje kwadratowe o ujemnych wyréznikach. Czynniki te moga
wystepowaé wielokrotnie.
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Krok 2. Zapisujemy ogoélna postaé rozkladu

4o 47 A Az
(x—1)(:c+1)’x—1+x+1' 3)

Krok 3. Wyznaczamy wspoétczynniki A; i As. W tym celu najpierw mnozymy obie strony (3) przez
mianownik utamka z lewej strony i mamy

de+T7=A1(x+1)+ As(z —1).
Wstawiamy = = 1. Otrzymujemy 11 = 244, czyli 4A; = 12—1
Wstawiamy x = —1. Otrzymujemy 3 = —2A4,, czyli Ay = —%.
Wstawiamy obliczone wartosci Ay i A2 do (3):

x4+ 7 171 —%

(x2 —1) x—1+x+1'

Zatem

=

1 3
2

flo)=—2—+

6x + 2
xd—ad 42—’

Przyklad 7. Roztézmy na ulamki proste funkcje wymierna wlasciwa f(z) =

Krok 1. Przedstawiamy wielomian z mianownika w postaci iloczynu czynnikéw nierozktadalnych:

ot — 2 —r =222 ) a2+ 1) = (2 —2)(2® + 1) = z(z — 1)(2® + 1).

Krok 2. Zapisujemy ogoélng postaé rozktadu

6z + 2 Ay Ag Bx+C

(x—1(z2+1) = -1 2241

(4)
Krok 3. Wyznaczamy nieznane wspoétczynniki Ay, Ao, B, C. W tym celu mnozymy obustronnie (4) przez
x(x —1)(2? + 1) i mamy
62 +2= A (z—1)(2® +1) + Agz(a® + 1) + (Bx + O)z(z — 1).
Po wymnozeniu i uporzadkowaniu otrzymujemy
62 +2=A12® + A1z — Ay2® — Ay + Asx® + Asx + Ba® — Bx? + C2? — C,

6242 = (A1 + Ay + B)a® + (—A; — B+ C)a® + (A; + Ay — C)z — A;. (5)

Duwa wielomiany sq rowne, gdy majq jednakowe wspotczynniki przy odpowiadajgcych sobie potegach
Zmiennej T.

e przy o3 mamy z lewej strony réwnania (5) wspotezynnik réwny 0, z prawej A; + Ao + B, zatem
0=A; + A+ B;

e przy z2 mamy z lewej wspotczynnik réwny 0, z prawej —A; — B+ C, zatem 0 = —A; — B+ C;
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e przy r mamy z lewej wspoOtczynnik rowny 6, z prawej A; + A; — C, zatem 6 = Ay + Ay — C

e dla wyrazu wolnego (z°) mamy z lewej wspotczynnik réwny 2, z prawej —A;, zatem 2 = — A,
stad A; = —2.

Otrzymujemy uktad réwnan:
0=A4+A,+B

0=-A,-B+C
6=A4;+A4,—C
Ay = -2
Po rozwigzaniu ukladu (6) otrzymujemy A; = —2, Ay =4, B= -2, C = —4. Zatem

6x + 2 -2 4 22+ 4

x(z — 1) (22 +1) PR 224+ 1’

czyli
-2 4 2x + 4
T r—1 2241

3

Przyklad 8. Funkcja f(z) = <

wielomianu i utamka prostego.

> jest funkcja wymierng niewtasciwa. Przedstawmy ja w postaci sumy

Wykonujemy dzielenie wielomianu z licznika przez wielomian z mianownika, jak w przyktadzie 4. Otrzy-
mujemy W (z) = 22 + 2z + 4 i R(x) = 2. Funkcje f mozemy zatem zapisa¢ jako:

2
=224+ 2r+4+ ——.
flz)=a"+2x+ +x—2

Stwierdzamy, ze 5 jest ulamkiem prostym I rodzaju, wiec zadanie zostalo zakoiiczone.
T —

4
. + 1 . . - .
Przyklad 9. Przedstawmy funkcje dang wzorem f(x) = %, wymierng niewlasciwa, w postaci
r+z
sumy wielomianu i utamkoéw prostych.

Funkcja jest funkcja wymierna niewlasciwa, wykonujemy dzielenie jak w przyktadzie 4, otrzymujac:
W(zx) =1, R(z)= -2 +z+1.
Funkcje f mozemy zatem zapisaé¢ jako:

Ry |

flo) =1+ 4 + 22

—2+x+1

Stwierdzamy, ze
Y 4 4 22

nie jest utamkiem prostym.
Krok 1. Rozbijamy wielomian z mianownika na iloczyn czynnikow:

ot + 2% =22 (2® 4+ 1).
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24+ax+1

Krok 2. Ulamek — T2 przedstawiamy jako sume trzech utamkéw prostych:
xt+x

—x2+m+1_é Ay Bz +C

22(x24+1) a2 241

Krok 3. Wyznaczamy: A;, A, B oraz C, w sposéb analogiczny jak w przyktadzie 7, otrzymujac po
rozwigzaniu uktadu rownan A; =1, A, =1, B= —1 oraz C = —2.

Zatem otrzymujemy ostatecznie
1 1 T+ 2
=14+—-—4+—= - ——.
f(@) * T + 2 22+1

a8+ 25 + 92 + 84® + 2527 + 162 + 16
- &5 1 823 + 162 v

Przyklad 10. Przedstawmy funkcje dana wzorem f(x) po-
staci sumy wielomianu oraz utamkéw prostych.

Funkcja jest funkcja wymierna niewlasciwa, wykonujemy dzielenie jak w przyktadzie 4, otrzymujac:
W(z)=x+1,  R(z)=az"+92? +16.
Funkcje f mozemy zapisa¢ jako:

z* + 922 + 16

= 1 —_——.
f@) =241+ s 6w

z* 4+ 922 + 16

——————— nie jest utamkiem prostym.
2% + 823 + 162 . Prosty

Stwierdzamy, ze
Krok 1. Rozbijamy wielomian z mianownika na iloczyn czynnikow:

2° + 823 + 162 = x(z* + 822 + 16) = x(x? + 4)%.

4 2
1
Krok 2. Utamek o+ 927 +16 rozkladamy na utamki proste I rodzaju oraz II rodzaju:
x(x? + 4)2

z(22 +4)2 P +($2+4)2'

x4+9x2+16_A Bxr+C Dx+ FE

Krok 3. Wyznaczamy: A, B, C, D oraz E w sposob analogiczny jak w przyktadzie 7, otrzymujac po
rozwigzaniu ukladu réwnan A=1, B=0,C =0, D =1 oraz E = 0.

Wracajac do funkcji wymiernej z tego przyktadu, otrzymujemy jej rozbicie na sume wielomianu

oraz ulamkéw prostych:
x

1
f(x):a?—&-l-l-;-i-m

Jesli czytelnik czuje niedosyt, warto przed przystapieniem do catkowania funkcji wymiernych zglebié
zagadnienia dzielenia wielomianéw, rozktadu na utamki proste (np. [2], [3], s. 83-98) oraz rozwiazywania
ukladéw réwnarn liniowych (np. [6]).
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2. Catkowanie ulamkoéw prostych

W tym rozdziale pokazemy, ze catkowanie utamkéw prostych jest zadaniem bardzo tatwym.

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych wzoréw:

1
/;mzmm+a (7)
i g1
/x dm=k+1—|—0, k#£—1, (8)
dx
/m:arctg$+c7 (9)

Jezeli funkcja f ma ciagla pochodna f' i f(x) # 0, to mozemy zastosowac¢ wzor

P, e
/ﬂmm_1mﬂ+a (10)

2.1. Calkowanie ulamkéw prostych I rodzaju

Przy catkowaniu utamkow prostych I rodzaju stosujemy catkowanie przez podstawienie ( [4], s. 169).

Przy obliczaniu catki / — dx najlepiej zastosowa¢ podstawienie ¢ = az + b.

A
(ax + b)

Dla n = 1 mamy

t=axr+b
A _ A [fdt A A
/ dp= | dt=ade) =2 [ Z D¢+ C=2ZInfaz+ b + C. (11)
ax+0b 1 a t a a
—dt =dx
a
Dla n > 1 mamy
t=ax+b
A — A [fdt A A gt
/7@: dt=adr| - = —z—/t’”dt:—- +O=
(az +b)" 1 al t" a a —n+1
a
A 1 A 1
BT R s wm B e AT S

Czytelnik znajacy metode catkowania przez podstawienie nie musi pamieta¢ wzordw (11) i (12); wystarczy,
ze zapamieta, iz tego typu calki oblicza si¢ wlasnie metoda podstawienia.

3
/x_de.

Korzystajac ze wzoru (11) dla A =3, a = 1, b = —2, otrzymujemy

Przyklad 11. Obliczmy catke

/ 3 dx =3In|z — 2|+ C.
T —2
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Stosujac metode podstawienia dla calki nieoznaczonej, mamy

t=x—2
/ 32dm=3/ du :[ ]:3 %—31n\t|+0—31n\x—2|+0

x—2 dt = dx

5
/3x+2dm

Korzystajac ponownie z wzoru (11), otrzymujemy

Przyklad 12. Obliczmy catke

5 5
dz = 2|3z + 2|+ C.
/3x+2 v=gnBr+2+

Mozemy tez zastosowaé¢ metode podstawienia:

t=3x+2
5 dx _ L 5 (1 5 5
dr =5 = dt = 3dx :5/idt:7/fdt:fl t+C = S1n|3z+2|+C.
/3x+2 v /3x+2 t 3 g lt+C = gnf3z+2]+

Przyklad 13. Obliczmy catke
2
——dx.
/(w—3)5 v

Skorzystamy w tym przyktadzie ze wzoru (12) dla A=2,a=1,b= -3, n =5,

2 2 1 1
/(x—3)5dx: 10-5) @_ap1  CTamog &

Stosujac metode podstawienia, mamy

2 dx t=z-3 dt 2t 4 -1
——dx =2 | —= = =2 | = =2 [t Pdt="—+C= C=
/(x—3>5 ) /(x—3>5 [ dt = da ] w2/ T

2.2. Calkowanie ulamkéw prostych II rodzaju

Zacznijmy od catki typu
/ Bx+C
————dx,
ar? +br +c
gdzie a # 0 i A = b% — dac < 0.

Zapiszmy rozwazang catke w postaci:

bB

ax2+bx+c ax2+bx+c

B 2ax +b bB dx
=— | ——d C—-— _
Qa/ax2+bx+c x—i—( 2a>/ax2+bx+c
—_—

Il 12

(13)
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Calke I; wyznaczamy przez podstawienie

dt
= 7:ln|t|+Cl:ln|ax2+bx+c\+01. (14)

I =

/ 2ax + b dp = t =ax? +br+c
ar? +br +c dt = (2ax + b) dx

Aby obliczy¢ catke Is, najpierw zapiszemy funkcje kwadratows z mianownika w postaci kanonicznej, tzn.

b A
ar® +br+e=al@—p)+g glie  p=-—o- q=— .
Mamy
_ a -
t=,/-(x—p
e
dx dx 1 dx a
12:/ 25b :/ —p)? :7/ﬁ: dt—\[dﬂf =
ar? +br +c alx=pP+q ) L _p?i1 q
¢ q (15)
\/>dtdx
L a _

1 q/ dt 1\/? 2 2ax + b
= —4/- = —,/—arctgt + Cy = —— arctg —— + C.
q \ﬁ 21 g\ aMEITTR T IR AN T

Podstawiamy (15) i (14) do (13). Po uproszczeniu otrzymujemy

2aC — bB arct 2ax + b
a/—A 8§ /A

Warto zauwazy¢, ze podczas catkowania utamkéw prostych drugiego rodzaju dla n = 1 otrzymujemy

B B
Lcdx:—lnm;ﬁ—i—bx—l—c\—i—
ax? +br+c 2a

+ Oy (16)

sume Al + Aslp, gdzie A1 i As sa pewnymi stalymi, natomiast I; i I sa calkami z ulamkéw pro-
stych. Calka I; to catka z utamka, ktérego licznik jest pochodng mianownika. Catka I po odpowiednim
podstawieniu daje funkcje arcus tangens. Mozna zatem zapamietaé¢ nastepujaca zaleznosc:

Bx+C 2az +b dx
—————doe =4 | ————dx+ A | ———. 17
/ax2+bx+c o 1/ax2+bx—|—c T 2/aaﬂ—i—b:ﬂ—i—c (17)
Przyklad 14. Obliczmy catke
/ 3
202 —4zx+9
Sprawdzamy, ze wyrdznik mianownika jest ujemny (A = —56). Mamy do scatkowania ulamek prosty

1T rodzaju. Mozemy zastosowac wzor (16). Jedli jednak go nie pamigtamy, to najpierw zapisujemy szukana
catke w postaci sumy (17). Zaczynamy od obliczenia pochodnej mianownika: (222 — 4x + 9)' = 4z — 4.
Nastepnie dzielimy licznik przez pochodna mianownika:

3 (wynik)
(z + 3 ) : (dz—-14)
-z + 1

4 (reszta)
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Otrzymujemy A; = i i Ay = 4. Zatem

T+ 3 1 4o — 4 dx
S R Y (e S R
/2x274x+9 o 4/21:2—4;1:+9 T /2x274x+9

Il I2

Catke I mozemy obliczy¢ ze wzoru (10)

4xr —4
Il:/wiiwdx:mpﬁ_“JngCl=1n(2m2—4x+9)+01.

Uwaga 1. Poniewaz 222 — 4z + 9 > 0 dla kazdego = € R, zamiast In |22? — 42 + 9| mozemy zapisaé
In(22% — 42 + 9).

Calke I, zapisujemy tak, aby mozna bylo skorzystaé ze wzoru (15). Kolejne przeksztalcenia przedsta-
wiono szczegbétowo, aby ulatwié czytelnikowi przesledzenie rachunkéw.

2
t=y/z@-1)
I—/dix_/dix_l/dix_ > |
T —ar 0 ) 2@—12+7 1) Z@-12+1 dt =/ zdo| =
7
i \/;dt:dx
1 /7 dt 1 D) 1 2z — 1)
—7V2 = —=arctgt + 0y = t —1)+Cy = t OCs.
7\/;/t2+1 \/ﬂarcg + 02 = farcg (-1 +C marcg Wi +Cy
Zatem

x+3 1 4 2(x—1)
_ T = (22— 4 ¢ 5.
/2x2—4x+9 * 4n(m x+9)+marcg V14 s

Obliczenie calki przy uzyciu wzoru (13) pozostawiono czytelnikowi, aby mogt sprawdzié, ze otrzyma ten
sam wynik.

Zajmijmy sie teraz calka postaci:

/ Bx+C d
(ax? + bz + ¢)" *

gdzie a #0i A = b?> —dac < 0 oraz n > 1.
Catke rozbijamy réwniez na sume dwoch catek:

Bx+C 2ax + b dx
—— =A —————dz+A —_—. 1
/(ax2 + bx + ) 1/ (az? + bx + c)™ v 2/ (az? + bx + )" (18)

Iy I
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Calke I; obliczamy, stosujac odpowiednie podstawienie oraz wzor (8):
dt tt=n
= — = [tT"dt = C =
/ tm / 1—-n to

2 b —n+1
_ (az® +bx + ¢) e
—n+1

2qx + b t=ar®>+br+c
Ilz/ﬁdxz
(az? + bz +¢) dt = (2ax + b) dx

W calce Is sprowadzamy mianownik funkcji podcatkowej do postaci kanonicznej, a nastepnie zastosujemy
podstawienie takie samo jak we wzorze (15), otrzymujac

_ - }
t=,/—(x—
\/;( p) 1
dx a 1 /q dt da \" 72 dt
I, = D S E—— dt = ,/—d = —,/= — = — -
2 /(ax2+b:r+c)" \/; “ q"\/;/(tQ—}—l)" (—A) /(1+t2)"
\/Edt:dx
L a m

(20)
Otrzymana catke obliczamy, korzystajac z nastepujacego zwiazku rekurencyjnego (zob. [4], s. 174):
dt t 2n —3
jezeli J,= | ———, to J,= Jn 1. 21
Jezelt / a+rem 2n— 1)1+ &)1 T ap—2 ! (21)

Calki tego typu nie sa trudne, jesli chodzi o ich obliczanie, jednak ich policzenie jest zmudne i czaso-
chlonne.

Przyklad 15. Pokazemy, jak obliczyé¢ catke

1
/ @™

bez stosowania wzoru (21).

Aby obliczy¢ catke metoda przez czesci, przeksztalcimy najpierw licznik funkcji podcatkowej, zapisujac

jedynke z licznika w postaci (22 4+ 1) — 2.

B dz B T do — I T d (22)
= = T 7(3:24—1)2 x = arctgx x 7(952—1—1)2 T .
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Do obliczenia calki I1 zastosujemy metode catkowania przez czedci.

x
N u=2x d’U = W dI’
1 /:C (1‘2 T 1)2 X 1
du=dxr v=—-——-5—-—
2(z2+1)
. . (23)
= | -——) = / - | dx=
2(z2 +1) 2(z2 4+ 1)
——L—&—l/ v ___ @ —l—larct z+C
22+1) 2 22+1 202+1) gMeerT™
Podstawiajac (23) do (22), otrzymujemy
dx T 1 T 1
/7@2_’_1)2 arctg x [ 2(m2+1>+23rcg:ﬂ] 2(m2+1)+zarch+c (24)

3. Calkowanie funkcji wymiernych

Poprzednie rozdzialy wyposazyly nas w kompletny aparat algebraiczny i analityczny. Znamy juz za-
sady rozktadu wielomianéw na czynniki, strukture funkcji wymiernych oraz metody catkowania utamkow
prostych pierwszego i drugiego rodzaju. Niniejszy rozdzial stanowi naturalne rozwiniecie i zwiericzenie po-
przednich tematéw. Przechodzimy w nim do wyznaczania caltek z funkcji wymiernych — jest to zagadnienie
wymagajace troche wiecej rachunkow.

Przyklad 16. Obliczmy catke

3 —6
dz.
/;1:—2 v

Korzystajac z obliczen z przyktadu 8 oraz wzoréw (7), (8). otrzymujemy

3 —6 2 9 2
dr = 24+ 2+4+—)de= [ 2?de+2 [ zdz+4 | de+ dr =
T — 2 T —2 xr — 2

3
:%+x2+4x+21n|x—2|+0.

Przyklad 17. Obliczmy catke:
dz.

23 +32% + 3z + 4
/ 2 —1
Funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng niewtasciwa. Korzystajac z pracy wykonanej w przyktadzie 4,
po przeksztatceniu funkeji podcatkowej otrzymujemy caltke z wielomianu oraz funkcji wymiernej wia-
Sciwej. Funkcje wymierna wtasciwa mozna roztozyé na sume utamkoéw prostych, co zostalo zrobione
w przykladzie 6. Otrzymane utamki proste sa ulamkami prostymi I rodzaju. Mamy zatem

3 2
/x + 3x +3x+4dx:/ +3+4x+7 dae /acdx—i—?)/d +/4x+7 _
22— 1 - 22 —1

11 d dr 1
:/xdx—l—?)/d +—= < dm—§/ * 2+3x+—ln|x—1|—fln|x+l\+0
2 z—1 2) z+1 2
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Przyklad 18. Obliczmy catke

/ 6x + 2 J
. .
xt— 3422 —2

Funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng wlasciwg. W przyktadzie 7 funkcja podcatkowa zostata roz-
lozona na sume utamkoéw prostych. Wykorzystujac wykonane obliczenia, otrzymujemy:

6x + 2 —2 4 2r + 4
dr= | —24 2 e dz =
/x479:3+x2750 v /1: m+/x71 v /1’2+1 v
—2 4 2x 4
— [ =24 L MR . P (S -
/a? er/x—l * /332—1—1 . /x2+1 *
dx dx 2x dx
-2 [y - de —4 | 22
/x + /x—l /1:2—1—1 v /xQ—i—l

= 2In|z|+4In|z — 1| —In|z? + 1| — darctgzr + C; =

= 2In|z| +4In|z — 1| —In(z* + 1) — 4arctgx + C).
Przyklad 19. Obliczmy catke

/ x—1 d

——dx.

(z2+1)2(z+1)

Funkcja podcaltkowa jest funkcja wymierna wtasciwa. Rozkladamy ja na sume nastepujacych utamkéw

prostych

r—1 _Ax+B+C'x+D+ E (25)
(22+1)2(x+1) 22+1 (22412 z+1

Mnozymy obustronnie (25) przez mianownik lewej strony i otrzymujemy
r—1=(Az+ B)(2* + 1)(z + 1) + (Cx + D)(z + 1) + BE(z* + 1)°.

Porzadkujemy, a nastepnie rozwiazujemy uklad rownan (analogicznie jak w przyktadzie 7) w celu wyzna-
czenia stalych A, B, C, D, F.

1
Po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymujemy: A =

7B:—;C:LD:QE:—<

2

z—1 1 fz-1 x 1 dz
/(x2+1)2(x+1)dx_§/x2+1d$+/(x2+1)2dx_§/x+1'
——

Iy I I3

DO =

Zatem

Otrzymujemy trzy calki: I; oraz I, w ktorych funkcjami podcatkowymi sg utamki proste II rodzaju, a
takze I3, gdzie funkcja podcatkowa jest utamkiem prostym I rodzaju. Calki obliczamy kolejno:

© 1 1 [ 2 1 1,

t=a22+1
T 1 dt 1 1 1
I, — " dr= dt =2xdx| _ - [ % _ - = Coe e~ L
2 /(:v2+1)2 v 1 2/ 1 2 T T T ey T
idt:xdaz

dx
I3 =[] — =1 1| + Cs.
3 /$+1 n|r+ 1)+ C3
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Otrzymujemy zatem

-1 1 1 1
ac *fln(szrl)fgarctgxf 751n|x+1|+04.

/ (x2+1)2(z+1) do = 4 2(z2 +1)

4. Uwagi koncowe

W niniejszym artykule przedstawiono kompleksowe podejécie do zagadnienia catkowania funkcji wy-
miernych. Przedstawione przyktady wskazuja, ze zagadnienie catkowania funkcji wymiernych moze wyda-
wac sie skomplikowane oraz rachunkowo zmudne. Okazuje sie jednak, ze kryje sie za nim elegancki i w pelni
algorytmiczny proces, ktory przy zachowaniu odpowiedniej metodyki, prowadzi do jednoznacznego roz-
wigzania w skonczonej liczbie krokéw. Aby skutecznie catkowaé funkcje wymierne, potrzebna jest miedzy
innymi znajomo$¢ podstawowych wzoréw rachunku catkowego, metody catkowania przez podstawienie
(zwanej tez czesto metoda calkowania przez zamiane zmiennej) oraz catkowanie przez czesci.

Zainteresowany czytelnik znajdzie wiecej informacji o calce nieoznaczonej w [4] (s. 173) oraz [5]
(s. 294). Polecam ksiazke [4], w ktorej czytelnik znajdzie szczegélowe omowienie metody catkowania
przez podstawienie oraz przez czesci znajduje sie kolejno na stronach 178 i 180.

Zaprezentowany material stanowi spojne i praktyczne kompendium, ktére pozwala na usystematyzo-
wanie wiedzy z zakresu calkowania funkcji wymiernych.

5. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Oblicz calki:

2r +5 3dx dx
b _ar
)/x2+5x—10d )/ 3 22)3 c)/(5x71)4
4dx dx rdr
d _ar
)/1—3x e)/x2+3x )/x2+3x+2

g)/x2+1

i / 2z 45
L e s s L
Odpowiedzi do zadan:

a) In|2z? + 52 — 10| + C,

1

15(5x — 1)3 +c

c) —
e) 1ln|:c|711n|x+3|+C
3 3

g) v —In(2* + 1)+ C

i) / 3x + 2
2 4+ 22+ 10

1) / 2;1c—|—3
x3—|—4x

4r —1
h =
)/x2—2x+5dx

W [

x—i—l

3

b) 4(3 — 21)2

+C
4
d) —5 Il —3¢|+C

f) 2lnjz+2|—Injlz + 1|+ C

3 -1
h) 2In(2? — 2z +5) + 5 arcte (x2> +C
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3 1 1
i) 3 In(x? + 2z + 10) — - arctg (“) +C j) In(x? — 2z +2) + 7Tarctg(z — 1) + C

3 3
1 3 1 3 3., x
k) —Infe]+ Slnfz— 2/ - cljo+2/+C 1) Zlnfa] - S In(a? +4) + arctg (5) e
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