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Caªkowanie funkcji wymiernych � teoria i przykªady

Streszczenie. Celem artykuªu jest przedstawienie metod caªkowania funkcji wymiernych oraz
zilustrowania ich przykªadami o ró»nym stopniu trudno±ci. W pierwszej cz¦±ci przypomniano de-
�nicj¦ funkcji wymiernej, podziaª na funkcje wymierne wªa±ciwe i niewªa±ciwe oraz metod¦ przed-
stawienia funkcji wymiernej niewªa±ciwej jako sumy wielomianu i funkcji wymiernej wªa±ciwej.
Nast¦pnie omówiono rozkªad na uªamki proste wraz z algorytmem wyznaczania wspóªczynników.
Gªówn¡ cz¦±¢ stanowi¡ wzory i metody caªkowania uªamków prostych oraz funkcji wymiernych.
Ka»de zagadnienie zilustrowano przykªadami. Artykuª pokazuje, »e caªkowanie funkcji wymiernych
jest procesem w peªni algorytmicznym, a opanowanie przedstawionych technik stanowi podstaw¦
dalszej nauki analizy matematycznej.
Artykuª adresowany jest przede wszystkim do studentów kierunków ±cisªych i technicznych, którzy
chc¡ usystematyzowa¢ i pogª¦bi¢ swoj¡ wiedz¦ z zakresu rachunku caªkowego.
Sªowa kluczowe: caªka nieoznaczona, funkcje wymierne, uªamki proste, rozkªad na uªamki proste,
dzielenie wielomianów, logarytm naturalny, arcus tangens.

Wst¦p

Caªkowanie funkcji wymiernych stanowi jeden z fundamentalnych dziaªów rachunku caªkowego, o sze-
rokim zastosowaniu zarówno w matematyce, jak i w naukach stosowanych.

Celem niniejszego artykuªu jest przedstawienie przyst¦pnego opracowania dotycz¡cego caªkowania
funkcji wymiernych. W kolejnych rozdziaªach przypomnimy podstawowe de�nicje i wªasno±ci funkcji wy-
miernych ze szczególnym uwzgl¦dnieniem podziaªu na funkcje wymierne wªa±ciwe i niewªa±ciwe. Nast¦pnie
omówimy kluczowe narz¦dzie, jakim jest rozkªad funkcji wymiernej wªa±ciwej na uªamki proste.

W gªównej cz¦±ci pracy zaprezentujemy caªkowanie uªamków prostych oraz caªkowanie funkcji wymier-
nych. Ka»de z omawianych zagadnie« zilustrujemy przykªadami obliczeniowymi, przeprowadzonymi �krok
po kroku�, co pozwoli czytelnikowi nie tylko zrozumie¢ teori¦, ale równie» naby¢ praktyczne umiej¦tno±ci.
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1. Funkcja wymierna

W niniejszym rozdziale przypomnimy czytelnikowi podstawowe wiadomo±ci dotycz¡ce funkcji wymier-
nych, które stanowi¡ niezb¦dne zaplecze teoretyczne w dalszej cz¦±ci artykuªu.

De�nicja 1. Funkcj¦ wymiern¡ de�niujemy jako iloraz dwóch wielomianów.

Funkcj¦ wymiern¡ mo»na zapisa¢ w postaci

f(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b0
,

gdzie an ̸= 0, bm ̸= 0.Dziedzin¡ funkcji wymiernej f jest zbiórDf = R\{x1, x2, . . . xk}, gdzie x1, x2, . . . xk,
k ≤ m s¡ wszystkimi rzeczywistymi pierwiastkami wielomianu wyst¦puj¡cego w mianowniku.

Przykªad 1. Rozwa»my funkcj¦

f(x) =
2x+ 3

x2 − 4
.

Jest to funkcja wymierna, poniewa» mo»na j¡ zapisa¢ w postaci f(x) = P (x)
Q(x) , gdzie P (x) = 2x + 3 oraz

Q(x) = x2 − 4. Miejscami zerowymi mianownika s¡ liczby 2 oraz −2, zatem Df = R \ {−2, 2}.

De�nicja 2. Funkcj¦ wymiern¡ nazywamy funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡, je±li stopie« wielomianu w licz-

niku jest mniejszy ni» stopie« wielomianu w mianowniku.

Przykªad 2. Funkcjami wymiernymi wªa±ciwymi s¡ np. funkcje:

f1(x) =
5

x− 2
, f2(x) =

x2 + 3

x3 − 2x+ 5
, f3(x) =

x3 + 4x− 3

2x5 − 3x3 − x+ 5
, f4(x) =

x− 1

x4 − 3x2 + 2
.

De�nicja 3. Funkcj¦ wymiern¡ nazywamy funkcj¡ wymiern¡ niewªa±ciw¡, je±li stopie« wielomianu w licz-

niku jest wi¦kszy lub równy stopniowi wielomianu w mianowniku.

Przykªad 3. Funkcjami wymiernymi niewªa±ciwymi s¡ np. funkcje:

g1(x) =
x2

x− 1
, g2(x) =

5x4 + 2x− 1

x3 − 2
, g3(x) =

x2 − 1

x2 + 1
, g4(x) =

x7 + 2x3 − 1

3x4 − x2
.

Ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ niewªa±ciw¡ mo»na przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wy-
miernej wªa±ciwej. Przeksztaªcenie to wykonuje si¦ poprzez dzielenie licznika przez mianownik. Jest to
operacja analogiczna do dobrze znanego dzielenia pisemnego liczb caªkowitych z reszt¡. Wykorzystujemy
przy tym nast¦puj¡ce twierdzenie (zob. [1], s. 80).

Twierdzenie 1. Dla dowolnych wielomianów P (x) i Q(x) (przy czym Q(x) ̸≡ 0), istniej¡ dokªadnie dwa

wielomiany W (x) oraz R(x), takie »e

P (x) = W (x) ·Q(x) +R(x),

gdzie R(x) jest wielomianem zerowym lub deg(R) < deg(Q).
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Dziel¡c obie strony powy»szej równo±ci przez Q(x), otrzymujemy po»¡dan¡ posta¢

P (x)

Q(x)
= W (x) +

R(x)

Q(x)
,

gdzie W (x) jest wynikiem dzielenia (wielomianem), natomiast R(x) jest reszt¡, przy czym
deg(R) < deg(Q). Zwró¢my uwag¦, »e funkcja g(x) = R(x)

Q(x) jest ju» funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡.

Przykªad 4. Przedstawmy funkcj¦ wymiern¡ niewªa±ciw¡ f(x) =
x3 + 3x2 + 3x+ 4

x2 − 1
w postaci sumy

wielomianu i funkcji wymiernej wªa±ciwej.

Zauwa»my, »e wielomian w liczniku jest stopnia 3, natomiast wielomian w mianowniku stopnia 2. Poni»ej,
dla przypomnienia, przedstawiono dzielenie licznika przez mianownik1.

x + 3 (wynik)

( x3 + 3x2 + 3x + 4 ) : (x2 − 1)

− x3 + x

3x2 + 4x + 4

− 3x2 + 3

4x + 7 (reszta)

Otrzymujemy W (x) = x+ 3, R(x) = 4x+ 7. Zatem funkcja f ma posta¢

f(x) = x+ 3 +
4x+ 7

x2 − 1
.

Wiemy ju», czym jest funkcja wymierna, potra�my odró»ni¢ funkcj¦ wymiern¡ wªa±ciw¡ od funkcji
wymiernej niewªa±ciwej, a tak»e zapisa¢ funkcj¦ wymiern¡ niewªa±ciw¡ jako sum¦ wielomianu i funkcji
wymiernej wªa±ciwej. Kolejnym etapem jest rozkªad na uªamki proste.

Zauwa»my, »e przy dodawaniu wyra»e« wymiernych sprowadzamy je do wspólnego mianownika, otrzy-
muj¡c jeden (cz¦sto skomplikowany) uªamek. Teraz post¡pimy odwrotnie: spróbujemy dany uªamek za-
pisa¢ jako sum¦ kilku prostszych uªamków. Okazuje si¦, »e w tym celu wystarczaj¡ dwa typy uªamków,
zwanych uªamkami prostymi.

De�nicja 4. Uªamkami prostymi I rodzaju nazywamy ka»de wyra»enie wymierne postaci
A

(ax+ b)n
,

gdzie A, a, b ∈ R, a ̸= 0, n ∈ N.
Uªamkami prostymi II rodzaju nazywamy ka»de wyra»enie wymierne postaci

Ax+B

(ax2 + bx+ c)n
,

gdzie A,B, a, b, c ∈ R, a ̸= 0, n ∈ N oraz ∆ = b2 − 4ac < 0.

Przykªad 5. Uªamki proste I rodzaju to np.:

3

3x− 2
,

−1

(x+ 5)3
,

4

(2x− 3)4
,

3

x2
,

1

x9
.

1 Algorytm dzielenia pisemnego wielomianów wraz z przykªadami omówiono szczegóªowo w [3], s. 90�97.
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Uªamki proste II rodzaju to np.:

2x− 1

x2 + x+ 5
,

5

(x2 + 2)3
,

x+ 5

(x2 + 3)4
.

Nast¦puj¡ce wyra»enia algebraiczne nie s¡ uªamkami prostymi:

3x+ 1

x2
,

−5

x2 − 3x
,

3x− 1

x2 + 3x− 6
,

x2 + x− 7

x3 + 1
,

x

x4 + 11
.

Rozkªad na uªamki proste to metoda algebraiczna, która ma fundamentalne znaczenie w caªkowaniu
funkcji wymiernych. Korzysta si¦ w niej z poni»szego twierdzenia (zob. [1], s. 98).

Twierdzenie 2. Ka»da funkcja wymierna wªa±ciwa, która nie jest uªamkiem prostym, daje si¦ przedstawi¢

w postaci sumy sko«czonej liczby uªamków prostych.

Je»eli f(x) = P (x)
Q(x) jest funkcj¡ wymiern¡ speªniaj¡c¡ zaªo»enia twierdzenia 2, to mo»emy j¡ rozªo»y¢

na uªamki proste wedªug nast¦puj¡cego schematu:

Krok 1. Rozkªad mianownika � zapisujemy mianownik Q(x) w postaci iloczynu czynników nierozkªa-
dalnych2.

Krok 2. Zapisujemy ogóln¡ posta¢ rozkªadu funkcji f na uªamki proste, przy czym:

• je»eli w mianowniku jest czynnik postaci (ax + b)n, to w rozkªadzie odpowiada mu suma
n uªamków prostych I rodzaju

A1

ax+ b
+

A2

(ax+ b)2
+ · · ·+ An

(ax+ b)n
, (1)

gdzie Ai, i = 1, 2, . . . , n, s¡ pewnymi staªymi (na razie nieznanymi);

• je»eli w mianowniku jest czynnik postaci (ax2+bx+c)m, to w rozkªadzie odpowiada mu suma
m uªamków prostych II rodzaju

B1x+ C1

ax2 + bx+ c
+

B2x+ C2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Bmx+ Cm

(ax2 + bx+ c)m
; (2)

gdzie Bi oraz Ci, i = 1, 2, . . . ,m, s¡ pewnymi staªymi (na razie nieznanymi).

Krok 3. Znajdujemy nieznane staªe wyst¦puj¡ce w licznikach (mo»na to zrobi¢ kilkoma metodami, dwie
z nich wyja±nimy na dalszych przykªadach).

Przykªad 6. Rozªó»my na uªamki proste funkcj¦ wymiern¡ wªa±ciw¡ f(x) =
4x+ 7

x2 − 1
.

Krok 1. Przedstawiamy wielomian z mianownika w postaci iloczynu czynników nierozkªadalnych:

x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).

2 Czynnikami nierozkªadalnymi s¡ funkcje liniowe oraz funkcje kwadratowe o ujemnych wyró»nikach. Czynniki te mog¡
wyst¦powa¢ wielokrotnie.
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Krok 2. Zapisujemy ogóln¡ posta¢ rozkªadu

4x+ 7

(x− 1)(x+ 1)
=

A1

x− 1
+

A2

x+ 1
. (3)

Krok 3. Wyznaczamy wspóªczynniki A1 i A2. W tym celu najpierw mno»ymy obie strony (3) przez
mianownik uªamka z lewej strony i mamy

4x+ 7 = A1(x+ 1) +A2(x− 1).

Wstawiamy x = 1. Otrzymujemy 11 = 2A1, czyli A1 = 11
2 .

Wstawiamy x = −1. Otrzymujemy 3 = −2A2, czyli A2 = − 3
2 .

Wstawiamy obliczone warto±ci A1 i A2 do (3):

4x+ 7

(x2 − 1)
=

11
2

x− 1
+

− 3
2

x+ 1
.

Zatem

f(x) =
11
2

x− 1
+

− 3
2

x+ 1
.

Przykªad 7. Rozªó»my na uªamki proste funkcj¦ wymiern¡ wªa±ciw¡ f(x) =
6x+ 2

x4 − x3 + x2 − x
.

Krok 1. Przedstawiamy wielomian z mianownika w postaci iloczynu czynników nierozkªadalnych:

x4 − x3 + x2 − x = x2(x2 + 1)− x(x2 + 1) = (x2 − x)(x2 + 1) = x(x− 1)(x2 + 1).

Krok 2. Zapisujemy ogóln¡ posta¢ rozkªadu

6x+ 2

x(x− 1)(x2 + 1)
=

A1

x
+

A2

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1
. (4)

Krok 3. Wyznaczamy nieznane wspóªczynniki A1, A2, B, C. W tym celu mno»ymy obustronnie (4) przez
x(x− 1)(x2 + 1) i mamy

6x+ 2 = A1(x− 1)(x2 + 1) +A2x(x
2 + 1) + (Bx+ C)x(x− 1).

Po wymno»eniu i uporz¡dkowaniu otrzymujemy

6x+ 2 = A1x
3 +A1x−A1x

2 −A1 +A2x
3 +A2x+Bx3 −Bx2 + Cx2 − Cx,

6x+ 2 = (A1 +A2 +B)x3 + (−A1 −B + C)x2 + (A1 +A2 − C)x−A1. (5)

Dwa wielomiany s¡ równe, gdy maj¡ jednakowe wspóªczynniki przy odpowiadaj¡cych sobie pot¦gach

zmiennej x.

• przy x3 mamy z lewej strony równania (5) wspóªczynnik równy 0, z prawej A1+A2+B, zatem
0 = A1 +A2 +B;

• przy x2 mamy z lewej wspóªczynnik równy 0, z prawej −A1−B+C, zatem 0 = −A1−B+C;
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• przy x mamy z lewej wspóªczynnik równy 6, z prawej A1 +A2 − C, zatem 6 = A1 +A2 − C;

• dla wyrazu wolnego (x0) mamy z lewej wspóªczynnik równy 2, z prawej −A1, zatem 2 = −A1

st¡d A1 = −2.

Otrzymujemy ukªad równa«: 

0 = A1 +A2 +B

0 = −A1 −B + C

6 = A1 +A2 − C

A1 = −2.

(6)

Po rozwi¡zaniu ukªadu (6) otrzymujemy A1 = −2, A2 = 4, B = −2, C = −4. Zatem

6x+ 2

x(x− 1)(x2 + 1)
=

−2

x
+

4

x− 1
− 2x+ 4

x2 + 1
,

czyli

f(x) =
−2

x
+

4

x− 1
− 2x+ 4

x2 + 1
.

Przykªad 8. Funkcja f(x) =
x3 − 6

x− 2
jest funkcj¡ wymiern¡ niewªa±ciw¡. Przedstawmy j¡ w postaci sumy

wielomianu i uªamka prostego.
Wykonujemy dzielenie wielomianu z licznika przez wielomian z mianownika, jak w przykªadzie 4. Otrzy-
mujemy W (x) = x2 + 2x+ 4 i R(x) = 2. Funkcj¦ f mo»emy zatem zapisa¢ jako:

f(x) = x2 + 2x+ 4 +
2

x− 2
.

Stwierdzamy, »e
2

x− 2
jest uªamkiem prostym I rodzaju, wi¦c zadanie zostaªo zako«czone.

Przykªad 9. Przedstawmy funkcj¦ dan¡ wzorem f(x) =
x4 + x+ 1

x4 + x2
, wymiern¡ niewªa±ciw¡, w postaci

sumy wielomianu i uªamków prostych.
Funkcja jest funkcj¡ wymiern¡ niewªa±ciw¡, wykonujemy dzielenie jak w przykªadzie 4, otrzymuj¡c:

W (x) = 1, R(x) = −x2 + x+ 1.

Funkcj¦ f mo»emy zatem zapisa¢ jako:

f(x) = 1 +
−x2 + x+ 1

x4 + x2
.

Stwierdzamy, »e
−x2 + x+ 1

x4 + x2
nie jest uªamkiem prostym.

Krok 1. Rozbijamy wielomian z mianownika na iloczyn czynników:

x4 + x2 = x2(x2 + 1).
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Krok 2. Uªamek
−x2 + x+ 1

x4 + x2
przedstawiamy jako sum¦ trzech uªamków prostych:

−x2 + x+ 1

x2(x2 + 1)
=

A1

x
+

A2

x2
+

Bx+ C

x2 + 1
.

Krok 3. Wyznaczamy: A1, A2, B oraz C, w sposób analogiczny jak w przykªadzie 7, otrzymuj¡c po
rozwi¡zaniu ukªadu równa« A1 = 1, A2 = 1, B = −1 oraz C = −2.

Zatem otrzymujemy ostatecznie

f(x) = 1 +
1

x
+

1

x2
− x+ 2

x2 + 1
.

Przykªad 10. Przedstawmy funkcj¦ dan¡ wzorem f(x) =
x6 + x5 + 9x4 + 8x3 + 25x2 + 16x+ 16

x5 + 8x3 + 16x
w po-

staci sumy wielomianu oraz uªamków prostych.
Funkcja jest funkcj¡ wymiern¡ niewªa±ciw¡, wykonujemy dzielenie jak w przykªadzie 4, otrzymuj¡c:

W (x) = x+ 1, R(x) = x4 + 9x2 + 16.

Funkcj¦ f mo»emy zapisa¢ jako:

f(x) = x+ 1 +
x4 + 9x2 + 16

x5 + 8x3 + 16x
.

Stwierdzamy, »e
x4 + 9x2 + 16

x5 + 8x3 + 16x
nie jest uªamkiem prostym.

Krok 1. Rozbijamy wielomian z mianownika na iloczyn czynników:

x5 + 8x3 + 16x = x(x4 + 8x2 + 16) = x(x2 + 4)2.

Krok 2. Uªamek
x4 + 9x2 + 16

x(x2 + 4)2
rozkªadamy na uªamki proste I rodzaju oraz II rodzaju:

x4 + 9x2 + 16

x(x2 + 4)2
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 4
+

Dx+ E

(x2 + 4)2
.

Krok 3. Wyznaczamy: A, B, C, D oraz E w sposób analogiczny jak w przykªadzie 7, otrzymuj¡c po
rozwi¡zaniu ukªadu równa« A = 1, B = 0, C = 0, D = 1 oraz E = 0.

Wracaj¡c do funkcji wymiernej z tego przykªadu, otrzymujemy jej rozbicie na sum¦ wielomianu
oraz uªamków prostych:

f(x) = x+ 1 +
1

x
+

x

(x2 + 4)2
.

Je±li czytelnik czuje niedosyt, warto przed przyst¡pieniem do caªkowania funkcji wymiernych zgª¦bi¢
zagadnienia dzielenia wielomianów, rozkªadu na uªamki proste (np. [2], [3], s. 83�98) oraz rozwi¡zywania
ukªadów równa« liniowych (np. [6]).
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2. Caªkowanie uªamków prostych

W tym rozdziale poka»emy, »e caªkowanie uªamków prostych jest zadaniem bardzo ªatwym.
B¦dziemy korzysta¢ z nast¦puj¡cych wzorów:∫

1

x
dx = ln |x|+ C, (7)

∫
xk dx =

xk+1

k + 1
+ C, k ̸= −1, (8)∫

dx

x2 + 1
= arc tg x+ C, (9)

Je»eli funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡ f ′ i f(x) ̸= 0, to mo»emy zastosowa¢ wzór∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C. (10)

2.1. Caªkowanie uªamków prostych I rodzaju

Przy caªkowaniu uªamków prostych I rodzaju stosujemy caªkowanie przez podstawienie ( [4], s. 169).

Przy obliczaniu caªki
∫

A

(ax+ b)n
dx najlepiej zastosowa¢ podstawienie t = ax+ b.

Dla n = 1 mamy

∫
A

ax+ b
dx =


t = ax+ b

dt = a dx

1

a
dt = dx

 =
A

a

∫
dt

t
=

A

a
ln |t|+ C =

A

a
· ln |ax+ b|+ C. (11)

Dla n > 1 mamy

∫
A

(ax+ b)n
dx =


t = ax+ b

dt = a dx

1

a
dt = dx

 =
A

a

∫
dt

tn
=

A

a

∫
t−n dt =

A

a
· t−n+1

−n+ 1
+ C =

=
A

a(1− n)
· 1

tn−1
+ C =

A

a(1− n)
· 1

(ax+ b)n−1
+ C.

(12)

Czytelnik znaj¡cy metod¦ caªkowania przez podstawienie nie musi pami¦ta¢ wzorów (11) i (12); wystarczy,
»e zapami¦ta, i» tego typu caªki oblicza si¦ wªa±nie metod¡ podstawienia.

Przykªad 11. Obliczmy caªk¦ ∫
3

x− 2
dx.

Korzystaj¡c ze wzoru (11) dla A = 3, a = 1, b = −2, otrzymujemy∫
3

x− 2
dx = 3 ln |x− 2|+ C.
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Stosuj¡c metod¦ podstawienia dla caªki nieoznaczonej, mamy

∫
3

x− 2
dx = 3

∫
dx

x− 2
=

[
t = x− 2

dt = dx

]
= 3

∫
dt

t
= 3 ln |t|+ C = 3 ln |x− 2|+ C.

Przykªad 12. Obliczmy caªk¦ ∫
5

3x+ 2
dx.

Korzystaj¡c ponownie z wzoru (11), otrzymujemy∫
5

3x+ 2
dx =

5

3
ln |3x+ 2|+ C.

Mo»emy te» zastosowa¢ metod¦ podstawienia:

∫
5

3x+ 2
dx = 5

∫
dx

3x+ 2
=


t = 3x+ 2

dt = 3dx

1

3
dt = dx

 = 5

∫ 1
3

t
dt =

5

3

∫
1

t
dt =

5

3
ln |t|+C =

5

3
ln |3x+2|+C.

Przykªad 13. Obliczmy caªk¦ ∫
2

(x− 3)5
dx.

Skorzystamy w tym przykªadzie ze wzoru (12) dla A = 2, a = 1, b = −3, n = 5,∫
2

(x− 3)5
dx =

2

1(1− 5)
· 1

(x− 3)5−1
+ C =

−1

2(x− 3)4
+ C.

Stosuj¡c metod¦ podstawienia, mamy

∫
2

(x− 3)5
dx = 2

∫
dx

(x− 3)5
=

[
t = x− 3

dt = dx

]
= 2

∫
dt

t5
= 2

∫
t−5 dt =

2t−4

−4
+ C =

−1

2t4
+ C =

=
−1

2(x− 3)4
+ C.

2.2. Caªkowanie uªamków prostych II rodzaju

Zacznijmy od caªki typu ∫
Bx+ C

ax2 + bx+ c
dx,

gdzie a ̸= 0 i ∆ = b2 − 4ac < 0.
Zapiszmy rozwa»an¡ caªk¦ w postaci:

∫
Bx+ C

ax2 + bx+ c
dx =

∫ B

2a
(2ax+ b) + C − bB

2a
ax2 + bx+ c

dx =

=
B

2a

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

(
C − bB

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c︸ ︷︷ ︸
I2

.

(13)
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Caªk¦ I1 wyznaczamy przez podstawienie

I1 =

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx =

[
t = ax2 + bx+ c

dt = (2ax+ b) dx

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C1 = ln |ax2 + bx+ c|+ C1. (14)

Aby obliczy¢ caªk¦ I2, najpierw zapiszemy funkcj¦ kwadratow¡ z mianownika w postaci kanonicznej, tzn.

ax2 + bx+ c = a(x− p)2 + q, gdzie p = − b

2a
, q = −∆

4a
.

Mamy

I2 =

∫
dx

ax2 + bx+ c
=

∫
dx

a(x− p)2 + q
=

1

q

∫
dx

a

q
(x− p)

2
+ 1

=



t =

√
a

q
(x− p)

dt =

√
a

q
dx√

q

a
dt = dx


=

=
1

q

√
q

a

∫
dt

t2 + 1
=

1

q

√
q

a
arc tg t+ C2 =

2√
−∆

arc tg
2ax+ b√

−∆
+ C2.

(15)

Podstawiamy (15) i (14) do (13). Po uproszczeniu otrzymujemy∫
Bx+ C

ax2 + bx+ c
dx =

B

2a
ln |ax2 + bx+ c|+ 2aC − bB

a
√
−∆

arc tg
2ax+ b√

−∆
+ C3. (16)

Warto zauwa»y¢, »e podczas caªkowania uªamków prostych drugiego rodzaju dla n = 1 otrzymujemy
sum¦ A1I1 + A2I2, gdzie A1 i A2 s¡ pewnymi staªymi, natomiast I1 i I2 s¡ caªkami z uªamków pro-
stych. Caªka I1 to caªka z uªamka, którego licznik jest pochodn¡ mianownika. Caªka I2 po odpowiednim
podstawieniu daje funkcj¦ arcus tangens. Mo»na zatem zapami¦ta¢ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:∫

Bx+ C

ax2 + bx+ c
dx = A1

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx+A2

∫
dx

ax2 + bx+ c
. (17)

Przykªad 14. Obliczmy caªk¦ ∫
x+ 3

2x2 − 4x+ 9
dx.

Sprawdzamy, »e wyró»nik mianownika jest ujemny (∆ = −56). Mamy do scaªkowania uªamek prosty
II rodzaju. Mo»emy zastosowa¢ wzór (16). Je±li jednak go nie pami¦tamy, to najpierw zapisujemy szukan¡
caªk¦ w postaci sumy (17). Zaczynamy od obliczenia pochodnej mianownika: (2x2 − 4x + 9)′ = 4x − 4.
Nast¦pnie dzielimy licznik przez pochodn¡ mianownika:

1
4 (wynik)

( x + 3 ) : (4x− 4)

− x + 1

4 (reszta)
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Otrzymujemy A1 = 1
4 i A2 = 4. Zatem∫

x+ 3

2x2 − 4x+ 9
dx =

1

4

∫
4x− 4

2x2 − 4x+ 9
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+4

∫
dx

2x2 − 4x+ 9︸ ︷︷ ︸
I2

.

Caªk¦ I1 mo»emy obliczy¢ ze wzoru (10)

I1 =

∫
4x− 4

2x2 − 4x+ 9
dx = ln |2x2 − 4x+ 9|+ C1 = ln(2x2 − 4x+ 9) + C1.

Uwaga 1. Poniewa» 2x2 − 4x + 9 > 0 dla ka»dego x ∈ R, zamiast ln |2x2 − 4x + 9| mo»emy zapisa¢
ln(2x2 − 4x+ 9).

Caªk¦ I2 zapisujemy tak, aby mo»na byªo skorzysta¢ ze wzoru (15). Kolejne przeksztaªcenia przedsta-
wiono szczegóªowo, aby uªatwi¢ czytelnikowi prze±ledzenie rachunków.

I2 =

∫
dx

2x2 − 4x+ 9
=

∫
dx

2(x− 1)2 + 7
=

1

7

∫
dx

2
7 (x− 1)2 + 1

=


t =

√
2

7
(x− 1)

dt =

√
2

7
dx√

7

2
dt = dx


=

=
1

7

√
7

2

∫
dt

t2 + 1
=

1√
14

arc tg t+ C2 =
1√
14

arc tg

√
2

7
(x− 1) + C2 =

1√
14

arc tg
2(x− 1)√

14
+ C2.

Zatem ∫
x+ 3

2x2 − 4x+ 9
dx =

1

4
ln(2x2 − 4x+ 9) +

4√
14

arc tg
2(x− 1)√

14
+ C3.

Obliczenie caªki przy u»yciu wzoru (13) pozostawiono czytelnikowi, aby mógª sprawdzi¢, »e otrzyma ten
sam wynik.

Zajmijmy si¦ teraz caªk¡ postaci: ∫
Bx+ C

(ax2 + bx+ c)
n dx,

gdzie a ̸= 0 i ∆ = b2 − 4ac < 0 oraz n > 1.

Caªk¦ rozbijamy równie» na sum¦ dwóch caªek:∫
Bx+ C

(ax2 + bx+ c)n
= A1

∫
2ax+ b

(ax2 + bx+ c)n
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+A2

∫
dx

(ax2 + bx+ c)n︸ ︷︷ ︸
I2

. (18)



Caªkowanie funkcji wymiernych . . . 201

Caªk¦ I1 obliczamy, stosuj¡c odpowiednie podstawienie oraz wzór (8):

I1 =

∫
2ax+ b

(ax2 + bx+ c)n
dx =

[
t = ax2 + bx+ c

dt = (2ax+ b) dx

]
=

∫
dt

tn
=

∫
t−n dt =

t1−n

1− n
+ C1 =

=
(ax2 + bx+ c)−n+1

−n+ 1
+ C1.

(19)

W caªce I2 sprowadzamy mianownik funkcji podcaªkowej do postaci kanonicznej, a nast¦pnie zastosujemy
podstawienie takie samo jak we wzorze (15), otrzymuj¡c

I2 =

∫
dx

(ax2 + bx+ c)n
=



t =

√
a

q
(x− p)

dt =

√
a

q
dx√

q

a
dt = dx


=

1

qn

√
q

a

∫
dt

(t2 + 1)n
=

(
4a

−∆

)n− 1
2
∫

dt

(1 + t2)n
.

(20)
Otrzyman¡ caªk¦ obliczamy, korzystaj¡c z nast¦puj¡cego zwi¡zku rekurencyjnego (zob. [4], s. 174):

je»eli Jn =

∫
dt

(1 + t2)n
, to Jn =

t

2(n− 1)(1 + t2)n−1
+

2n− 3

2n− 2
Jn−1. (21)

Caªki tego typu nie s¡ trudne, je±li chodzi o ich obliczanie, jednak ich policzenie jest »mudne i czaso-
chªonne.

Przykªad 15. Poka»emy, jak obliczy¢ caªk¦∫
1

(x2 + 1)2
dx,

bez stosowania wzoru (21).
Aby obliczy¢ caªk¦ metod¡ przez cz¦±ci, przeksztaªcimy najpierw licznik funkcji podcaªkowej, zapisuj¡c

jedynk¦ z licznika w postaci (x2 + 1)− x2.∫
dx

(x2 + 1)2
=

∫
(x2 + 1)− x2

(x2 + 1)2
dx =

∫
x2 + 1

(x2 + 1)2
dx−

∫
x2

(x2 + 1)2
dx =

=

∫
dx

x2 + 1
−
∫

x · x

(x2 + 1)2
dx = arctg x−

∫
x · x

(x2 + 1)2
dx︸ ︷︷ ︸

I1

.
(22)
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Do obliczenia caªki I1 zastosujemy metod¦ caªkowania przez cz¦±ci.

I1 =

∫
x · x

(x2 + 1)2
dx =


u = x dv =

x

(x2 + 1)2
dx

du = dx v = − 1

2(x2 + 1)

 =

= x ·
(
− 1

2(x2 + 1)

)
−

∫ (
− 1

2(x2 + 1)

)
dx =

= − x

2(x2 + 1)
+

1

2

∫
dx

x2 + 1
= − x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctg x+ C1

(23)

Podstawiaj¡c (23) do (22), otrzymujemy∫
dx

(x2 + 1)2
= arctg x−

[
− x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctg x

]
=

x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctg x+ C. (24)

3. Caªkowanie funkcji wymiernych

Poprzednie rozdziaªy wyposa»yªy nas w kompletny aparat algebraiczny i analityczny. Znamy ju» za-
sady rozkªadu wielomianów na czynniki, struktur¦ funkcji wymiernych oraz metody caªkowania uªamków
prostych pierwszego i drugiego rodzaju. Niniejszy rozdziaª stanowi naturalne rozwini¦cie i zwie«czenie po-
przednich tematów. Przechodzimy w nim do wyznaczania caªek z funkcji wymiernych � jest to zagadnienie
wymagaj¡ce troch¦ wi¦cej rachunków.

Przykªad 16. Obliczmy caªk¦ ∫
x3 − 6

x− 2
dx.

Korzystaj¡c z oblicze« z przykªadu 8 oraz wzorów (7), (8). otrzymujemy∫
x3 − 6

x− 2
dx =

∫ (
x2 + 2x+ 4 +

2

x− 2

)
dx =

∫
x2 dx+ 2

∫
x dx+ 4

∫
dx+

∫
2

x− 2
dx =

=
x3

3
+ x2 + 4x+ 2 ln |x− 2|+ C.

Przykªad 17. Obliczmy caªk¦: ∫
x3 + 3x2 + 3x+ 4

x2 − 1
dx.

Funkcja podcaªkowa jest funkcj¡ wymiern¡ niewªa±ciw¡. Korzystaj¡c z pracy wykonanej w przykªadzie 4,
po przeksztaªceniu funkcji podcaªkowej otrzymujemy caªk¦ z wielomianu oraz funkcji wymiernej wªa-
±ciwej. Funkcj¦ wymiern¡ wªa±ciw¡ mo»na rozªo»y¢ na sum¦ uªamków prostych, co zostaªo zrobione
w przykªadzie 6. Otrzymane uªamki proste s¡ uªamkami prostymi I rodzaju. Mamy zatem∫

x3 + 3x2 + 3x+ 4

x2 − 1
dx =

∫ (
x+ 3 +

4x+ 7

x2 − 1

)
dx =

∫
x dx+ 3

∫
dx+

∫
4x+ 7

x2 − 1
dx =

=

∫
x dx+ 3

∫
dx+

11

2

∫
dx

x− 1
dx− 3

2

∫
dx

x+ 1
=

1

2
x2 + 3x+

11

2
ln |x− 1| − 3

2
ln |x+ 1|+ C.
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Przykªad 18. Obliczmy caªk¦ ∫
6x+ 2

x4 − x3 + x2 − x
dx.

Funkcja podcaªkowa jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. W przykªadzie 7 funkcja podcaªkowa zostaªa roz-
ªo»ona na sum¦ uªamków prostych. Wykorzystuj¡c wykonane obliczenia, otrzymujemy:∫

6x+ 2

x4 − x3 + x2 − x
dx =

∫
−2

x
dx+

∫
4

x− 1
dx−

∫
2x+ 4

x2 + 1
dx =

=

∫
−2

x
dx+

∫
4

x− 1
dx−

∫
2x

x2 + 1
dx−

∫
4

x2 + 1
dx =

= −2

∫
dx

x
+ 4

∫
dx

x− 1
−

∫
2x

x2 + 1
dx− 4

∫
dx

x2 + 1
=

= −2 ln |x|+ 4 ln |x− 1| − ln |x2 + 1| − 4 arc tg x+ C1 =

= −2 ln |x|+ 4 ln |x− 1| − ln(x2 + 1)− 4 arc tg x+ C1.

Przykªad 19. Obliczmy caªk¦ ∫
x− 1

(x2 + 1)2(x+ 1)
dx.

Funkcja podcaªkowa jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. Rozkªadamy j¡ na sum¦ nast¦puj¡cych uªamków
prostych

x− 1

(x2 + 1)2(x+ 1)
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2
+

E

x+ 1
. (25)

Mno»ymy obustronnie (25) przez mianownik lewej strony i otrzymujemy

x− 1 = (Ax+B)(x2 + 1)(x+ 1) + (Cx+D)(x+ 1) + E(x2 + 1)2.

Porz¡dkujemy, a nast¦pnie rozwi¡zujemy ukªad równa« (analogicznie jak w przykªadzie 7) w celu wyzna-
czenia staªych A, B, C, D, E.

Po rozwi¡zaniu ukªadu równa« otrzymujemy: A =
1

2
, B = −1

2
, C = 1, D = 0, E = −1

2
.

Zatem ∫
x− 1

(x2 + 1)2(x+ 1)
dx =

1

2

∫
x− 1

x2 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫
x

(x2 + 1)2
dx︸ ︷︷ ︸

I2

−1

2

∫
dx

x+ 1︸ ︷︷ ︸
I3

.

Otrzymujemy trzy caªki: I1 oraz I2, w których funkcjami podcaªkowymi s¡ uªamki proste II rodzaju, a
tak»e I3, gdzie funkcja podcaªkowa jest uªamkiem prostym I rodzaju. Caªki obliczamy kolejno:

I1 =

∫
x

x2 + 1
dx−

∫
1

x2 + 1
dx =

1

2

∫
2x

x2 + 1
dx−

∫
1

x2 + 1
dx =

1

2
ln |x2 + 1| − arc tg x+ C1.

I2 =

∫
x

(x2 + 1)2
dx =


t = x2 + 1

dt = 2x dx

1

2
dt = xdx

 =
1

2

∫
dt

t2
= −1

2
· 1
t
+ C2 = − 1

2(x2 + 1)
+ C2.

I3 =

∫
dx

x+ 1
= ln |x+ 1|+ C3.
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Otrzymujemy zatem∫
x− 1

(x2 + 1)2(x+ 1)
dx =

1

4
ln(x2 + 1)− 1

2
arc tg x− 1

2(x2 + 1)
− 1

2
ln |x+ 1|+ C4.

4. Uwagi ko«cowe

W niniejszym artykule przedstawiono kompleksowe podej±cie do zagadnienia caªkowania funkcji wy-
miernych. Przedstawione przykªady wskazuj¡, »e zagadnienie caªkowania funkcji wymiernych mo»e wyda-
wa¢ si¦ skomplikowane oraz rachunkowo »mudne. Okazuje si¦ jednak, »e kryje si¦ za nim elegancki i w peªni
algorytmiczny proces, który przy zachowaniu odpowiedniej metodyki, prowadzi do jednoznacznego roz-
wi¡zania w sko«czonej liczbie kroków. Aby skutecznie caªkowa¢ funkcje wymierne, potrzebna jest mi¦dzy
innymi znajomo±¢ podstawowych wzorów rachunku caªkowego, metody caªkowania przez podstawienie
(zwanej te» cz¦sto metod¡ caªkowania przez zamian¦ zmiennej) oraz caªkowanie przez cz¦±ci.

Zainteresowany czytelnik znajdzie wi¦cej informacji o caªce nieoznaczonej w [4] (s. 173) oraz [5]
(s. 294). Polecam ksi¡»k¦ [4], w której czytelnik znajdzie szczegóªowe omówienie metody caªkowania
przez podstawienie oraz przez cz¦±ci znajduje si¦ kolejno na stronach 178 i 180.

Zaprezentowany materiaª stanowi spójne i praktyczne kompendium, które pozwala na usystematyzo-
wanie wiedzy z zakresu caªkowania funkcji wymiernych.

5. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Oblicz caªki:∫
2x+ 5

x2 + 5x− 10
dxa)

∫
3 dx

(3− 2x)3
b)

∫
dx

(5x− 1)4
c)

∫
4 dx

1− 3x
d)

∫
dx

x2 + 3x
e)

∫
x dx

x2 + 3x+ 2
f)

∫
2x3

x2 + 1
dxg)

∫
4x− 1

x2 − 2x+ 5
dxh)

∫
3x+ 2

x2 + 2x+ 10
dxi)

∫
2x+ 5

x2 − 2x+ 2
dxj)

∫
x+ 1

x3 − 4x
dxk)

∫
2x+ 3

x3 + 4x
dxl)

Odpowiedzi do zada«:

ln |x2 + 5x− 10|+ C,a)
3

4(3− 2x)2
+ Cb)

− 1

15(5x− 1)3
+ Cc) −4

3
ln |1− 3x|+ Cd)

1

3
ln |x| − 1

3
ln |x+ 3|+ Ce) 2 ln |x+ 2| − ln |x+ 1|+ Cf)

x2 − ln(x2 + 1) + Cg) 2 ln(x2 − 2x+ 5) +
3

2
arc tg

(
x− 1

2

)
+ Ch)
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3

2
ln(x2 + 2x+ 10)− 1

3
arc tg

(
x+ 1

3

)
+ Ci) ln(x2 − 2x+ 2) + 7 arc tg(x− 1) + Cj)

−1

4
ln |x|+ 3

8
ln |x− 2| − 1

8
ln |x+ 2|+ Ck)

3

4
ln |x| − 3

8
ln(x2 + 4) + arctg

(x
2

)
+ Cl)
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