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Co warto wiedzie¢ o potegowaniu oraz logarytmowaniu?

Streszczenie. W artykule przedstawione zostaly podstawowe prawa potegowania oraz logaryt-
mowania. Zagadnienia zilustrowane zostaty licznymi przykladami. Na koricu artykulu zamieszczono
zadania do samodzielnego rozwigzania. Artykul przeznaczony jest dla uczniow szkot $rednich oraz
studentéw wydzialow niematematycznych.

Slowa kluczowe: potega, pierwiastek, logarytm, logarytmowanie, prawa potegowania, prawa lo-
garytmowania, funkcja potegowa, funkcja logarytmiczna, funkcja wyktadnicza.

1. Wstep

Matematyka odgrywa kluczowa role w opisie zjawisk zachodzacych w $§wiecie przyrody, techniki i eko-
nomii. Wéréd wielu jej dzialow szczegélne miejsce zajmuja dziatania na potegach i logarytmach, ktore
pozwalaja opisywaé zaréwno bardzo duze, jak i bardzo mate wartosci, analizowa¢ tempo wzrostu oraz
upraszczaé skomplikowane obliczenia. Prawa potegowania i logarytmowania stanowig podstawe wielu za-
gadnienn omawianych na kolejnych etapach edukacji matematycznej, dlatego ich dobre zrozumienie jest
niezwykle istotne.

Artykut powstal z potrzeby uporzadkowania oraz przystepnego przedstawienia najwazniejszych wta-
snodci dziatan na potegach i logarytmach dla studentéw pierwszego semestru kierunkéw politechnicznych.
W praktyce uczniowie czesto napotykaja trudnosci zwigzane z poprawnym stosowaniem wzoréw, rozroz-
nianiem dzialan oraz interpretacja zaleznosci miedzy potegowaniem a logarytmowaniem. Artykul ten ma
na celu nie tylko przypomnienie podstawowych regul, lecz takze pokazanie ich praktycznego zastosowania
w rozwigzywaniu zadai matematycznych.

W dalszej czesci opracowania zostang omoéwione prawa potegowania, takie jak mnozenie i dzielenie po-
teg o tych samych podstawach, potegowanie potegi czy wlasnosci poteg o wykladnikach ujemnych i utam-
kowych. Nastepnie przedstawione zostang podstawowe prawa logarytmowania, w tym logarytm iloczynu,
ilorazu i potegi. Na sam koniec zestawione zostana wykresy funkcji potegowych, wyktadniczych oraz
logarytmicznych oraz podane ich wtasnosci. Zagadnienia wystepujace w artykule zilustrowane zostana
przyktadami oraz zadaniami, majacymi ulatwié¢ zrozumienie omawianych tresci i wskazaé najczesciej
popelniane btedy. Dzieki temu artykul bedzie stanowil pomoc zaréwno dla uczniéw i studentéw utrwa-
lajacych wiedze, jak i dla nauczycieli poszukujacych materiatéw dydaktycznych.
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2. Potega oraz podstawowe prawa potegowania

2.1. Definicja potegowania

Potegowanie jest jednym z kluczowych poje¢ w matematyce, stanowiac naturalne rozwiniecie dziatan
arytmetycznych, takich jak dodawanie i mnozenie. O ile mnozenie mozna interpretowaé jako wielokrotne
dodawanie tej samej liczby, o tyle potegowanie, dla wykladnikéw naturalnych dodatnich, jest skroco-
nym zapisem wielokrotnego mnozenia jednakowych czynnikéw. Dzieki temu pozwala w sposéb zwiezly
i przejrzysty zapisywac¢ oraz analizowaé wyrazenia zawierajace powtarzajace sie operacje. W tym arty-
kule przyjmujemy, ze najmniejszg liczba naturalng dodatnia jest 1, a sam zbiér liczb naturalnych to
N={0,1,2,3,4,...}.

Definicja 1 (potega o wykladniku naturalnym dodatnim). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a oraz
dodatniej liczby naturalnej n potege a™ definiujemy jako iloczyn n jednakowych czynnikéw réwnych a:

a*=a-a-... a,
—_———

n razy

gdzie a nazywamy podstawq potegi, n nazywamy wyktadnikiem potegi.

W dalszym uogélnieniu pojecie potegowania rozszerza sie na wykladniki catkowite, wymierne, a takze
rzeczywiste, co pozwala opisywaé¢ bardziej ztozone zjawiska i zalezno$ci.

Definicja 2 (potega o wykladniku zerowym). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a # 0 definiujemy:
a’ = 1.

Definicja 3 (potega o wykladniku caltkowitym ujemnym). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a # 0

oraz liczby catkowitej ujemnej m potege a™ definiujemy nastepujgco:

1

a = .
a—m

Definicja 4 (potega o wykladniku wymiernym). Jezeli m jest liczbg catkowitq, n liczbg naturalng
dodatniq oraz utamek 7 jest nieskracalny, to potege a™ definiujemy nastepujgco:

a% — ]L/anz’
przy czym dla n parzystych liczba pod pierwiastkiem musi byé nieujemna.

Z kolei definicja potegi o wykladniku rzeczywistym wymaga zastosowania teorii granic. Przykladowo
cheac obliczy¢ aV® bierzemy dowolny ciag (b,) liczb wymiernych zbiezny do /5 i tworzymy nowy ciag
postaci:

(abr,ab2 a%, ... b ).

Przyjmujemy, ze granica tego ciagu jest réwna av®. Oczywiscie nalezy tutaj udowodni¢, ze granica ta
zawsze istnieje oraz nie zalezy od wyboru ciagu (b,,). Dowody tych faktéw mozna znalez¢ np. w [3]. Warto
takze pamieta¢, ze w tym wypadku przyjmujemy a > 0.
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Przytoczenie powyzszych definicji ma na celu pokazanie czytelnikowi w jaki spos6b matematycy roz-
szerzaja definicje poje¢. Osobom zainteresowanym tematem rozszerzenia pojecia potegi na pozostate
przypadki oraz dowodami podstawowych praw potegowania, mozna polecié [1], [2] oraz [3].

7 dydaktycznego punktu widzenia nauczanie potegowania wymaga stopniowego przechodzenia od
intuicyjnego rozumienia jako wielokrotnego mnozenia do bardziej abstrakcyjnych ujeé¢, obejmujacych
wyktadniki ujemne i utamkowe. Istotne jest takze ksztaltowanie umiejetnosci stosowania praw dziatan
na potegach oraz interpretowania ich w kontekscie praktycznym.

2.2. Podstawowe prawa potegowania

Przejdzmy teraz do podstawowych praw potegowania.

Podstawowe prawa potegowania

Niech a, b, c oraz d beda liczbami rzeczywistymi, dla ktérych dzialania po obu stronach znaku =

maja sens. Wowczas:
c, ad —_ ac-i—d’

© c—d
= )

|®®

c)d _ ac~d,
b = (a- )",

SR SN

o
|||
—~

IR e

QL o
|

Przyklad 1. Ponizsze wyrazenia zapiszemy w postaci pojedynczej potegi:

a) 29.2% =213, (zastosowano wzor 1)

b) i—; =42 (zastosowano wzor 2)

c) (32)3 =36, (zastosowano wzor 3)

d) 2¢.3* =64, (zastosowano wzor 4)

e) i—z = (%)5 =25, (zastosowano wzory 2 oraz 5)
f) & =479, (zastosowano wzor 6)

)

Rozpatrzmy teraz nieco trudniejszy przyklad, w ktérym pokazemy wtasnoéci potegowania ,w akcji”.

1\ 72 4% 416"
4 T 961 {g21

1 -2 431+1615 9\ o (22)31+(24)15 4 262+260 262+260
<Z> " 961 4 g2t =(27) 261 4 (23)21 —© T961 4 963 =16- 261 4 263

Przyklad 2. Obliczmy:

Mamy:

Skorzystamy teraz z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, aby w liczniku oraz mianowniku
powyzszego utamka wylaczyé¢ przed nawias wspoélny czynnik. Korzystajac dalej z praw potegowania oraz
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faktu, ze wspélnym czynnikiem w liczniku i mianowniku jest 260, otrzymujemy:
262 1 260 26022 11 441 5
6.2 12 6. 2 D g 4+l 005
961 1 263 260(2 + 23) 2+8 10

Podstawowe prawa pierwiastkowania

Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi, m liczbg catkowita oraz n i k liczbami naturalnymi, dla
ktorych dziatania po obu stronach znaku = maja sens. Wowczas:

7. a- Vb= Va0,
g NVa _

% bl
9 .

. J

Zwr6émy uwage, ze prawa pierwiastkowania sa szczegblnym przypadkiem praw potegowania dla wyktad-
nika %, gdzie n to dodatnia liczba naturalna. Przyktadowo, wlasnos$é 7 to szczegblny przypadek wlasnosci
4, gdy przyjmiemy ¢ = % Rozpatrzmy teraz kilka prostych przyktadow.

Przyklad 3. Korzystajac z praw potegowania zapiszemy podane wyrazenia w postaci jednej potegi:

1
) V16 = V24 = (2*)° =23, (zastosowano definicje potegi o wykladniku wymiernym oraz wzor 3)

b) V8- V27 =/8-27T= V2333 = {/(2-3)3 = V63 = 67, (zastosowano kolejno wzory 7, 4 oraz
definicje 4)

= /1 = Y1= V22 =28, (zastosowano kolejno wzor 8 oraz definicje 4)
) V625 = WV/5 1%, (zastosowano kolejno wzoér 9 oraz definicje 4)

Wykorzystajmy teraz zdobyta wiedze w kolejnym zadaniu.

Przyklad 4. Sprawdzmy, czy liczba v/2 - /4 - ¥/32 jest liczbg naturalna.
Otrzymujemy:
V2 V432 S(22)7 - (29)5 = ¥/2.2-2=(2%)5 = 2.
Widzimy zatem, ze nasza liczba jest liczba naturalna.
Powyzsze przyklady prezentuja co prawda rézne poziomy trudnosci, jednak mozna powiedzie¢, ze
sa zadaniami, ktére pojawiaja sie raczej na poziomie szkoty Sredniej. Na studiach czesto wykonujemy
podobne dziatania na wyrazeniach zawierajacych zmienng lub kilka zmiennych, a to czesto sprawia juz

spore problemy.

Przyklad 5. Podane wyrazenia przedstawimy w postaci jednej potegi:

a)
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~2 (dla a > 0),
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2 2 2 242
Yy % _ y3 3 942,41 4 11
o) VL _ i S 2edeied R (dlay > 0),
v VY y 2y3 oy 273
1
1\ 5§ 1 1
5/0 3 (a:w§)°:r§ (§)5 1 441
T VT VT 3 2 i5T2 23 4 28 51
d l\c{: L =P et @B B4 = 2% (dlaz > 0),
Za VT z 3-x5 z” 15 2T

T ¥z Vb T— T ;pl+§ 1
@) i+ L = MEE) L el (V- 1)+ 1 =0t (dlaz 2 0).

W podpunkeie e dodatkowo zastosowalismy wzor skroconego mnozenia: a — b? = (a — b)(a + b).

Na zakoniczenie wr6¢my na chwile do definicji 4. Jednym z jej zalozeri bylo, ze utamek 7 jest nie-
skracalny. Pytanie tylko, dlaczego jest to konieczne. Zastanéwmy sie ile wynosi (71)%. Stosujac prawa
potegowania mamy:

ale rowniez:
=v-1=-1.

Wl

(-1 =(-1)

Czyli pojawia sie sprzeczno$é!. Zatozenie o nieskracalnosci wskazuje, ze nalezy najpierw skrocié % do %,
. 1. .
a wowczas (—1)3 jest rowne —1.

3. Logarytm oraz podstawowe prawa logarytmowania

3.1. Definicja logarytmu

Logarytmy sa jednym z tych pojeé¢ matematycznych, ktére poczatkowo moga wydawac sie trudne i abs-
trakcyjne, lecz w rzeczywistosci pelnia bardzo praktyczna i porzadkujaca role. Ich wprowadzenie wiaze
sie bezposrednio z potegowaniem — dziataniem, ktore szybko prowadzi do bardzo duzych lub bardzo
malych liczb. Logarytmy pozwalaja odwrécié ten proces i odpowiedzieé¢ na pytanie: do jakiej potegi na-
lezy podniesé dang liczbe, aby uzyskaé okreslony wynik? W kontekscie dydaktycznym szczegdlnie wazne
jest zrozumienie, ze logarytmy nie sa jedynie kolejnym formalnym narzedziem, lecz stanowia naturalne
rozszerzenie wczesniej poznanych zagadnieri. Dzieki nim mozliwe staje si¢ upraszczanie skomplikowa-
nych obliczen, przeksztalcanie wyrazen oraz rozwiazywanie réwnan, ktére bez ich uzycia bytyby znacznie
trudniejsze do analizy.

W niniejszym rozdziale wprowadzone zostana podstawowe definicje logarytméw, ich wlasnosci oraz
zwiazki z dzialaniami na potegach. Szczegolny nacisk zostanie polozony na rozwijanie intuicji oraz stop-
niowe budowanie zrozumienia — od prostych przyktadéw po bardziej ztozone zastosowania.

Rozwazmy réwnanie 2% = 8. Poniewaz 2% = 8, otrzymujemy od razu rozwigzanie z = 3. Co jednak
zrobié z réwnaniem 2% = 7? Mozemy oszacowaé, ze x jest miedzy 2 a 3, gdyz 22 < 7 < 23, jednak nigdy
nie zapiszemy wyniku doktadnie za pomoca znanych operacji. W tym celu wprowadzamy logarytm.

Definicja 5. Niech dane bedq liczby rzeczywiste a, b takie, ze a > 0, a # 1 i b > 0. Logarytmem przy
podstawie a z liczby b nazywamy takq liczbe ¢, do ktorej nalezy podniesé a, aby uzyskaé liczbe b, tzn:

log,b=c <« a°=0b.

1 Wynik dzialania nie jest jednoznaczny.
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Mamy zatem:
e log; 9 = 2, poniewaz 32 = 9,
o logy 4 = —2, poniewaz (%)_2 =4,
o log,2 = 1, poniewaz 43 = 2,

Trzy wazne fakty

1. Dla dowolnej dodatniej i réznej od 1 liczby a zachodzi réwnosé:

log,1=0.

2. Dla dowolnej dodatniej i réznej od 1 liczby a zachodzi réwnosé:

log,a =1.

3. Niech b bedzie liczba rzeczywista dodatnia. W matematyce wyrézniamy dwa ,specjalne”’ zapisy
logarytméw w zaleznosci od ich podstaw, mianowicie:

e zapis log b oznacza logarytm dziesietny, czyli logarytm przy podstawie 10,
e zapis In b oznacza logarytm naturalny, czyli logarytm przy podstawie e

gdzie:

ktora w przyblizeniu wynosi 2, 718.

W zwiazku z powyzszym mozemy zapisac:
e 1log 1000 = 3, poniewaz 10° = 1000,

e log0,01 = —2, poniewaz 10~2 = 0,01,

e Ine® = 3, poniewaz e3 = e3.

3.2. Podstawowe prawa logarytmowania

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe prawa logarytmowania, takie jak logarytm potegi, ilo-
czynu, ilorazu oraz prawo o zamianie podstawy logarytmu. Prawa te wynikaja bezposrednio z definicji
logarytmu i stanowia podstawe wielu przeksztalcen algebraicznych.

Na podstawie definicji logarytmu wiemy, ze log, 8 = 3, poniewaz 2% = 8. Dalej mozemy powiedzie¢,
ze log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16. Zwréémy uwage, ze log, 32 = log, 2° = 5. Oto kilka innych podobnych
przykladow:

e log; 81 = log, 3* = 4,
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e log; 25 = log; 5% = 2,
o log, 2 =log 47 = L.

Powyzsza obserwacje mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposoéb.

Logarytm potegi — przypadek szczegélny

Dla dowolnej dodatniej liczby a réznej od 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej b zachodzi rownoscé:

log, a’ = b.

Wtiasnosé ta wynika bezposrednio z definicji logarytmu.
Przyklad 6. Obliczmy:

a) log 100 = log 10? = 2,

b) logg 35 = logs 672 = -2,

c) logs \/Lg = log; 575 = —%7

d) logs 9v/3 = log, (3% -33) = logy 37 = I

30
2 14
164 _ 2123 _ 23 a4
e) log, <325 = log, T = log, = logy 2712 = 335.

Widzimy, ze znajomo$¢ praw potegowania jest tutaj konieczna, szczegélnie przy trudniejszych przykla-
dach. Zauwazmy teraz, ze:
8 =2% = 2l88,

Takze tutaj mozemy uogdélnié obserwacje.

Dla dowolnej dodatniej liczby a réznej od 1 oraz dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej b zachodzi

réwnose:

a8t = p,

Prawo to jest szczegdlnie uzyteczne m.in. podczas rozwigzywania réwnan i nieréwnosci. Oto prosty przy-
ktad.

Przyklad 7. Rozwiazemy réwnanie:

Vabi—1 — 5,

Korzystajac z praw potegowania, mozemy je zapisa¢ w postaci:
2372 = 5,

Wiemy, ze 5 = 2!°82% wiec:
23m—2 — 210g2 5
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Funkcja wyktadnicza jest ré6znowarto$ciowa, zatem:

3z — 2 =logy 5,
x_log25—|—2
==

o ) o log, 542
Rozwigzaniem réwnania jest liczba %.

Kolejnym waznym prawem logarytmowania jest twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu.

Zamiana podstawy logarytmu

Niech dane bedg liczby dodatnie a, b oraz ¢, przy czym a i c sa ré6zne od 1. Wowczas:

log,.b
log, b= e
084 b log, a

Prawo to pojawia sie wszedzie tam, gdzie chcemy przeliczyé logarytm na ,wygodniejsza” dla nas pod-
stawe, albo upro§ci¢ wyrazenia. Dajmy na to, ze chcemy policzy¢ na standardowym kalkulatorze log, 7.
Wiekszos¢ takich kalkulatoréw zawiera przyciski log oraz In. Korzystajac z powyzszego prawa mozemy

zapisac:
_log7 0,8451

" log2 03010

log, 7 2,81.

Zastan6wmy sie teraz, jak prawo o zamianie podstaw uzasadni¢. Niech log, b = z oraz log, a = y, wowczas
na mocy definicji logarytmu otrzymujemy:

Jezeli teraz liczbe a = ¢¥ podniesiemy do potegi %, to na mocy praw potegowania dostaniemy:

av = (¥)v =c* =b.

W ten sposdéb otrzymujemy:
2z x log.b
log,b=1log,avy == = ——.
ga ga y logca
Powyzsze postepowanie jest typowe dla dowodzenia praw logarytmowania. Zwréémy uwage, ze z tego

prawa od razu wynikaja dwie uzyteczne wtasnosci.

Whioski z prawa o zamianie podstaw logarytmow

Niech a oraz b beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ré6znymi od 1. Wowczas:

1. log,b= ,
log, a

2. log,b= —1logid.

Przejdzmy teraz do zadan wymagajacych takze wcze$niejszych praw.
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Przyklad 8. Obliczmy:

log, 128 log, 27 7
_ log, _ logy2 _ 7
a) log;s 128 = log, 16 logy 23— 4

logs 27 log, + _
b) logy 27 +log 5 = R + (2 =+ F=f 4=}

2, 4 10 10
c) log y5(4-V16) = logp (2 -23) _ logp2 7 :ég:%.%:@

log, 24 log, 24 97
d) log, 3 -logs4 =log, 3 - }gi—zé =log,4 =2.

Jedna z najwazniejszych zalet logarytmoéw jest to, ze przeksztalcaja mnozenie i dzielenie na prostsze
dzialania — odpowiednio dodawanie i odejmowanie. To wtasnie ta wlasnos¢ sprawila, ze przed era kal-
kulatoréw logarytmy byty niezwykle praktyczne w obliczeniach (np. przy uzyciu tablic logarytmicznych).
Te szczegolne wlasnosci wynikaja bezposrednio z praw dzialan na potegach i stanowig fundament dalszej
pracy z wyrazeniami logarytmicznymi. Wéro6d najwazniejszych praw logarytméw znajduja sie wzory do-
tyczace logarytmu iloczynu oraz ilorazu. Pozwalaja one rozbija¢ bardziej ztozone wyrazenia na prostsze
sktadniki, co znacznie ulatwia ich obliczanie i przeksztalcanie.

Logarytm iloczynu oraz logarytm ilorazu

Niech dane bedg liczby rzeczywiste dodatnie a, b oraz ¢, przy czym c # 1. Wowczas:

1. log.(a-b) =log.a+log,b,
2. log, (

a

b) =log.a — log,b.

Przyklad 9. Obliczmy:
a) log4 +log 25 = log (4 - 25) = log 100 = 2,
b) log, 704 —log, 11 = log, 2% = log, 64 = 3,

logy32 _ 5

log, 8 3

c) logg 2 +logg 16 = logg 32 =

Wréémy raz jeszcze do prawa o logarytmie potegi. Rozwazajac wyrazenia, w ktérych liczba jest
podniesiona do pewnej potegi, naturalne jest poszukiwanie sposobu ich uproszczenia. W takich sytuacjach
kluczowg role odgrywa mozliwosé ,przeniesienia” wykladnika przed znak logarytmu. Wynika to z faktu,
ze potegowanie polega na wielokrotnym mnozeniu tej samej liczby, a logarytm przeksztalca mnozenie
w dodawanie — co ostatecznie prowadzi do pojawienia sie czynnika w postaci wyktadnika. Twierdzenie
o logarytmie potegi formalizuje te zaleznosé i pozwala znaczaco upraszcza¢ wyrazenia matematyczne,
zwlaszcza w przypadku duzych wykladnikéw lub bardziej ztozonych obliczen. Dzigki niemu mozliwe jest
przeksztalcanie trudniejszych dziatan w prostsze operacje algebraiczne, co ma istotne znaczenie zaréwno
w rozwigzywaniu réwnan, jak i w analizie réznych probleméw matematycznych. Przedstawmy teraz ogdlne

prawo logarytmu potegi.
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Logarytm potegi — wersja ogélna

Niech dane beda liczby rzeczywiste dodatnie a, b oraz liczba rzeczywista ¢, przym a # 1. Wéwczas:

log, b = ¢ - log, b.

Korzystajac z wcze$niejszych praw bardzo tatwo uzasadni¢ powyzsze prawo. Mamy mianowicie:

_log, b ¢

log, b° = = —
logya  log,a

a

=c-log,b.
Znajac podstawowe prawa logarytmowania, mozemy przej$¢ teraz do ciekawszych przyktadow.

Przyklad 10. Niech log 3 = a. Kazdy z ponizszych logarytméw zapiszemy jako wyrazenie zawierajace a.
a) log30 =log(3-10) =log3 +1log10 =a + 1,

b) log9 = log 3% = 2log 3 = 2a,

S

¢) log v/9000 = log (3 - 1000) * = % - (2log3 +log10%) = £ - (2log3+3) = 2a + 2,

Sl

1
d) log \/% =log81 —log (13%)? = 4log3 — 3(log 100 — log 3) = 4log 3 — (2 —log3) = Ja — 1.
3

Zwiekszmy teraz poziom trudno$ci.

Przyklad 11. Niech log, 3 = a oraz log, 5 = b. Kazdy z ponizszych logarytmoéow zapiszemy za pomoca
a oraz b.

a) log; 45 =logs (9-5) = logy (9:5) _ logy3+logy 5 _ 2log,3+log,5 _ 2,1:_(, _94 b

log, 3 log, 3 log, 3 a’

log, (3-52) __ log, 3+2log, 5
3 - 3

7 =3a+ b,
log, 25 5

b) log%75 =

_ logy,2%  _ 2log,2 2 2
C) 1Og1354 ~ log, (33-5) ~ log, (33-5) T 3log, 3+logs 5~ 3a-+b?

b a—b 2b _ 2ab—2b%
Ta at+b a ~—  a?+ab

logy 5 ( log, 3 log, 5 > .

3 _
d) logys t-log 55 = (logz.5 3 — logs.5 5)- log, 32 \108;3+10g; 5 ~ log, 3+log, 5

Na zakoriczenie zastan6wmy sie nad zbiorem okreslonosci pewnych wyrazen zawierajacych potegi oraz
logarytmy.

Przyklad 12. Wyznaczmy teraz wszystkie wartosci x, dla ktérych dane wyrazenie ma sens liczbowy.

a) Wyrazenie (3x + 5)~2 jest okreglone, gdy nie dzielimy przez zero. Oznacza to, ze 3z + 5 # 0, stad
otrzymujemy, ze z € R\ {—g .

b) Wyrazenie (1 — 7z)7 ma sens liczbowy, gdy 1 — 72 > 0. Zatem = € (—oo, 1.
c) Wyrazenie logs (22 — 7) ma sens liczbowy, gdy 2z — 7 > 0, stad mamy x € (%, +00).

d Wyrazenie log(l_x)(SfL‘ +4) jest okreslone, gdy 3x +4 >0 oraz 1 —z > 0i 1 —x # 1. Otrzymujemy
stad, ze z € (—3,0) U (0,1).
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4. Kilka informacji o wybranych funkcjach elementarnych

Pelne zrozumienie praw potegowania oraz logarytmowania wymaga nie tylko znajomosci przeksztaltcen
algebraicznych, ale réwniez interpretacji geometrycznej w postaci wykreséw funkcji potegowych, wyktad-
niczych i logarytmicznych.

4.1. Funkcja potegowa

Funkcje potegowa zmiennej niezaleznej x okreslamy wzorem:

y=x,

gdzie s to ustalona liczba rzeczywista. Przyjmujemy, ze zbiorem okreslonosci (dziedzina) tej funkcji jest
maksymalny podzbiér zbioru R, dla ktérego powyzsze wyrazenie ma sens liczbowy. Ponizej przedstawimy
uporzadkowane podejicie, zgodne z naturalnym rozszerzaniem pojecia potegi: od wykltadnikéw natural-
nych, przez calkowite ujemne, az po wymierne niecatkowite.

Na rys. 1 przedstawiono wykresy kilku funkcji potegowych o wyktadnikach naturalnych.

Rys. 1. Funkcje potegowe o wyktadnikach naturalnych
Najwazniejsze wlasnosci funkcji y = a™, gdzie n € N:
- funkcje sy parzyste w przypadku wykladnikow parzystych,
- funkcje sa nieparzyste w przypadku wyktadnikéw nieparzystych,
- w przypadku wykladnikow nieparzystych funkcje sa rosnace oraz réznowartosciowe,
- dziedzing funkcji jest zbior liczb rzeczywistych R,

- zbiér wartosci funkcji zalezy od wyktadnika, dla wykladnika parzystego jest to przedzial [0, +00),
natomiast dla wykladnika nieparzystego zbior liczb rzeczywistych R,
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- dla wykladnikéw nieparzystych punktami wspolnymi wykreséw takich funkeji sa punkty (0,0),
(71’ 71)5 (17 1)7
- dla wyktadnikow parzystych punktami wspolnymi wykresow takich funkeji sa punkty (0,0), (—1,1),
(1,1).
Na rys. 2 przedstawiono wykresy kilku funkcji potegowych o wyktadnikach catkowitych ujemnych.
Jezeli wyktadnik jest liczba catkowita ujemna, to wzér funkcji potegowej ma postaé y = ﬁ, gdzie n jest
liczba naturalna dodatnia.

Rys. 2. Funkcje potegowe o wyktadnikach catkowitych ujemnych
Do najwazniejszych wtasnosci funkcji potegowych o wyktadniku catkowitym ujemnym mozemy zaliczy¢:

- funkcje sa parzyste dla n parzystych,
- funkcje sy nieparzyste dla n nieparzystych,
- dziedzing funkcji jest zbior R\ {0},

- zbidér wartosci funkcji zalezy od n, dla n parzystego jest to przedzial (0, +00), natomiast dla n nie-
parzystego — zbior R\ {0},

- funkcje sa monotoniczne przedzialami, dla n nieparzystego funkcja maleje w przedziatach (—oo,0)
oraz (0,+00), natomiast dla n parzystego funkcja ro$nie w przedziale (—oo, 0) oraz maleje w prze-
dziale (0,+00),

- dla n nieparzystych punktami wspolnymi wykresow takich funkcji sa punkty (—1,—1), (1,1),
- dla n parzystych punktami wspolnymi wykresow takich funkcji sa punkty (—1,1), (1,1),
- proste y = 0 oraz = = 0 sa asymptotami odpowiednio pozioma oraz pionowsg ich wykresow,

- funkcje te mogg stuzyé¢ do opisu proceséw odwrotnych do wzrostu potegowego np. ttumienie, roz-
praszanie energii, spadek intensywnoéci sygnaltu.
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Na rys. 3 — 6 przedstawiono wykresy kilku funkeji potegowych o wyktadnikach wymiernych niecatko-
witych.
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Rys. 4. Funkcje potegowe o wykladnikach wymiernych niecatkowitych ujemnych 7*, gdzie n jest parzyste
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Dla wyktadnika wymiernego niecatkowitego 7, gdzie n jest parzyste, mozemy wymieni¢ nastepujace

wlasnosci:
- dziedzina funkcji dla ™ > 0 to zbior [0, +00),

- dziedzina funkcji dla

< 0 to zbior (0, +00),

- zbior wartosci funkcji dla * > 0 to zbior [0, +00),

- zbior wartosci funkcji dla 7t < 0 to zbior (0, +00),

- dla wyktadnika wymiernego niecatkowitego > < 0 proste y = 0 oraz x = 0 sa asymptotami

odpowiednio pozioma prawostronng oraz pionowa prawostronna,

- jezeli * > 0, to funkcja jest rosnaca,

- jezeli 7 <0, to funkcja jest malejaca.

Rys. 5. Funkcje potegowe o wykladnikach wymiernych niecatkowitych dodatnich ™, gdzie n jest nieparzyste

n
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Rys. 6. Funkcje potegowe o wyktadnikach wymiernych niecatkowitych ujemnych 7, gdzie n jest nieparzyste

W przypadku wyktadnika wymiernego niecatkowitego 7=, gdzie n jest nieparzyste, mozemy wymienié
nastepujace wtasnosci:

m

- dziedzina funkcji dla 7* > 0 to zbiér liczb rzeczywistych R,

- dziedzina funkcji dla ™ < 0 to zbiér R\ {0},

m

- zbiér wartosci funkcji dla 7 > 0 to zbior liczb rzeczywistych R,

- zbidér wartosci funkeji dla 2 < 0 to zbior R\ {0},

n

- dla wykladnika wymiernego niecatkowitego “* < 0 proste y = 0 oraz x = 0 sa asymptotami

odpowiednio poziomga oraz pionowa ich wykreséw,

funkcja jest monotoniczna przedziatami,
- jezeli m jest liczba parzysta, to funkcja jest parzysta,

- jezeli m jest liczba nieparzysta, to funkcja jest nieparzysta.

4.2. Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza zmiennej niezaleznej x okres§lamy wzorem:

_ .z
y=a,

gdzie a jest liczba rzeczywista dodatnia rézna od 1, a dziedzing funkcji jest zbior liczb rzeczywistych.
Wykresy funkcji wyktadniczych maja rézne wlasnosci w zaleznosci od tego, czy a > 1, czy 0 < a < 1.
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Rys. 7. Funkcje wykladnicze

Funkcje wyktadnicze opisuja procesy multiplikatywne w czasie: wzrost populacji, rozpad promienio-
tworczy, ttumienie sygnatu. Przedstawmy zatem kilka ich wtasnosci:

- funkcja wyktadnicza jest réznowartosciowa,

- dla a > 1 funkcja wykltadnicza jest rosnaca,

- dla 0 < a < 1 funkcja wykladnicza jest malejaca,

- wykres kazdej funkcji wyktadniczej przechodzi przez punkt (0, 1),
- dziedzing funkcji wyktadniczej jest zbior liczb rzeczywistych R,

- zbiorem wartosci funkcji wykltadniczej jest przedziat (0, +00),

- prosta y = 0 jest asymptota pozioma prawostronng dla 0 < a < 1,
- prosta y = 0 jest asymptota poziomg lewostronng dla a > 1,

- funkcja wykladnicza jest ograniczona z dotu.

4.3. Funkcja logarytmiczna

Funkcje logarytmiczng zmiennej niezaleznej x okreslamy wzorem:

y = log, ,
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gdzie a jest liczba rzeczywista dodatnig rézna od 1, a dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich.

Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej, a wlasnosci jej wykresu zalezag od

tego, czy a > 1, czy tez 0 < a < 1.

N W

y = logy x

ol

y=1ogi x
y=logs x y=1logix
4 2

Rys. 8. Funkcje logarytmiczne

Na zakoniczenie przedstawmy kilka wlasnosci funkcji logarytmicznych:

- funkcja logarytmiczna jest rdéznowartosciowa,

- dla a > 1 funkcja logarytmiczna jest rosnaca,

- dla 0 < a < 1 funkcja logarytmiczna jest malejaca,

- wykres kazdej funkcji logarytmicznej przechodzi przez punkt (1,0),

- dziedzina funkcji logarytmicznej jest przedzial (0, 400),

- zbiorem wartosci funkcji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych R,

- prosta x = 0 jest asymptota pionowg prawostronng wykreséw funkcji logarytmicznych.

5. Podsumowanie

Podsumowujac, prawa potegowania i logarytmowania sa nie tylko zbiorem matematycznych wzoréw,

lecz przede wszystkim narzedziem ulatwiajacym analize i rozwiazywanie wielu probleméw obliczenio-

wych. Ich znajomos§é pozwala upraszczaé dzialania, poprawnie przeksztatca¢ wyrazenia algebraiczne oraz
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sprawniej rozwiazywaé¢ roéwnania i zadania praktyczne. Zrozumienie tych praw stanowi istotny element
dalszego ksztalcenia matematycznego oraz rozwijania umiejetnosci logicznego my§lenia.

Przedstawione tresci pokazuja, ze skuteczne opanowanie praw potegowania i logarytmowania wymaga
nie tylko zapamietania wzoréw, ale przede wszystkim ich §wiadomego stosowania w réznych sytuacjach
matematycznych. Regularne ¢wiczenia oraz analiza przykladéw pomagaja utrwali¢ zdobyte wiadomo-
Sci i zwiekszaja pewno$¢ w rozwigzywaniu zadan. Zdobyta wiedza moze stanowié solidng podstawe do
nauki bardziej zaawansowanych zagadnienn matematycznych i ich zastosowari w innych dziedzinach nauki.

6. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Korzystajac z praw potegowania, oblicz:

3
57 3. 92 L1 (32) ) %
a)575’ b) 27 .27, C)g'g, d)T7
210 310 6% - 158 V8 — 52 V64 + 5°
e) —=—, f) 5= g8 ——= h) ——,
9 9% .5 3 27
, 9°0 4 8126 D V3 V21
i) ———— —_—.
Y VR A
Zadanie 2. Korzystajac z praw logarytmowania, oblicz:
1 1
a) logy 7, b) log v/1000, c) log; 81 + log 33
4 logs 7 3
d) 10g2 7+ 10g2 ?a 1Og3 49a f) 10g\/§ (2 ) \/i)a
710g7 8 . .
g) 10g5 925 — 10g5 37, h) m7 1) logﬁ (9 . \/3)7

) log, 3 - logs 4 - log, 5 - logs 6
J log, 12 + log, 3 '

Zadanie 3. Podane wyrazenie zapisz w postaci jednej potegi:

2 V3. V1. by VY28 o) 2007 {59, L
’ V128 /81

5
x4

d) Vo3 - b, e) Va-a-a, f)

)

" (%>12

VI 4+ Vad +vad
1+24 22

g) h) , i) (logs(3a®) — 3logs a)-M.

3

Zadanie 4. Niech log; 4 = a oraz log, 7 = b. Kazdy z ponizszych logarytméw zapisz za pomoca a oraz b.

a) logs 28, b) log; 49, c) log, 3, d) log, 7,
log, 21
e) log g5 (V7 - 16), £) 282

logyg 12’
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Zadanie 5. Podane wyrazenia zapisz w postaci jednego logarytmu.

a) log, 4 + log, 7, b) logg 7 — logg 10, c) logs 4 — 3,

1 2 1 1 1
d) %, e) 2logx + 3log 2z, f) glogy2+§logy3+110gy4,
g) log ;4 — log, 8, h) log, b+ log /z b+ log s/ b,

Zadanie 6. Oblicz:
2V2 -4
16 - v/8’

2.2

\4/§ )

1
c) log; 125 + log, 9 + logs 5V/5,

a)

b)

1
d) log; o +log; 4V/2 4 10084

V8
e) \/V16 + ——,
) V64
4100 +498
499 + 4101”

2-4-8-16-32-64-128-256 - 5121024

g) log /m\VVV32+ 3911 ;

logs 11 - logs 27 — logs 11
V2:3-8-16 /105

3% 4+ 916 4 27!
818 + 2436

f)

h)

i) + log 10575 V8.

Zadanie 7. Dla jakich wartosci x ponizsze wyrazenia maja sens liczbowy?

N}

a) (z+2)°, b) (z— 1), ¢) (42 —5)F |
d) (z+3)%, e) (2u+1)% f) (32 —1)"2
g) log, (x + 1), h) log (5 — 4x), i) log o 11y 7
J) 10g(3z+2) (5—22).

Odpowiedz 1.

a) 25, b) 32, c) 1, d) 1,
e) 1024 = 210, f) 256 = 28, g) —V2, h) 1,

i) 2, e
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Odpowiedz 2.
a) —2,

e) %,

i) 2,
Odpowiedz 3.

a) 2%,

ol

e) as,
i) al.
Odpowiedz 4.
a) a+b,

e) 2b+ 3a,
Odpowiedz 5.
a) log, 28,

e) log(8xz%),
Odpowiedz 6.
a) %,

e) 3,

i) 2
Odpowiedz 7.

a) z € R,

e) UAS R\{_%}7

) ze(—1 400\ {0}, ) ze(-2,3)\{-1}.
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