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Co warto wiedzie¢ o pot¦gowaniu oraz logarytmowaniu?

Streszczenie. W artykule przedstawione zostaªy podstawowe prawa pot¦gowania oraz logaryt-
mowania. Zagadnienia zilustrowane zostaªy licznymi przykªadami. Na ko«cu artykuªu zamieszczono
zadania do samodzielnego rozwi¡zania. Artykuª przeznaczony jest dla uczniów szkóª ±rednich oraz
studentów wydziaªów niematematycznych.
Sªowa kluczowe: pot¦ga, pierwiastek, logarytm, logarytmowanie, prawa pot¦gowania, prawa lo-
garytmowania, funkcja pot¦gowa, funkcja logarytmiczna, funkcja wykªadnicza.

1.Wst¦p

Matematyka odgrywa kluczow¡ rol¦ w opisie zjawisk zachodz¡cych w ±wiecie przyrody, techniki i eko-

nomii. W±ród wielu jej dziaªów szczególne miejsce zajmuj¡ dziaªania na pot¦gach i logarytmach, które

pozwalaj¡ opisywa¢ zarówno bardzo du»e, jak i bardzo maªe warto±ci, analizowa¢ tempo wzrostu oraz

upraszcza¢ skomplikowane obliczenia. Prawa pot¦gowania i logarytmowania stanowi¡ podstaw¦ wielu za-

gadnie« omawianych na kolejnych etapach edukacji matematycznej, dlatego ich dobre zrozumienie jest

niezwykle istotne.

Artykuª powstaª z potrzeby uporz¡dkowania oraz przyst¦pnego przedstawienia najwa»niejszych wªa-

sno±ci dziaªa« na pot¦gach i logarytmach dla studentów pierwszego semestru kierunków politechnicznych.

W praktyce uczniowie cz¦sto napotykaj¡ trudno±ci zwi¡zane z poprawnym stosowaniem wzorów, rozró»-

nianiem dziaªa« oraz interpretacj¡ zale»no±ci mi¦dzy pot¦gowaniem a logarytmowaniem. Artykuª ten ma

na celu nie tylko przypomnienie podstawowych reguª, lecz tak»e pokazanie ich praktycznego zastosowania

w rozwi¡zywaniu zada« matematycznych.

W dalszej cz¦±ci opracowania zostan¡ omówione prawa pot¦gowania, takie jak mno»enie i dzielenie po-

t¦g o tych samych podstawach, pot¦gowanie pot¦gi czy wªasno±ci pot¦g o wykªadnikach ujemnych i uªam-

kowych. Nast¦pnie przedstawione zostan¡ podstawowe prawa logarytmowania, w tym logarytm iloczynu,

ilorazu i pot¦gi. Na sam koniec zestawione zostan¡ wykresy funkcji pot¦gowych, wykªadniczych oraz

logarytmicznych oraz podane ich wªasno±ci. Zagadnienia wyst¦puj¡ce w artykule zilustrowane zostan¡

przykªadami oraz zadaniami, maj¡cymi uªatwi¢ zrozumienie omawianych tre±ci i wskaza¢ najcz¦±ciej

popeªniane bª¦dy. Dzi¦ki temu artykuª b¦dzie stanowiª pomoc zarówno dla uczniów i studentów utrwa-

laj¡cych wiedz¦, jak i dla nauczycieli poszukuj¡cych materiaªów dydaktycznych.
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2. Pot¦ga oraz podstawowe prawa pot¦gowania

2.1. De�nicja pot¦gowania

Pot¦gowanie jest jednym z kluczowych poj¦¢ w matematyce, stanowi¡c naturalne rozwini¦cie dziaªa«

arytmetycznych, takich jak dodawanie i mno»enie. O ile mno»enie mo»na interpretowa¢ jako wielokrotne

dodawanie tej samej liczby, o tyle pot¦gowanie, dla wykªadników naturalnych dodatnich, jest skróco-

nym zapisem wielokrotnego mno»enia jednakowych czynników. Dzi¦ki temu pozwala w sposób zwi¦zªy

i przejrzysty zapisywa¢ oraz analizowa¢ wyra»enia zawieraj¡ce powtarzaj¡ce si¦ operacje. W tym arty-

kule przyjmujemy, »e najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ dodatni¡ jest 1, a sam zbiór liczb naturalnych to

N = {0, 1, 2, 3, 4, . . .}.

De�nicja 1 (pot¦ga o wykªadniku naturalnym dodatnim). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a oraz

dodatniej liczby naturalnej n pot¦g¦ an de�niujemy jako iloczyn n jednakowych czynników równych a:

an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n razy

,

gdzie a nazywamy podstaw¡ pot¦gi, n nazywamy wykªadnikiem pot¦gi.

W dalszym uogólnieniu poj¦cie pot¦gowania rozszerza si¦ na wykªadniki caªkowite, wymierne, a tak»e

rzeczywiste, co pozwala opisywa¢ bardziej zªo»one zjawiska i zale»no±ci.

De�nicja 2 (pot¦ga o wykªadniku zerowym). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a 6= 0 de�niujemy:

a0 = 1.

De�nicja 3 (pot¦ga o wykªadniku caªkowitym ujemnym). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a 6= 0

oraz liczby caªkowitej ujemnej m pot¦g¦ am de�niujemy nast¦puj¡co:

am =
1

a−m
.

De�nicja 4 (pot¦ga o wykªadniku wymiernym). Je»eli m jest liczb¡ caªkowit¡, n liczb¡ naturaln¡

dodatni¡ oraz uªamek m
n jest nieskracalny, to pot¦g¦ a

m
n de�niujemy nast¦puj¡co:

a
m
n = n

√
am,

przy czym dla n parzystych liczba pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemna.

Z kolei de�nicja pot¦gi o wykªadniku rzeczywistym wymaga zastosowania teorii granic. Przykªadowo

chc¡c obliczy¢ a
√
5 bierzemy dowolny ci¡g (bn) liczb wymiernych zbie»ny do

√
5 i tworzymy nowy ci¡g

postaci:

(ab1 , ab2 , ab3 , . . . , abn , . . .).

Przyjmujemy, »e granica tego ci¡gu jest równa a
√
5. Oczywi±cie nale»y tutaj udowodni¢, »e granica ta

zawsze istnieje oraz nie zale»y od wyboru ci¡gu (bn). Dowody tych faktów mo»na znale¹¢ np. w [3]. Warto

tak»e pami¦ta¢, »e w tym wypadku przyjmujemy a > 0.
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Przytoczenie powy»szych de�nicji ma na celu pokazanie czytelnikowi w jaki sposób matematycy roz-

szerzaj¡ de�nicje poj¦¢. Osobom zainteresowanym tematem rozszerzenia poj¦cia pot¦gi na pozostaªe

przypadki oraz dowodami podstawowych praw pot¦gowania, mo»na poleci¢ [1], [2] oraz [3].

Z dydaktycznego punktu widzenia nauczanie pot¦gowania wymaga stopniowego przechodzenia od

intuicyjnego rozumienia jako wielokrotnego mno»enia do bardziej abstrakcyjnych uj¦¢, obejmuj¡cych

wykªadniki ujemne i uªamkowe. Istotne jest tak»e ksztaªtowanie umiej¦tno±ci stosowania praw dziaªa«

na pot¦gach oraz interpretowania ich w kontek±cie praktycznym.

2.2. Podstawowe prawa pot¦gowania

Przejd¹my teraz do podstawowych praw pot¦gowania.

Podstawowe prawa pot¦gowania

Niech a, b, c oraz d b¦d¡ liczbami rzeczywistymi, dla których dziaªania po obu stronach znaku =

maj¡ sens. Wówczas:

1. ac · ad = ac+d,

2. ac

ad = ac−d,

3. (ac)d = ac·d,

4. ac · bc = (a · b)c,
5. ac

bc =
(
a
b

)c
,

6. a−c = 1
ac .

Przykªad 1. Poni»sze wyra»enia zapiszemy w postaci pojedynczej pot¦gi:

a) 29 · 24 = 213, (zastosowano wzór 1)

b) 47

45 = 42, (zastosowano wzór 2)

c)
(
32
)3

= 36, (zastosowano wzór 3)

d) 24 · 34 = 64, (zastosowano wzór 4)

e) 85

45 =
(
8
4

)5
= 25, (zastosowano wzory 2 oraz 5)

f) 1
46 = 4−6, (zastosowano wzór 6)

Rozpatrzmy teraz nieco trudniejszy przykªad, w którym poka»emy wªasno±ci pot¦gowania �w akcji�.

Przykªad 2. Obliczmy: (
1

4

)−2
· 4

31 + 1615

261 + 821
.

Mamy: (
1

4

)−2
· 4

31 + 1615

261 + 821
= (2−2)−2 · (2

2)31 + (24)15

261 + (23)21
= 24 · 2

62 + 260

261 + 263
= 16 · 2

62 + 260

261 + 263
.

Skorzystamy teraz z prawa rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania, aby w liczniku oraz mianowniku

powy»szego uªamka wyª¡czy¢ przed nawias wspólny czynnik. Korzystaj¡c dalej z praw pot¦gowania oraz
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faktu, »e wspólnym czynnikiem w liczniku i mianowniku jest 260, otrzymujemy:

16 · 2
62 + 260

261 + 263
= 16 · 2

60(22 + 1)

260(2 + 23)
= 16 · 4 + 1

2 + 8
= 16 · 5

10
= 8.

Podstawowe prawa pierwiastkowania

Niech a, b b¦d¡ liczbami rzeczywistymi, m liczb¡ caªkowit¡ oraz n i k liczbami naturalnymi, dla

których dziaªania po obu stronach znaku = maj¡ sens. Wówczas:

7. n
√
a · n
√
b = n
√
a · b,

8.
n
√
a

n√
b
= n
√

a
b ,

9. n
√

k
√
a = n·k

√
a.

Zwró¢my uwag¦, »e prawa pierwiastkowania s¡ szczególnym przypadkiem praw pot¦gowania dla wykªad-

nika 1
n , gdzie n to dodatnia liczba naturalna. Przykªadowo, wªasno±¢ 7 to szczególny przypadek wªasno±ci

4, gdy przyjmiemy c = 1
n . Rozpatrzmy teraz kilka prostych przykªadów.

Przykªad 3. Korzystaj¡c z praw pot¦gowania zapiszemy podane wyra»enia w postaci jednej pot¦gi:

a) 5
√
16 =

5
√
24 =

(
24
) 1

5 = 2
4
5 , (zastosowano de�nicj¦ pot¦gi o wykªadniku wymiernym oraz wzór 3)

b) 7
√
8 · 7
√
27 = 7

√
8 · 27 =

7
√
23 · 33 = 7

√
(2 · 3)3 =

7
√
63 = 6

3
7 , (zastosowano kolejno wzory 7, 4 oraz

de�nicj¦ 4)

c)
5√16
5√4

= 5

√
16
4 = 5

√
4 =

5
√
22 = 2

2
5 , (zastosowano kolejno wzór 8 oraz de�nicj¦ 4)

d) 3
√

5
√
625 =

15
√
54 = 5

4
15 , (zastosowano kolejno wzór 9 oraz de�nicj¦ 4)

Wykorzystajmy teraz zdobyt¡ wiedz¦ w kolejnym zadaniu.

Przykªad 4. Sprawd¹my, czy liczba 3
√
2 ·
√
4 · 5
√
32 jest liczb¡ naturaln¡.

Otrzymujemy:
3

√
2 ·
√
4 · 5
√
32 =

3

√
2 · (22) 1

2 · (25) 1
5 =

3
√
2 · 2 · 2 = (23)

1
3 = 2.

Widzimy zatem, »e nasza liczba jest liczb¡ naturaln¡.

Powy»sze przykªady prezentuj¡ co prawda ró»ne poziomy trudno±ci, jednak mo»na powiedzie¢, »e

s¡ zadaniami, które pojawiaj¡ si¦ raczej na poziomie szkoªy ±redniej. Na studiach cz¦sto wykonujemy

podobne dziaªania na wyra»eniach zawieraj¡cych zmienn¡ lub kilka zmiennych, a to cz¦sto sprawia ju»

spore problemy.

Przykªad 5. Podane wyra»enia przedstawimy w postaci jednej pot¦gi:

a)

√√√
x3 =

(((
x3
) 1

2

) 1
2

) 1
2

=
(
x3
) 1

8 = x
3
8 (dla x ≥ 0),

b)
√
a· 3
√
a2·a

4
3√

a3·a3
= a

1
2 ·a

2
3 ·a

4
3

a
3
2 ·a3

= a
1
2
+ 2

3
+ 4

3

a
3
2
+3

= a
5
2

a
9
2
= a

5
2−

9
2 = a−2 (dla a > 0),
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c) y2· 3√y
1√
y ·

3
√

y4
= y2·y

2
3

y−
1
2 ·y

4
3
= y2+ 2

3

y−
1
2
+ 4

3
= y2+

2
3+

1
2−

4
3 = y

11
6 (dla y > 0),

d
5
√

x· 3
√
x·
√
x

1
3√

x4
· 5
√
x2

=

(
x·x

1
3

) 1
5 ·x

1
2

x−
4
3 ·x

2
5

= x(
4
3 )

1
5
·x

1
2

x−
14
15

= x
4
15

+ 1
2

x−
14
15

= x
23
30+

28
30 = x

51
30 (dla x > 0),

e) x+1√
x+1

+
3
√
x· 6
√
x5

x· 6
√
x

= (
√
x−1)(

√
x+1)√

x+1
+ x

1
3
+ 5

6

x1+ 1
6

= (
√
x− 1) + 1 = x

1
2 (dla x ≥ 0).

W podpunkcie e dodatkowo zastosowali±my wzór skróconego mno»enia: a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

Na zako«czenie wró¢my na chwil¦ do de�nicji 4. Jednym z jej zaªo»e« byªo, »e uªamek m
n jest nie-

skracalny. Pytanie tylko, dlaczego jest to konieczne. Zastanówmy si¦ ile wynosi (−1) 2
6 . Stosuj¡c prawa

pot¦gowania mamy:

(−1) 2
6 =

(
(−1)2

) 1
6 = 1

1
6 =

6
√
1 = 1,

ale równie»:

(−1) 2
6 = (−1) 1

3 = 3
√
−1 = −1.

Czyli pojawia si¦ sprzeczno±¢1. Zaªo»enie o nieskracalno±ci wskazuje, »e nale»y najpierw skróci¢ 2
6 do 1

3 ,

a wówczas (−1) 1
3 jest równe −1.

3. Logarytm oraz podstawowe prawa logarytmowania

3.1. De�nicja logarytmu

Logarytmy s¡ jednym z tych poj¦¢ matematycznych, które pocz¡tkowo mog¡ wydawa¢ si¦ trudne i abs-

trakcyjne, lecz w rzeczywisto±ci peªni¡ bardzo praktyczn¡ i porz¡dkuj¡c¡ rol¦. Ich wprowadzenie wi¡»e

si¦ bezpo±rednio z pot¦gowaniem � dziaªaniem, które szybko prowadzi do bardzo du»ych lub bardzo

maªych liczb. Logarytmy pozwalaj¡ odwróci¢ ten proces i odpowiedzie¢ na pytanie: do jakiej pot¦gi na-

le»y podnie±¢ dan¡ liczb¦, aby uzyska¢ okre±lony wynik? W kontek±cie dydaktycznym szczególnie wa»ne

jest zrozumienie, »e logarytmy nie s¡ jedynie kolejnym formalnym narz¦dziem, lecz stanowi¡ naturalne

rozszerzenie wcze±niej poznanych zagadnie«. Dzi¦ki nim mo»liwe staje si¦ upraszczanie skomplikowa-

nych oblicze«, przeksztaªcanie wyra»e« oraz rozwi¡zywanie równa«, które bez ich u»ycia byªyby znacznie

trudniejsze do analizy.

W niniejszym rozdziale wprowadzone zostan¡ podstawowe de�nicje logarytmów, ich wªasno±ci oraz

zwi¡zki z dziaªaniami na pot¦gach. Szczególny nacisk zostanie poªo»ony na rozwijanie intuicji oraz stop-

niowe budowanie zrozumienia � od prostych przykªadów po bardziej zªo»one zastosowania.

Rozwa»my równanie 2x = 8. Poniewa» 23 = 8, otrzymujemy od razu rozwi¡zanie x = 3. Co jednak

zrobi¢ z równaniem 2x = 7? Mo»emy oszacowa¢, »e x jest mi¦dzy 2 a 3, gdy» 22 < 7 < 23, jednak nigdy

nie zapiszemy wyniku dokªadnie za pomoc¡ znanych operacji. W tym celu wprowadzamy logarytm.

De�nicja 5. Niech dane b¦d¡ liczby rzeczywiste a, b takie, »e a > 0, a 6= 1 i b > 0. Logarytmem przy

podstawie a z liczby b nazywamy tak¡ liczb¦ c, do której nale»y podnie±¢ a, aby uzyska¢ liczb¦ b, tzn:

loga b = c ⇔ ac = b.

1 Wynik dziaªania nie jest jednoznaczny.
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Mamy zatem:

• log3 9 = 2, poniewa» 32 = 9,

• log 1
2
4 = −2, poniewa»

(
1
2

)−2
= 4,

• log4 2 = 1
2 , poniewa» 4

1
2 = 2,

Trzy wa»ne fakty

1. Dla dowolnej dodatniej i ró»nej od 1 liczby a zachodzi równo±¢:

loga 1 = 0.

2. Dla dowolnej dodatniej i ró»nej od 1 liczby a zachodzi równo±¢:

loga a = 1.

3. Niech b b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡. W matematyce wyró»niamy dwa �specjalne� zapisy

logarytmów w zale»no±ci od ich podstaw, mianowicie:

• zapis log b oznacza logarytm dziesi¦tny, czyli logarytm przy podstawie 10,

• zapis ln b oznacza logarytm naturalny, czyli logarytm przy podstawie e

gdzie:

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

,

która w przybli»eniu wynosi 2, 718.

W zwi¡zku z powy»szym mo»emy zapisa¢:

• log 1000 = 3, poniewa» 103 = 1000,

• log 0,01 = −2, poniewa» 10−2 = 0,01,

• ln e3 = 3, poniewa» e3 = e3.

3.2. Podstawowe prawa logarytmowania

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe prawa logarytmowania, takie jak logarytm pot¦gi, ilo-

czynu, ilorazu oraz prawo o zamianie podstawy logarytmu. Prawa te wynikaj¡ bezpo±rednio z de�nicji

logarytmu i stanowi¡ podstaw¦ wielu przeksztaªce« algebraicznych.

Na podstawie de�nicji logarytmu wiemy, »e log2 8 = 3, poniewa» 23 = 8. Dalej mo»emy powiedzie¢,

»e log2 16 = 4, poniewa» 24 = 16. Zwró¢my uwag¦, »e log2 32 = log2 2
5 = 5. Oto kilka innych podobnych

przykªadów:

• log3 81 = log3 3
4 = 4,
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• log5 25 = log5 5
2 = 2,

• log4 2 = log4 4
1
2 = 1

2 .

Powy»sz¡ obserwacj¦ mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób.

Logarytm pot¦gi � przypadek szczególny

Dla dowolnej dodatniej liczby a ró»nej od 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej b zachodzi równo±¢:

loga a
b = b.

Wªasno±¢ ta wynika bezpo±rednio z de�nicji logarytmu.

Przykªad 6. Obliczmy:

a) log 100 = log 102 = 2,

b) log6
1
36 = log6 6

−2 = −2,

c) log5
1√
5
= log5 5

− 1
2 = − 1

2 ,

d) log3 9
3
√
3 = log3 (3

2 · 3 1
3 ) = log3 3

7
3 = 7

3 ,

e) log2
16 3√4
4√32

= log2
24·2

2
3

2
5
4

= log2
2

14
3

2
5
4

= log2 2
41
12 = 41

12 .

Widzimy, »e znajomo±¢ praw pot¦gowania jest tutaj konieczna, szczególnie przy trudniejszych przykªa-

dach. Zauwa»my teraz, »e:

8 = 23 = 2log2 8.

Tak»e tutaj mo»emy uogólni¢ obserwacj¦.

Dla dowolnej dodatniej liczby a ró»nej od 1 oraz dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej b zachodzi

równo±¢:

aloga b = b.

Prawo to jest szczególnie u»yteczne m.in. podczas rozwi¡zywania równa« i nierówno±ci. Oto prosty przy-

kªad.

Przykªad 7. Rozwi¡»emy równanie: √
46x−4 = 5.

Korzystaj¡c z praw pot¦gowania, mo»emy je zapisa¢ w postaci:

23x−2 = 5.

Wiemy, »e 5 = 2log2 5 wi¦c:

23x−2 = 2log2 5.
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Funkcja wykªadnicza jest ró»nowarto±ciowa, zatem:

3x− 2 = log2 5,

x =
log2 5 + 2

3
.

Rozwi¡zaniem równania jest liczba log2 5+2
3 .

Kolejnym wa»nym prawem logarytmowania jest twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu.

Zamiana podstawy logarytmu

Niech dane b¦d¡ liczby dodatnie a, b oraz c, przy czym a i c s¡ ró»ne od 1. Wówczas:

loga b =
logc b

logc a
.

Prawo to pojawia si¦ wsz¦dzie tam, gdzie chcemy przeliczy¢ logarytm na �wygodniejsz¡� dla nas pod-

staw¦, albo upro±ci¢ wyra»enia. Dajmy na to, »e chcemy policzy¢ na standardowym kalkulatorze log2 7.

Wi¦kszo±¢ takich kalkulatorów zawiera przyciski log oraz ln. Korzystaj¡c z powy»szego prawa mo»emy

zapisa¢:

log2 7 =
log 7

log 2
≈

0,8451

0,3010
≈ 2,81.

Zastanówmy si¦ teraz, jak prawo o zamianie podstaw uzasadni¢. Niech logc b = x oraz logc a = y, wówczas

na mocy de�nicji logarytmu otrzymujemy:

cx = b, cy = a.

Je»eli teraz liczb¦ a = cy podniesiemy do pot¦gi x
y , to na mocy praw pot¦gowania dostaniemy:

a
x
y = (cy)

x
y = cx = b.

W ten sposób otrzymujemy:

loga b = loga a
x
y =

x

y
=

logc b

logc a
.

Powy»sze post¦powanie jest typowe dla dowodzenia praw logarytmowania. Zwró¢my uwag¦, »e z tego

prawa od razu wynikaj¡ dwie u»yteczne wªasno±ci.

Wnioski z prawa o zamianie podstaw logarytmów

Niech a oraz b b¦d¡ liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ró»nymi od 1. Wówczas:

1. loga b =
1

logb a
,

2. loga b = − log 1
a
b.

Przejd¹my teraz do zada« wymagaj¡cych tak»e wcze±niejszych praw.
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Przykªad 8. Obliczmy:

a) log16 128 = log2 128
log2 16 = log2 27

log2 24 = 7
4

b) log9 27 + log√2
1
4 = log3 27

log3 9 +
log2

1
4

log2

√
2
= 3

2 + −21
2

= 3
2 − 4 = − 5

2 ,

c) log 4√8 (4 ·
3
√
16) = log2 (22·2

4
3 )

log2 2
3
4

= log2 2
10
3

log2 2
3
4

=
10
3
3
4

= 10
3 ·

4
3 = 40

9 ,

d) log2 3 · log3 4 = log2 3 ·
log2 4
log2 3 = log2 4 = 2.

Jedn¡ z najwa»niejszych zalet logarytmów jest to, »e przeksztaªcaj¡ mno»enie i dzielenie na prostsze

dziaªania � odpowiednio dodawanie i odejmowanie. To wªa±nie ta wªasno±¢ sprawiªa, »e przed er¡ kal-

kulatorów logarytmy byªy niezwykle praktyczne w obliczeniach (np. przy u»yciu tablic logarytmicznych).

Te szczególne wªasno±ci wynikaj¡ bezpo±rednio z praw dziaªa« na pot¦gach i stanowi¡ fundament dalszej

pracy z wyra»eniami logarytmicznymi. W±ród najwa»niejszych praw logarytmów znajduj¡ si¦ wzory do-

tycz¡ce logarytmu iloczynu oraz ilorazu. Pozwalaj¡ one rozbija¢ bardziej zªo»one wyra»enia na prostsze

skªadniki, co znacznie uªatwia ich obliczanie i przeksztaªcanie.

Logarytm iloczynu oraz logarytm ilorazu

Niech dane b¦d¡ liczby rzeczywiste dodatnie a, b oraz c, przy czym c 6= 1. Wówczas:

1. logc(a · b) = logc a+ logc b,

2. logc

(a
b

)
= logc a− logc b.

Przykªad 9. Obliczmy:

a) log 4 + log 25 = log (4 · 25) = log 100 = 2,

b) log4 704− log4 11 = log4
704
11 = log4 64 = 3,

c) log8 2 + log8 16 = log8 32 = log2 32
log2 8 = 5

3 .

Wró¢my raz jeszcze do prawa o logarytmie pot¦gi. Rozwa»aj¡c wyra»enia, w których liczba jest

podniesiona do pewnej pot¦gi, naturalne jest poszukiwanie sposobu ich uproszczenia. W takich sytuacjach

kluczow¡ rol¦ odgrywa mo»liwo±¢ �przeniesienia� wykªadnika przed znak logarytmu. Wynika to z faktu,

»e pot¦gowanie polega na wielokrotnym mno»eniu tej samej liczby, a logarytm przeksztaªca mno»enie

w dodawanie � co ostatecznie prowadzi do pojawienia si¦ czynnika w postaci wykªadnika. Twierdzenie

o logarytmie pot¦gi formalizuje t¦ zale»no±¢ i pozwala znacz¡co upraszcza¢ wyra»enia matematyczne,

zwªaszcza w przypadku du»ych wykªadników lub bardziej zªo»onych oblicze«. Dzi¦ki niemu mo»liwe jest

przeksztaªcanie trudniejszych dziaªa« w prostsze operacje algebraiczne, co ma istotne znaczenie zarówno

w rozwi¡zywaniu równa«, jak i w analizie ró»nych problemów matematycznych. Przedstawmy teraz ogólne

prawo logarytmu pot¦gi.
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Logarytm pot¦gi � wersja ogólna

Niech dane b¦d¡ liczby rzeczywiste dodatnie a, b oraz liczba rzeczywista c, przym a 6= 1. Wówczas:

loga b
c = c · loga b.

Korzystaj¡c z wcze±niejszych praw bardzo ªatwo uzasadni¢ powy»sze prawo. Mamy mianowicie:

loga b
c =

logb b
c

logb a
=

c

logb a
= c · loga b.

Znaj¡c podstawowe prawa logarytmowania, mo»emy przej±¢ teraz do ciekawszych przykªadów.

Przykªad 10. Niech log 3 = a. Ka»dy z poni»szych logarytmów zapiszemy jako wyra»enie zawieraj¡ce a.

a) log 30 = log (3 · 10) = log 3 + log 10 = a+ 1,

b) log 9 = log 32 = 2 log 3 = 2a,

c) log 5
√
9000 = log

(
32 · 1000

) 1
5 = 1

5 · (2 log 3 + log 103) = 1
5 · (2 log 3 + 3) = 2

5a+ 3
5 ,

d) log 81√
33 1

3

= log 81− log
(
100
3

) 1
2 = 4 log 3− 1

2 (log 100− log 3) = 4 log 3− 1
2 (2− log 3) = 9

2a− 1.

Zwi¦kszmy teraz poziom trudno±ci.

Przykªad 11. Niech log2 3 = a oraz log2 5 = b. Ka»dy z poni»szych logarytmów zapiszemy za pomoc¡

a oraz b.

a) log3 45 = log3 (9 · 5) =
log2 (9·5)
log2 3 = log2 32+log2 5

log2 3 = 2 log2 3+log2 5
log2 3 = 2a+b

a = 2 + b
a ,

b) log 5√8 75 = log2 (3·52)
log2 2

3
5

= log2 3+2 log2 5
3
5

= 5
3a+ 10

3 b,

c) log135 4 = log2 22

log2 (33·5) =
2 log2 2

log2 (33·5) =
2

3 log2 3+log2 5 = 2
3a+b ,

d) log15
3
5 ·log√3 5 = (log3·5 3− log3·5 5)·

log2 5

log2 3
1
2
=
(

log2 3
log2 3+log2 5 −

log2 5
log2 3+log2 5

)
· b

1
2a

= a−b
a+b ·

2b
a = 2ab−2b2

a2+ab .

Na zako«czenie zastanówmy si¦ nad zbiorem okre±lono±ci pewnych wyra»e« zawieraj¡cych pot¦gi oraz

logarytmy.

Przykªad 12. Wyznaczmy teraz wszystkie warto±ci x, dla których dane wyra»enie ma sens liczbowy.

a) Wyra»enie (3x + 5)−2 jest okre±lone, gdy nie dzielimy przez zero. Oznacza to, »e 3x + 5 6= 0, st¡d

otrzymujemy, »e x ∈ R \ {− 5
3}.

b) Wyra»enie (1− 7x)
1
4 ma sens liczbowy, gdy 1− 7x ≥ 0. Zatem x ∈ (−∞, 1

7 ].

c) Wyra»enie log3(2x− 7) ma sens liczbowy, gdy 2x− 7 > 0, st¡d mamy x ∈ ( 72 ,+∞).

d Wyra»enie log(1−x)(3x+4) jest okre±lone, gdy 3x+4 > 0 oraz 1− x > 0 i 1− x 6= 1. Otrzymujemy

st¡d, »e x ∈ (− 4
3 , 0) ∪ (0, 1).
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4. Kilka informacji o wybranych funkcjach elementarnych

Peªne zrozumienie praw pot¦gowania oraz logarytmowania wymaga nie tylko znajomo±ci przeksztaªce«

algebraicznych, ale równie» interpretacji geometrycznej w postaci wykresów funkcji pot¦gowych, wykªad-

niczych i logarytmicznych.

4.1. Funkcja pot¦gowa

Funkcj¦ pot¦gow¡ zmiennej niezale»nej x okre±lamy wzorem:

y = xs,

gdzie s to ustalona liczba rzeczywista. Przyjmujemy, »e zbiorem okre±lono±ci (dziedzin¡) tej funkcji jest

maksymalny podzbiór zbioru R, dla którego powy»sze wyra»enie ma sens liczbowy. Poni»ej przedstawimy

uporz¡dkowane podej±cie, zgodne z naturalnym rozszerzaniem poj¦cia pot¦gi: od wykªadników natural-

nych, przez caªkowite ujemne, a» po wymierne niecaªkowite.

Na rys. 1 przedstawiono wykresy kilku funkcji pot¦gowych o wykªadnikach naturalnych.

−3 −2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

y = x

y = x2

y = x3

y = x4

x

y

Rys. 1. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach naturalnych

Najwa»niejsze wªasno±ci funkcji y = xn, gdzie n ∈ N:

- funkcje s¡ parzyste w przypadku wykªadników parzystych,

- funkcje s¡ nieparzyste w przypadku wykªadników nieparzystych,

- w przypadku wykªadników nieparzystych funkcje s¡ rosn¡ce oraz ró»nowarto±ciowe,

- dziedzin¡ funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych R,

- zbiór warto±ci funkcji zale»y od wykªadnika, dla wykªadnika parzystego jest to przedziaª [0,+∞),

natomiast dla wykªadnika nieparzystego zbiór liczb rzeczywistych R,
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- dla wykªadników nieparzystych punktami wspólnymi wykresów takich funkcji s¡ punkty (0, 0),

(−1,−1), (1, 1),

- dla wykªadników parzystych punktami wspólnymi wykresów takich funkcji s¡ punkty (0, 0), (−1, 1),
(1, 1).

Na rys. 2 przedstawiono wykresy kilku funkcji pot¦gowych o wykªadnikach caªkowitych ujemnych.

Je»eli wykªadnik jest liczb¡ caªkowit¡ ujemn¡, to wzór funkcji pot¦gowej ma posta¢ y = 1
xn , gdzie n jest

liczb¡ naturaln¡ dodatni¡.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

y = 1/xy = 1/x2

y = 1/x3

y = 1/x4

x

y

Rys. 2. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach caªkowitych ujemnych

Do najwa»niejszych wªasno±ci funkcji pot¦gowych o wykªadniku caªkowitym ujemnym mo»emy zaliczy¢:

- funkcje s¡ parzyste dla n parzystych,

- funkcje s¡ nieparzyste dla n nieparzystych,

- dziedzin¡ funkcji jest zbiór R \ {0},

- zbiór warto±ci funkcji zale»y od n, dla n parzystego jest to przedziaª (0,+∞), natomiast dla n nie-

parzystego � zbiór R \ {0},

- funkcje s¡ monotoniczne przedziaªami, dla n nieparzystego funkcja maleje w przedziaªach (−∞, 0)

oraz (0,+∞), natomiast dla n parzystego funkcja ro±nie w przedziale (−∞, 0) oraz maleje w prze-

dziale (0,+∞),

- dla n nieparzystych punktami wspólnymi wykresów takich funkcji s¡ punkty (−1,−1), (1, 1),

- dla n parzystych punktami wspólnymi wykresów takich funkcji s¡ punkty (−1, 1), (1, 1),

- proste y = 0 oraz x = 0 s¡ asymptotami odpowiednio poziom¡ oraz pionow¡ ich wykresów,

- funkcje te mog¡ sªu»y¢ do opisu procesów odwrotnych do wzrostu pot¦gowego np. tªumienie, roz-

praszanie energii, spadek intensywno±ci sygnaªu.



90 M. Morawiak

Na rys. 3− 6 przedstawiono wykresy kilku funkcji pot¦gowych o wykªadnikach wymiernych niecaªko-

witych.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y = x
1
2

y = x
3
2

y = x
5
4

y = x
1
4

x

y

Rys. 3. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach wymiernych niecaªkowitych dodatnich m
n
, gdzie n jest parzyste
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4
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y = x− 1
2

y = x− 3
2

y = x− 5
4

y = x− 1
4
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Rys. 4. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach wymiernych niecaªkowitych ujemnych m
n
, gdzie n jest parzyste
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Dla wykªadnika wymiernego niecaªkowitego m
n , gdzie n jest parzyste, mo»emy wymieni¢ nast¦puj¡ce

wªasno±ci:

- dziedzina funkcji dla m
n > 0 to zbiór [0,+∞),

- dziedzina funkcji dla m
n < 0 to zbiór (0,+∞),

- zbiór warto±ci funkcji dla m
n > 0 to zbiór [0,+∞),

- zbiór warto±ci funkcji dla m
n < 0 to zbiór (0,+∞),

- dla wykªadnika wymiernego niecaªkowitego m
n < 0 proste y = 0 oraz x = 0 s¡ asymptotami

odpowiednio poziom¡ prawostronn¡ oraz pionow¡ prawostronn¡,

- je»eli m
n > 0, to funkcja jest rosn¡ca,

- je»eli m
n < 0, to funkcja jest malej¡ca.

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

y = x
1
3

y = x
5
3

y = x
2
5

y = x
4
3 x

y

Rys. 5. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach wymiernych niecaªkowitych dodatnich m
n
, gdzie n jest nieparzyste
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Rys. 6. Funkcje pot¦gowe o wykªadnikach wymiernych niecaªkowitych ujemnych m
n
, gdzie n jest nieparzyste

W przypadku wykªadnika wymiernego niecaªkowitego m
n , gdzie n jest nieparzyste, mo»emy wymieni¢

nast¦puj¡ce wªasno±ci:

- dziedzina funkcji dla m
n > 0 to zbiór liczb rzeczywistych R,

- dziedzina funkcji dla m
n < 0 to zbiór R \ {0},

- zbiór warto±ci funkcji dla m
n > 0 to zbiór liczb rzeczywistych R,

- zbiór warto±ci funkcji dla m
n < 0 to zbiór R \ {0},

- dla wykªadnika wymiernego niecaªkowitego m
n < 0 proste y = 0 oraz x = 0 s¡ asymptotami

odpowiednio poziom¡ oraz pionow¡ ich wykresów,

- funkcja jest monotoniczna przedziaªami,

- je»eli m jest liczb¡ parzyst¡, to funkcja jest parzysta,

- je»eli m jest liczb¡ nieparzyst¡, to funkcja jest nieparzysta.

4.2. Funkcja wykªadnicza

Funkcj¦ wykªadnicz¡ zmiennej niezale»nej x okre±lamy wzorem:

y = ax,

gdzie a jest liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡ ró»n¡ od 1, a dziedzin¡ funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych.

Wykresy funkcji wykªadniczych maj¡ ró»ne wªasno±ci w zale»no±ci od tego, czy a > 1, czy 0 < a < 1.
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Rys. 7. Funkcje wykªadnicze

Funkcje wykªadnicze opisuj¡ procesy multiplikatywne w czasie: wzrost populacji, rozpad promienio-

twórczy, tªumienie sygnaªu. Przedstawmy zatem kilka ich wªasno±ci:

- funkcja wykªadnicza jest ró»nowarto±ciowa,

- dla a > 1 funkcja wykªadnicza jest rosn¡ca,

- dla 0 < a < 1 funkcja wykªadnicza jest malej¡ca,

- wykres ka»dej funkcji wykªadniczej przechodzi przez punkt (0, 1),

- dziedzin¡ funkcji wykªadniczej jest zbiór liczb rzeczywistych R,

- zbiorem warto±ci funkcji wykªadniczej jest przedziaª (0,+∞),

- prosta y = 0 jest asymptot¡ poziom¡ prawostronn¡ dla 0 < a < 1,

- prosta y = 0 jest asymptot¡ poziom¡ lewostronn¡ dla a > 1,

- funkcja wykªadnicza jest ograniczona z doªu.

4.3. Funkcja logarytmiczna

Funkcj¦ logarytmiczn¡ zmiennej niezale»nej x okre±lamy wzorem:

y = loga x,
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gdzie a jest liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡ ró»n¡ od 1, a dziedzin¡ jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich.

Funkcja logarytmiczna jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji wykªadniczej, a wªasno±ci jej wykresu zale»¡ od

tego, czy a > 1, czy te» 0 < a < 1.
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3
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Rys. 8. Funkcje logarytmiczne

Na zako«czenie przedstawmy kilka wªasno±ci funkcji logarytmicznych:

- funkcja logarytmiczna jest ró»nowarto±ciowa,

- dla a > 1 funkcja logarytmiczna jest rosn¡ca,

- dla 0 < a < 1 funkcja logarytmiczna jest malej¡ca,

- wykres ka»dej funkcji logarytmicznej przechodzi przez punkt (1, 0),

- dziedzin¡ funkcji logarytmicznej jest przedziaª (0,+∞),

- zbiorem warto±ci funkcji logarytmicznej jest zbiór liczb rzeczywistych R,

- prosta x = 0 jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ wykresów funkcji logarytmicznych.

5. Podsumowanie

Podsumowuj¡c, prawa pot¦gowania i logarytmowania s¡ nie tylko zbiorem matematycznych wzorów,

lecz przede wszystkim narz¦dziem uªatwiaj¡cym analiz¦ i rozwi¡zywanie wielu problemów obliczenio-

wych. Ich znajomo±¢ pozwala upraszcza¢ dziaªania, poprawnie przeksztaªca¢ wyra»enia algebraiczne oraz
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sprawniej rozwi¡zywa¢ równania i zadania praktyczne. Zrozumienie tych praw stanowi istotny element

dalszego ksztaªcenia matematycznego oraz rozwijania umiej¦tno±ci logicznego my±lenia.

Przedstawione tre±ci pokazuj¡, »e skuteczne opanowanie praw pot¦gowania i logarytmowania wymaga

nie tylko zapami¦tania wzorów, ale przede wszystkim ich ±wiadomego stosowania w ró»nych sytuacjach

matematycznych. Regularne ¢wiczenia oraz analiza przykªadów pomagaj¡ utrwali¢ zdobyte wiadomo-

±ci i zwi¦kszaj¡ pewno±¢ w rozwi¡zywaniu zada«. Zdobyta wiedza mo»e stanowi¢ solidn¡ podstaw¦ do

nauki bardziej zaawansowanych zagadnie« matematycznych i ich zastosowa« w innych dziedzinach nauki.

6. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Korzystaj¡c z praw pot¦gowania, oblicz:

57

55
,a) 23 · 22,b)

1
1
4

· 1
8
,c)

(
32
)3 · 13
35

,d)

210 · 310

95
,e)

68 · 158

98 · 58
,f)

√
8− 5

√
2

3
,g)

3
√
64 + 50

27
,h)

950 + 8126

2734
,i)

4
√
3 · 4
√
27

5
√
8 · 5
√
4
.j)

Zadanie 2. Korzystaj¡c z praw logarytmowania, oblicz:

log2
1

4
,a) log

4
√
1000,b) log3 81 + log 3

1

3
,c)

log2 7 + log2
4

7
,d)

log3 7

log3 49
,e) log√2 (2 ·

3
√
4),f)

log5 925− log5 37,g)
7log7 8

log2 128
,h) log 4√27 (9 ·

4
√
3),i)

log2 3 · log3 4 · log4 5 · log5 6
log2 12 + log2 3

.j)

Zadanie 3. Podane wyra»enie zapisz w postaci jednej pot¦gi:

√
2 · 3
√
4 · 4
√
8,a)

√
3
√
2 · 8

4
√
128

,b) 2log2 27 · 4

√√
3 · 9 · 1

3
√
81

,c)

√
b3 · b,d)

√√√
a · a · a,e)

3
√
x2 · 4
√
x3

5
√
x4

,f)

a4 ·
(

3
√
b
)12

√
a ·
√
a3 · b2

,g)

√
x+
√
x3 +

√
x5

1 + x+ x2
,h)

(
log3(3a

3)− 3 log3 a
)
·
√
a · 4
√
a3√√
a

.i)

Zadanie 4. Niech log3 4 = a oraz log3 7 = b. Ka»dy z poni»szych logarytmów zapisz za pomoc¡ a oraz b.

log3 28,a) log3 49,b) log4 3,c) log4 7,d)

log 3√3 (
3
√
7 · 16),e)

log2 21

log49 12
,f)
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Zadanie 5. Podane wyra»enia zapisz w postaci jednego logarytmu.

log2 4 + log2 7,a) log6 7− log6 10,b) log5 4− 3,c)

log3 5 + 2

log3 7
,d) 2 log x+ 3 log 2x,e)

1

2
log y2 +

1

3
log y3 +

1

4
log y4,f)

log√a 4− loga 8,g) loga b+ log√a b+ log 3
√
a b,h)

Zadanie 6. Oblicz:

2
√
2 · 4

16 ·
√
8
,a) √

2 ·
√
2

4
√
8

,b)

log5 125 + log3
1

9
+ log5 5

√
5,c)

log5
1

25
+ log2 4

√
2 + 10log 4,d)√√

16 +
4
√
8

8
√
64

,e)

4100 + 498

499 + 4101
,f)

log√√
8

√√√
32 +

2 · 4 · 8 · 16 · 32 · 64 · 128 · 256 · 512 · 1024
3211

,g)

log3 11 · log3 27− log3 11
√
2 · 3 · 8 · 16 ·

√
1

1024

,h)

333 + 916 + 2711

818 + 2436
+ log 10√512

5
√
8.i)

Zadanie 7. Dla jakich warto±ci x poni»sze wyra»enia maj¡ sens liczbowy?

(x+ 2)
2
,a) (x− 1)

−3
,b) (4x− 5)

2
5 ,c)

(x+ 3)
5
2 ,d) (2x+ 1)

− 2
3 ,e) (3x− 1)

− 3
2 ,f)

log2 (x+ 1),g) log (5− 4x),h) log(2x+1) 7,i)

log(3x+2) (5− 2x).j)

Odpowied¹ 1.

25,a) 32,b) 1
2 ,c) 1,d)

1024 = 210,e) 256 = 28,f) −
√
2,g) 1

3 ,h)

82
9 ,i) 3

2 .j)
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Odpowied¹ 2.

−2,a) 3
4 ,b) 3,c) 2,d)

1
2 ,e) 10

3 ,f) 2,g) 8
7 ,h)

2,i) 1
2 = log2 6

log2 36 = log36 6.j)

Odpowied¹ 3.

2
23
12 ,a) 2−

1
12 ,b) 3

55
24 ,c) b

5
2 ,d)

a
7
8 ,e) x

37
60 ,f) (ab)2,g) x

1
2 ,h)

a1.i)

Odpowied¹ 4.

a+ b,a) 2b,b) 1
a ,c) b

a ,d)

2
9b+

4
3a,e) a+2b

a · 2b
a+1 .f)

Odpowied¹ 5.

log2 28,a) log6
7
10 ,b) log5

4
125 ,c) log7 45,d)

log(8x5),e) log (y3),f) loga 2,g) loga (b
6).h)

Odpowied¹ 6.

1
4 ,a) 1,b) 5

2 ,c) 9
2 ,d)

3,e) 17
68 ,f) 11

6 ,g) 16,h)

209
30 .i)

Odpowied¹ 7.

x ∈ R,a) x ∈ R \ {1},b) x ∈ R,c) x ∈ [−3,+∞),d)

x ∈ R \ {− 1
2},e) x ∈ ( 13 ,+∞),f) x ∈ (−1 +∞),g) x ∈ (−∞, 5

4 ),h)

x ∈ (− 1
2 ,+∞) \ {0},i) x ∈ (− 2

3 ,
5
2 ) \ {−

1
3}.j)
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