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Wydziaª Matematyki Stosowanej, Politechnika �l¡ska w Gliwicach

Pochodna funkcji jednej zmiennej i jej wªasno±ci � zadania
testowe

Streszczenie. Artykuª zawiera zestaw zada« testowych sprawdzaj¡cych wiedz¦ o pochodnej
funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej, ró»niczce i ich zastosowaniach. Przeznaczony
jest dla nauczycieli akademickich, którzy szukaj¡ inspiracji dydaktycznych. Mo»e si¦ przyda¢ tak»e
studentom do sprawdzenia swojej wiedzy czy powtórek przed egzaminami. Prezentowane zadania
wybrano z archiwalnych testów i egzaminów z analizy matematycznej.

Sªowa kluczowe: pochodna funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej, ró»niczka, mono-
toniczno±¢ i wypukªo±¢, ekstrema lokalne, twierdzenia o warto±ci ±redniej.

Wst¦p

Zamieszczone w tym artykule zadania wykorzystywaªam w mojej pracy dydaktycznej. Od ponad

dwudziestu lat egzaminy z analizy matematycznej przeprowadzam w formie testów � najpierw byªy one

w wersji papierowej, a od czasów zdalnej edukacji jako testy na platformie Moodle (oczywi±cie pytania s¡

losowane z ró»nych kategorii). Moje kursy na Moodle'u zawieraj¡ te» testy, które mo»na traktowa¢ jako

egzaminy próbne (studenci w dogodnym dla siebie czasie mog¡ sprawdzi¢ swoj¡ wiedz¦).

Pomin¦ªam tu standardowe pytania typu zde�niowa¢ ..., wyprowadzi¢ wzór na pochodn¡ funkcji ...,

sformuªowa¢ twierdzenie ..., udowodni¢, »e ..., poda¢ warunek konieczny dla .... Takie pytania speªnia-

j¡ swoj¡ rol¦ na egzaminie ustnym, podczas którego mo»na dopyta¢ studenta o szczegóªy, np. dlaczego

wa»ne jest zaªo»enie, w którym miejscu korzystamy z konkretnych warunków, dlaczego co± jest koniecz-

ne/wystarczaj¡ce. Na egzaminie pisemnym mo»na jedynie sprawdzi¢, czy zdaj¡cy zna konkretn¡ de�nicj¦

lub twierdzenie (co te» jest zakªadanym efektem uczenia si¦). W testach realizuje si¦ to najcz¦±ciej przez

pytania wielokrotnego wyboru czy zdania do uzupeªnienia; przykªady takich pyta« w ró»nych wariantach

znajduj¡ si¦ w tym artykule. Pozostaªe zadania sprawdzaj¡ zrozumienie materiaªu i kojarzenie faktów.

Zadania testowe zostaªy podzielone na sze±¢ grup. W pierwszej sekcji zamieszczono zadania dotycz¡ce

de�nicji, wªasno±ci i interpretacji geometrycznej pochodnej, w drugiej � ró»niczek rz¦du pierwszego i dru-

giego, w trzeciej � twierdze« o warto±ci ±redniej i reguªy de l'Hospitala, w czwartej � monotoniczno±ci

i ekstremów lokalnych, w pi¡tej � pochodnej rz¦du drugiego. Ostatnia grupa zada« to zadania �rysun-

kowe�, które sprawdzaj¡ niejako przekrojowo wiedz¦ o pochodnych (i nie tylko). Oczywi±cie powy»szy

podziaª nie jest ±cisªy, sªu»y raczej jakiemu± w miar¦ logicznemu uporz¡dkowaniu tre±ci.
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Prezentowane zadania maj¡ ró»ny stopie« trudno±ci. S¡ to zdania do uzupeªnienia oraz pytania wielo-

krotnego wyboru (czasami tylko jedna odpowied¹ jest poprawna). Niektóre odpowiedzi s¡ bezsensowne,

ale jest to zabieg celowy. Zamie±ciªam tak»e kilka pyta« opisowych, które nie nadaj¡ si¦ do testu na

platformie Moodle, ale pojawiaj¡ si¦ na moich kartkówkach z teorii.

1. Pochodna � de�nicja, interpretacja, wªasno±ci

1. Niech f : D → R, D ⊂ R, x0 ∈ D, h 6= 0. Wyra»enie
f(x0 + h)− f(x0)

h
nazywamy

a) pochodn¡ funkcji f w punkcie x0

b) pochodn¡ funkcji f w punkcie h

c) ilorazem ró»nicowym

d) ilorazem ró»niczkowym

e) ró»niczk¡ funkcji f

2. Niech y = f(x). Która z poni»szych granic (zakªadaj¡c, »e jest sko«czona) jest równa f ′(x)?

a) lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x

b) lim
∆x→0

f(x+ ∆x) + f(x)

∆x

c) lim
∆x→∞

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x

d) lim
∆x→∞

f(x−∆x)− f(x)

∆x

3. Pochodn¡ funkcji y = f(x) w punkcie a ∈ Df nazywamy sko«czon¡ granic¦

a) lim
h→0

f(a+ h)− f(x)

h

b) lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

c) lim
h→0

f(a− h) + f(a)

h

d) lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

e) lim
x→0

f(x)− f(a)

x− a

f) lim
x→+∞

f(x)− f(a)

x− a

4. Df 6= Df ′ dla funkcji okre±lonej wzorem

a) f(x) = arcsinx

b) f(x) = arctanx

c) f(x) = sinx
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d) f(x) = tanx

5. Df 6= Df ′ dla funkcji okre±lonej wzorem

a) f(x) = lnx

b) f(x) = | lnx|

c) f(x) = ln |x|

d) f(x) = ln(1−
√
x)

e) f(x) = ln(
√
x− 1)

6. Funkcje f i f ′ maj¡ jednakowe dziedziny, je±li

a) f(x) = lnx

b) f(x) = | lnx|

c) f(x) =
√
x2

d) f(x) =
4
√
x3

e) f(x) =
3
√
x4

7. Naszkicowa¢ krzyw¡ y = f ′(x), gdzie f(x) = |x|.

8. Naszkicowa¢ krzyw¡ y = f ′(x), gdzie f(x) = lnx.

9. Naszkicowa¢ krzyw¡ y = f ′(x), gdzie f(x) = arccosx.

10. Zaznaczy¢ zdania prawdziwe dotycz¡ce funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej

a) Je»eli f jest ró»niczkowalna w a, to f jest ci¡gªa w a.

b) Je»eli f jest ci¡gªa w a, to f jest ró»niczkowalna w a.

c) Ci¡gªo±¢ jest konieczna dla ró»niczkowalno±ci.

d) Ci¡gªo±¢ jest wystarczaj¡ca dla ró»niczkowalno±ci.

11. Zaznaczy¢ zdania prawdziwe dotycz¡ce funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej

a) Ka»da funkcja ci¡gªa w a jest te» ró»niczkowalna w a.

b) Ka»da funkcja ró»niczkowalna w a jest te» ci¡gªa w a.

c) Istnieje funkcja ci¡gªa i nieró»niczkowalna w a.

d) Istnieje funkcja nieci¡gªa i ró»niczkowalna w a.

12. Wiadomo, »e f(a) = 10 i f ′(a) = 3. Zatem lim
x→a

f(x) =
.............

13. Styczna do krzywej

a) to prosta, która ma z t¡ krzyw¡ dokªadnie jeden punkt wspólny

b) to graniczne poªo»enie siecznej

c) mo»e mie¢ z t¡ krzyw¡ nawet niesko«czenie wiele punktów wspólnych
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14. Niech f : D → R, D ⊂ R, x0 ∈ D. Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x0, to f ′(x0) jest

wspóªczynnikiem kierunkowym

a) stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie x0

b) siecznej do krzywej y = f(x) w punkcie x0

c) stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie (x0, f(x0))

d) siecznej do krzywej y = f(x) przechodz¡cej przez punkt (x0, f(x0))

15. Je»eli f(x) = x 3
√
x− 3

2x, to wspóªczynnik kierunkowy stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie P (8, 4)

jest równy .....

16. Je»eli f(x) = 2 cosx−3 sin 2x, to wspóªczynnik kierunkowy normalnej do krzywej y = f(x) w punkcie

P (0, 2) jest równy .....

17. Prosta 2x−4y+1 = 0 jest styczna do krzywej y = f(x) w punkcie P (a, b). Wnioskujemy, »e f ′(a) = ....

18. Normalna do krzywej y = f(x) w punkcie P (a, b) ma równanie 2x+3y = 5. Wnioskujemy, »e f ′(a) = ....

19. Normalna do krzywej y = f(x) w pewnym punkcie ma równanie x = 2. Na podstawie tej informacji

mo»emy stwierdzi¢, »e

a) f ′(2) = 0

b) f ′(0) = 2

c) f nie jest ró»niczkowalna w punkcie 2

d) styczna do krzywej y = f(x) w punkcie (2, f(2)) nie istnieje

e) styczna do krzywej y = f(x) w pewnym punkcie ma równanie y = 0

f) styczna do krzywej y = f(x) w pewnym punkcie ma równanie y = f(2)

20. Funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne w przedziale 〈0, 5〉. Wiadomo, »e:

f(2) = 5, f ′(2) = 3, g(2) = 1, g′(2) = −12.

Zatem styczna do krzywej

x = f(t)

y = g(t), t ∈ 〈0, 5〉
w punkcie odpowiadaj¡cym parametrowi t0 = 2 ma

równanie ........................

21. Styczna do krzywej

x = f(t)

y = g(t), t ∈ (0, 5)
w punkcie odpowiadaj¡cym parametrowi t0 = 3 ma rów-

nanie y = 2x+ 5. Wiadomo, »e f ′(3) = 1
4 . Zatem g′(3) = .............

22. Krzywa y = |x− 1| w punkcie (1, 0)

a) nie ma stycznej

b) ma jedn¡ styczn¡, któr¡ jest prosta o równaniu y = 0

c) ma jedn¡ styczn¡, któr¡ jest prosta o równaniu x = 0

d) ma dwie styczne o równaniach y = x− 1 i y = −x+ 1
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e) ma dwie styczne o równaniach y = x+ 1 i y = −x− 1

f) ma niesko«czenie wiele stycznych

23. Funkcja f jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie swojej dziedziny oraz

f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1,

f ′(1) = −0, 2, f ′(2) = 5, f ′(3) = 100.

Wiadomo, »e f = g−1. Zatem g′(2) = ....

24. Wiadomo, »e funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne we wszystkich punktach swoich dziedzin oraz h = g ◦ f .
Je»eli:

f(0) = 3, f(1) = 0, f(3) = 4, f ′(0) = −10, f ′(1) = 20, f ′(3) = 14,

g(0) = 5, g(3) = 2, g(4) = 1, g′(0) = 4, g′(3) = −22, g′(4) = −20,

to h′(1) = ....

25. Wiadomo, »e funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne we wszystkich punktach swoich dziedzin oraz h = f ◦ g.
Je»eli:

f(1) = 0, f(2) = 5, f(5) = 4, f ′(1) = −10, f ′(2) = 20, f ′(5) = 14,

g(0) = 5, g(3) = 2, g(4) = 1, g′(0) = −4, g′(3) = 22, g′(4) = −20,

to h′(4) = ....

2. Ró»niczka

1. Je»eli f(x) = x5−3x
x2 , a = 2, dx = −0, 02, to df |a = .............

2. Je»eli df |a = 0, 006 przy ∆x = 0, 004, to f ′(a) = .............

3. Je»eli f(x) = lnx, a = 3, dx = 0, 6, to d2f |a = .............

4. Niech f : D → R, D ⊂ R, x0 ∈ D. Je»eli istnieje ró»niczka funkcji f w punkcie x0, to jest ona równa

a) f ′(x0)

b) f ′(x0)dx

c) f ′(x0)dy

d) f ′(x0)∆x

e) f ′(x0)∆y

f) f(x0)∆y

5. Niech f : D → R, D ⊂ R, x0 ∈ D. Je»eli istnieje druga ró»niczka funkcji f w punkcie x0, to jest ona

równa

a) (f ′(x0)dx)
′
dx

b) f ′′(x0)
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c) f ′′(x0)dx2

d) (f ′(x0)dx)
′

e) f ′′(x0) (∆x)
2

f) f ′′(x0)d2x

6. Niech f : D → R, D ⊂ R. Je»eli istnieje druga ró»niczka funkcji f , to jest ona równa

a) f ′′(x0)

b) f ′′(x)d2x

c) f ′′(x)dx2

d) (f ′(x0)dx)
′

e) (f ′(x0)dx)
′
dy

f) (f ′(x)dx)
′
dx

7. Je»eli funkcje u i v s¡ ró»niczkowalne, to

a) d(2u− v) = 2du− dv

b) d(uv) = du · dv

c) d(u2) = 2udu

d) d(u2) = (du)2

e) d(u2) = d2u

f) d
(

u2

v2

)
= 2u

v3 (vdu+ udv) (przy zaªo»eniu, »e v 6= 0)

g) d
(

u2

v2

)
= 2u

v3 (vdu− udv) (przy zaªo»eniu, »e v 6= 0)

8. Niech y = f(x) b¦dzie ró»niczkowaln¡ funkcj¡ rzeczywist¡ zmiennej rzeczywistej. Czy pochodna tej

funkcji jest ilorazem ró»niczek dy i dx?

a) tak, zawsze

b) czasami, np. gdy dy 6= 0

c) czasami, np. gdy f ′(x) 6= 0

d) nigdy

3. Twierdzenia o warto±ci ±redniej i reguªa de l'Hospitala

1. Do funkcji f(x) = |x|+ 2 w przedziale 〈−1, 1〉 nie mo»na zastosowa¢ twierdzenia Rolle'a, poniewa»

a) funkcja f nie jest ci¡gªa w podanym przedziale

b) funkcja f nie jest ró»niczkowalna w 0

c) nie jest speªniony warunek f(−1) = f(1)

d) funkcja f ma zbyt du»o ekstremów
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2. Twierdzenie Rolle'a mo»e by¢ zastosowane do funkcji

a) f(x) = |x) w przedziale 〈−3, 3〉

b) f(x) = (x− 1)3 w przedziale 〈−1, 3〉

c) f(x) = sinx w przedziale 〈0, π〉

d) f(x) = ln(x2 − 1) w przedziale 〈−2, 2〉

3. Funkcja f jest ci¡gªa w 〈1, 5〉, ró»niczkowalna w (1, 5), f(1) = 3 i f(5) = −2. Twierdzenie Lagrange'a

mówi, »e w pewnym punkcie c ∈ (1, 5) pochodna funkcji f jest równa ............

4. W dowodzie twierdzenie Lagrange'a potrzebne jest twierdzenie

a) Rolle'a

b) Fermata

c) Weierstrassa

d) Cauchy'ego

e) Taylora

5. Je»eli w twierdzeniu Lagrange'a zaªo»ymy dodatkowo, »e f(a) = f(b), to otrzymamy twierdzenie

a) Rolle'a

b) Fermata

c) Weierstrassa

d) Cauchy'ego

e) Taylora

6. Je»eli w twierdzeniu Cauchy'ego zaªo»ymy dodatkowo, »e f(x) = x, to otrzymamy twierdzenie

a) Rolle'a

b) Fermata

c) Weierstrassa

d) Lagrange'a

e) Taylora

7. Aby udowodni¢ twierdzenie ...................., zastosowali±my na wykªadzie twierdzenie ..................

do funkcji ϕ(x) =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· (g(x)− g(a))− f(x) + f(a).

8. Wielomian Taylora dla pewnej funkcji f ma posta¢ T4(x) = 3− 2(x− 1)2 + 1
3 (x− 1)4. Wnioskujemy,

»e:

f(...) = 3, f ′(1) = ..... , f ′′(1) = ..... , f (4)(1) = .....
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9. Je»eli f ∈ C4(R) oraz f(5) = 2, f ′(5) = 0, f ′′(5) = −6, f ′′′(5) = 1, to z twierdzenia Taylora mamy:

∀x ∈ ...... f(x) = .............................................................................................. ,

gdzie ........ jest pewn¡ liczb¡ ............................

10. Do oblicze« przybli»onych mo»na zastosowa¢ ró»niczk¦ lub wzór Taylora. Kiedy warto skorzysta¢

z ró»niczki? Dlaczego?

11. Do oblicze« przybli»onych mo»na zastosowa¢ ró»niczk¦ lub wzór Taylora. Kiedy warto skorzysta¢ ze

wzoru Taylora? Dlaczego?

12. Reguª¦ de l'Hospitala mo»na zastosowa¢ do obliczenia

a) lim
x→0

x+ sin 2x

2x− cosx

b) lim
x→0

x+ sinx

x cosx

c) lim
x→1

arccotx

x2 − 3x+ 2

d) lim
x→1

π − 4arccotx

x2 − x

e) lim
x→+∞

arctanx− x
ln(1 + x2)

f) lim
x→+∞

arccosx

1− lnx

13. Do której granicy nie mo»na zastosowa¢ reguªy de l'Hospitala?

a) lim
x→−∞

e1−x

x2 − x

b) lim
x→−∞

e1+x

x2 − x

c) lim
x→+∞

e1+x

x2 − x

d) lim
x→1−

lnx

arctanx

e) lim
x→1−

lnx

arccosx

f) lim
x→1

π − 2arcsinx

x2 − 3x+ 2

g) lim
x→1

π − 2arccosx

x2 − 3x+ 2

14. Je»eli lim
x→2

f(x) = lim
x→2

g(x) = 0, to mo»e si¦ zdarzy¢, »e

a) lim
x→2

f(x)

g(x)
= 3 i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
= −3

b) lim
x→2

f(x)

g(x)
= 3 i lim

x→2

g′(x)

f ′(x)
=

1

3

c) lim
x→2

f(x)

g(x)
= 3 i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
nie istnieje
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d) lim
x→2

f(x)

g(x)
= 3 i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
= +∞

e) lim
x→2

f(x)

g(x)
nie istnieje i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
nie istnieje

f) lim
x→2

f(x)

g(x)
nie istnieje i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
= −∞

g) lim
x→2

f(x)

g(x)
nie istnieje i lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
= − ln 2

4.Monotoniczno±¢ i ekstrema

1. Zaznaczy¢ zdania prawdziwe (zakªadamy, »e f jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡)

a) ∀x∈(a,b) f
′(x) > 0⇒ f jest rosn¡ca w (a, b)

b) ∀x∈(a,b) f
′(x) < 0⇒ f jest rosn¡ca w (a, b)

c) ∀x∈(a,b) f
′(x) ≥ 0⇒ f jest rosn¡ca w (a, b)

d) ∀x∈(a,b) f
′(x) ≤ 0⇒ f jest rosn¡ca w (a, b)

e) f jest rosn¡ca w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x) > 0

f) f jest rosn¡ca w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x) < 0

g) f jest rosn¡ca w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x) ≥ 0

h) f jest rosn¡ca w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x) ≤ 0

2. Je»eli pochodna funkcji f w pewnym przedziale I jest nieujemna, to

a) f jest rosn¡ca w I

b) f jest malej¡ca w I

c) f jest nierosn¡ca w I

d) f jest niemalej¡ca w I

3. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w przedziale (a, b). Uzupeªni¢:

• f jest malej¡ca w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x)........

• ∀x∈(a,b) f
′(x).......⇒ f jest malej¡ca w (a, b)

4. Wiadomo, »e f ′(x) > 0⇔ x ∈ (0, 1). Czy funkcja f jest rosn¡ca w przedziale 〈0, 1〉? Dlaczego?

5. Wiadomo, »e f ′(x) > 0⇔ x ∈ (0, 1) ∪ (3,+∞). Zatem

a) funkcja f jest ci¡gªa w zbiorze (0, 1) ∪ (3,+∞)

b) funkcja f jest ci¡gªa w zbiorze 〈0, 1〉 ∪ 〈3,+∞)

c) funkcja f jest rosn¡ca w zbiorze (0, 1) ∪ (3,+∞)

d) funkcja f jest rosn¡ca w zbiorze 〈0, 1〉 ∪ 〈3,+∞)
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e) funkcja f jest rosn¡ca w przedziaªach (0, 1) oraz (3,+∞)

f) funkcja f jest rosn¡ca w przedziaªach 〈0, 1〉 oraz 〈3,+∞)

g) funkcja f jest rosn¡ca dla x ∈ (0, 1) i dla x ∈ (3,+∞)

h) funkcja f jest rosn¡ca w punkcie (0, 1)

6. Kiedy prawdziwe jest zdanie:

� [f ′(x) > 0⇔ x ∈ (0, 1) ∪ (3,+∞)]⇒ f jest rosn¡ca w zbiorze (0, 1) ∪ (3,+∞)�?

a) zawsze

b) czasami

c) nigdy

7. Zdanie: �[f ′(x) > 0⇔ x ∈ (0, 1)∪(3,+∞)]⇒ f jest rosn¡ca w zbiorze (0, 1)∪(3,+∞)� jest prawdziwe,

je±li ..........................

8. Funkcja f jest rosn¡ca w przedziale I, funkcja g jest malej¡ca w przedziale I oraz ∀x∈I |f ′(x)| > |g′(x)|.
Funkcja h = f + g w przedziale I jest

a) rosn¡ca

b) malej¡ca

c) trudno powiedzie¢ (za maªo informacji)

9. Jeden z wniosków z twierdzenia Lagrange'a mówi, »e je»eli f ′(x) > 0 dla ka»dego x z przedziaªu I,

to funkcja f jest rosn¡ca w przedziale I. Poda¢ dwa powody, dla których twierdzenie odwrotne jest

nieprawdziwe.

10. Je»eli f ′(x0) = 0 i f ′ zmienia znak przy przej±ciu przez x0, to ekstremum lokalnym funkcji f jest

a) x0

b) f(x0)

c) (x0, f(x0))

11. Je»eli f ′(a) = 0, to

a) f ma ekstremum lokalne w a

b) f mo»e mie¢ ekstremum lokalne w a

c) f jest ci¡gªa w a

d) f mo»e by¢ nieci¡gªa w a

e) y = f(x) ma poziom¡ styczn¡

f) y = f(x) ma pionow¡ styczn¡

g) a jest punktem wewn¦trznym Df

h) a mo»e by¢ punktem izolowanym Df
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12. Je»eli funkcja f ma w punkcie 2 maksimum lokalne równe 5, to

a) f ′(2) = 0

b) f ′(2) nie istnieje

c) f ′(2) = 0 lub f ′(2) nie istnieje

d) f ′(5) = 0

e) f ′(5) nie istnieje

f) f ′(5) = 0 lub f ′(5) nie istnieje

13. Je»eli funkcja ró»niczkowalna f ma w punkcie 2 maksimum lokalne równe 5, to

a) f ′(2) = 0

b) f ′(2) mo»e nie istnie¢

c) f ′ zmienia znak z + na − przy przej±ciu przez 2

d) f ′ zmienia znak z − na + przy przej±ciu przez 2

14. Wiadomo, »e f(a) = 5, lim
x→a−

f(x) = 1, lim
x→a+

f(x) = 2, f ′(x) > 0 dla x ∈ R \ {a}. Wynika st¡d, »e

a) f jest ci¡gªa w a

b) f jest nieci¡gªa w a

c) f ma minimum lokalne w a

d) f ma maksimum lokalne w a

e) f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a

f) f ma ekstremum lokalne w punkcie (a, 5)

g) minimum lokalne funkcji f to 5

h) minimum lokalne funkcji f to (a, 5)

i) maksimum lokalne funkcji f to 5

j) maksimum lokalne funkcji f to (a, 5)

15. Wiadomo, »e f(a) = 2, lim
x→a−

f(x) = 5, lim
x→a+

f(x) = 1, f ′(x) > 0 dla x ∈ R \ {a}. Wynika st¡d, »e

a) f jest ci¡gªa w a

b) f jest nieci¡gªa w a

c) f ma minimum lokalne w a

d) f ma maksimum lokalne w a

e) f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a

f) f ma ekstremum lokalne w punkcie (a, 2)

g) minimum lokalne funkcji f to 2

h) minimum lokalne funkcji f to (a, 2)
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i) maksimum lokalne funkcji f to 2

j) maksimum lokalne funkcji f to (a, 2)

16. Przypu±¢my, »e

f(10) = 8, f ′(10) = f ′′(10) = 0, f ′′′(10) = −7,

g(20) = 5, g′(20) = g′′(20) = g′′′(20) = 0, g(4)(20) = 3.

Wnioskujemy, »e .................. lokalne funkcji ........ to ..........,

funkcja ....... nie ma ekstremum lokalnego w ....... .

5. Druga pochodna i jej interpretacja

1. Je»eli f ′′(x) < 0 dla ka»dego x z pewnego przedziaªu I, to wykres funkcji f w tym przedziale le»y

a) nad odpowiedni¡ styczn¡

b) pod odpowiedni¡ styczn¡

c) nad odpowiedni¡ sieczn¡

d) pod odpowiedni¡ sieczn¡

2. Zaznaczy¢ zdania prawdziwe (zakªadamy, »e f jest funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡)

a) ∀x∈(a,b) f
′′(x) > 0⇒ f jest wypukªa w (a, b)

b) ∀x∈(a,b) f
′′(x) < 0⇒ f jest wypukªa w (a, b)

c) ∀x∈(a,b) f
′′(x) ≥ 0⇒ f jest wypukªa w (a, b)

d) ∀x∈(a,b) f
′′(x) ≤ 0⇒ f jest wypukªa w (a, b)

e) f jest wypukªa w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′′(x) > 0

f) f jest wypukªa w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′′(x) < 0

g) f jest wypukªa w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′′(x) ≥ 0

h) f jest wypukªa w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′′(x) ≤ 0

3. Niech f b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ w przedziale (a, b). Uzupeªni¢:

• f jest wkl¦sªa w (a, b)⇒ ∀x∈(a,b) f
′(x)........

• ∀x∈(a,b) f
′(x).......⇒ f jest wkl¦sªa w (a, b)

4. Funkcja f jest wypukªa w przedziale I, funkcja g jest wkl¦sªa w przedziale I oraz ∀x∈I |f ′′(x)| < |g′′(x)|.
Funkcja h = f + g w przedziale I jest

a) wypukªa

b) wkl¦sªa

c) trudno powiedzie¢ (za maªo informacji)
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5. Przypu±¢my, »e ∀x∈(a,b) f
′′(x) > 0 ∧ g′′(x) < 0. Funkcja h = f − g w przedziale (a, b) jest

a) wypukªa

b) wkl¦sªa

c) trudno powiedzie¢ (za maªo informacji)

6. Prosta x = 5 jest asymptot¡ krzywej y = f(x), x ∈ (−∞, 5). Mo»e si¦ zdarzy¢, »e

a) ∃ε>0∀x∈(5−ε,5) f
′(x) > 0 ∧ f ′′(x) > 0

b) ∃ε>0∀x∈(5−ε,5) f
′(x) < 0 ∧ f ′′(x) > 0

c) ∃ε>0∀x∈(5−ε,5) f
′(x) > 0 ∧ f ′′(x) < 0

d) ∃ε>0∀x∈(5−ε,5) f
′(x) < 0 ∧ f ′′(x) < 0

e) »aden z powy»szych warunków nie jest speªniony

7. Prosta y = 5 jest asymptot¡ krzywej y = f(x), x ∈ (0,+∞). Mo»e si¦ zdarzy¢, »e

a) ∃a>0∀x∈(a,+∞) f
′(x) > 0 ∧ f ′′(x) > 0

b) ∃a>0∀x∈(a,+∞) f
′(x) < 0 ∧ f ′′(x) > 0

c) ∃a>0∀x∈(a,+∞) f
′(x) > 0 ∧ f ′′(x) < 0

d) ∃a>0∀x∈(a,+∞) f
′(x) < 0 ∧ f ′′(x) < 0

e) »aden z powy»szych warunków nie jest speªniony

8. Funkcja f(x) = x− lnx w przedziale (0, 1) jest

a) rosn¡ca i wypukªa

b) rosn¡ca i wkl¦sªa

c) malej¡ca i wypukªa

d) malej¡ca i wkl¦sªa

9. Krzywa y = x5 − 10
3 x

3 + 2x+ 5

a) nie ma punktów przegi¦cia

b) ma dokªadnie jeden punkt przegi¦cia

c) ma dokªadnie dwa punkty przegi¦cia

d) ma dokªadnie trzy punkty przegi¦cia

10. Krzywa y = x5 − 5
3x

4 − 15

a) nie ma punktów przegi¦cia

b) ma dokªadnie jeden punkt przegi¦cia

c) ma dokªadnie dwa punkty przegi¦cia

d) ma dokªadnie trzy punkty przegi¦cia
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11. Krzywa y = x3 + bx2 + cx+ d

a) mo»e nie posiada¢ punktów przegi¦cia

b) zawsze ma dokªadnie jeden punkt przegi¦cia

c) mo»e mie¢ dwa lub trzy punkty przegi¦cia

12. Krzywa y = x4 + bx2 + cx, gdzie b < 0,

a) nie ma punktów przegi¦cia

b) ma dokªadnie dwa punkty przegi¦cia

c) ma dokªadnie jeden punkt przegi¦cia

6.Wªasno±ci funkcji i jej pochodnej na rysunku

1. Naszkicowa¢ wykres dowolnej funkcji f , która speªnia nast¦puj¡ce warunki (wszystkie):

• f : R→ R

• f jest ograniczona z doªu

• f ′′(x) > 0⇔ x ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞)

• f ′(x) < 0⇔ x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

• f nie jest malej¡ca w (−∞, 1〉

• f nie jest malej¡ca w (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

2. Naszkicowa¢ wykres dowolnej funkcji f , która speªnia nast¦puj¡ce warunki (wszystkie):

• f : R→ R

• f jest ograniczona

• f ma dokªadnie dwa ekstrema lokalne

• maksimum lokalne funkcji f jest mniejsze ni» jej minimum lokalne.

3. Naszkicowa¢ wykres dowolnej funkcji f , która speªnia nast¦puj¡ce warunki (wszystkie):

• f : R→ R

• f ′(x) < 0⇔ x ∈ ∅

• lim
x→−∞

f(x) = −∞

• f jest ograniczona z góry

• f ma maksimum lokalne w punkcie 1.
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4. Rozwa»my funkcj¦ f , której wykres przedstawiono na rysunku

x

y

-12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

y = f(x)

A. Z rysunku odczytujemy, »e:

a) f ′(−1) = f ′(1)

b) f ′(−3) = −f ′(−1)

c) f ′(−100) ≈ 0, 5

d) f ′(100) ≈ −5

e) f ′(3) < f ′(4)

f) f ′(7) < f ′(8)

B. Druga pochodna funkcji f w punkcie 8

a) jest dodatnia lub nie istnieje

b) jest ujemna lub nie istnieje

c) jest niedodatnia lub nie istnieje

d) jest nieujemna lub nie istnieje

C. Funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie .... . Jej minima lokalne to .... i .... .

D. W ilu punktach funkcja f jest ci¡gªa i nieró»niczkowalna? .........

E. Ile punktów krytycznych ma funkcja f? .......

F. Czy funkcja f ma punkty stacjonarne? .......

G. Czy krzywa y = f(x) ma w jakim± punkcie styczn¡ równolegª¡ do osi Ox? ......
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5. Rozwa»my funkcj¦ g, której wykres przedstawiono na rysunku.

x

y

1

1

y = g(x)

Na którym z poni»szych rysunków mamy funkcj¦ f speªniaj¡c¡ warunek f ′ = g?

x

y

1

1

a)

y = f(x)

x

y

1

1
y = f(x)

b)

x

y

1

1

y = f(x)
c)

x

y

1

1

y = f(x)

d)

6. Na rysunku poni»ej przedstawiono wykres pochodnej pewnej funkcji f .

x

y

1 2 3 4

1

2

3

4
y = f ′(x)

A. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e funkcja f jest

a) ci¡gªa

b) ró»niczkowalna

c) parzysta

d) nieparzysta

e) ograniczona z góry

f) ograniczona z doªu
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B. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e funkcja f jest rosn¡ca w przedziale

a) (−∞, 0)

b) (−∞, 0〉
c) (0,+∞)

d) 〈0,+∞)

e) (−1, 1)

f) 〈−1, 1〉
g) (−∞,−1)

h) (−∞,−1〉
i) (1,+∞)

j) 〈1,+∞)

C. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e liczba f(1)

a) jest minimum lokalnym funkcji f

b) jest maksimum lokalnym funkcji f

c) mo»e (ale nie musi) by¢ ekstremum lokalnym funkcji f

D. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e funkcja f

a) ma jedno minimum lokalne

b) ma jedno maksimum lokalne

c) ma dwa ekstrema lokalne

d) ma trzy ekstrema lokalne

e) nie ma ekstremów lokalnych

E. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e funkcja f jest wypukªa w przedziale

a) (−∞, 0)

b) (0,+∞)

c) (−1, 1)

d) (−∞,−1)

e) (1,+∞)

F. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e krzywa y = f(x)

a) ma dokªadnie jeden punkt przegi¦cia

b) nie ma punktów przegi¦cia

c) ma dwa punkty przegi¦cia

d) ma trzy punkty przegi¦cia

G. Na podstawie wykresu funkcji f ′ stwierdzamy, »e nie istnieje druga pochodna funkcji f w punkcie

a) −1

b) 0

c) 1

d) 2
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7. Uwagi

1. Baza moich pyta« jest du»o wi¦ksza, tu zamie±ciªam typowe pytania, które mo»na mody�kowa¢.

Z pyta« wielokrotnego wyboru mo»na zrobi¢ pytania jednokrotnego wyboru i odwrotnie. Mo»na

tak sformuªowa¢ tre±¢, aby byªy tylko dwie odpowiedzi: prawda/faªsz (to najªatwiejsze zadania, ale

sprawdzaj¡ bardziej szcz¦±cie studenta ni» jego wiedz¦). Mo»na ª¡czy¢ zadania lub dzieli¢ je na

cz¦±ci. W tym artykule jest kilka zada«, które maj¡ du»o wariantów do wyboru � na egzaminach

liczba tych wariantów powinna by¢ jednak ograniczona. Czasami mo»na te» tak przeredagowa¢

tre±¢, aby powstaªo pytanie typu �przeci¡gnij i upu±¢ na tekst�, które sªu»y urozmaiceniu testu.

2. Na podstawie zada« przedstawionych w tym artykule mo»na sformuªowa¢ wiele innych zada«

(np. zmieniaj¡c wspóªczynniki, podaj¡c inne funkcje, krzywe, wzory, granice czy punkty).

3. Bardzo lubi¦ zadania z rysunkami, które sprawdzaj¡ nie tylko, czy student zna jakie± de�nicje

i twierdzenia, ale czy je równie» rozumie. W tym artykule te zadania dotycz¡ tylko pochodnych, ale

na egzaminach dodaj¦ pytania o ci¡gªo±¢, asymptoty i inne wªasno±ci funkcji. Przykªad rozbudo-

wanego zadania tego typu mo»na znale¹¢ w [1]), w którym s¡ te» inne propozycje ciekawych pyta«

egzaminacyjnych (nie tylko o pochodnej), opatrzone komentarzem dydaktycznym.

4. Inspiracji mo»na te» szuka¢ w internecie. Interesuj¡ce pytania/zadania z ró»nych dziaªów mate-

matyki zamieszczono np. na stronach [2] i [3]. Nie wszystkie pytania nadaj¡ si¦ na egzamin, ale

wiele pomysªów tam zawartych warto wykorzysta¢ na wykªadach lub ¢wiczeniach. Szczególn¡ uwa-

g¦ w kontek±cie pochodnej nale»y zwróci¢ na zadania zwi¡zane z jej interpretacj¡ i zastosowaniem

w sytuacjach praktycznych.

5. Stopie« trudno±ci zadania jest kwesti¡ subiektywn¡. Trudne mog¡ wydawa¢ si¦ zdaj¡cemu zadania,

z którymi si¦ dot¡d nie spotkaª (tak jest np. z niektórymi zadaniami z rysunkami). Z tego powodu

takie pytania daj¦ na egzaminie tylko wtedy, je±li podobne zadania omawiaªam na zaj¦ciach lub

daªam wcze±niej jako zadanie domowe.

6. �wiadomie nie podaj¦ tu prawidªowych odpowiedzi. Powodów jest kilka i wi¦kszo±¢ z nich jest

na tyle oczywista, »e nie wymaga komentarza. Tylko te pytania s¡ ciekawe, na które nie znamy

(na razie) odpowiedzi. Gor¡co zach¦cam studentów do samodzielnego poszukiwania poprawnych

odpowiedzi (warto si¦ tak»e zastanowi¢, dlaczego inne s¡ bª¦dne).
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