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Definiowanie wyznacznika — dylematy dydaktyczne

Streszczenie. Wyznacznik macierzy to podstawowe pojecie omawiane na kazdym kursie ma-
tematyki wyzszej zawierajacym komponent algebry liniowej. W literaturze definiuje si¢ wyznacz-
nik na co najmniej cztery sposoby (a rozrézniajac mozliwe modyfikacje — nawet wiecej). Mimo
rownowaznos$ci matematycznej definicji wyznacznika, jest dalece nieobojetne dydaktycznie, ktora
konstrukcje tego pojecia przedstawi sie stuchaczom. W artykule przeanalizowano podejscia dydak-
tyczne implikowane przez wybor kazdej z popularnych definicji. Wobec wad i zalet tych podejsé
zaproponowano pewng modyfikacje klasycznego kursu algebry liniowej, zachowujaca pelen forma-
lizm matematyczny, ale lepiej wspierajaca intuicje zwiazane z wyznacznikiem.

Stowa kluczowe: macierz, endomorfizm, wyznacznik.

1. Wstep

Algebra liniowa jest stalym elementem kazdego podstawowego kursu matematyki na kierunkach tech-
nicznych (i nie tylko). Zazwyczaj dzial ten obejmuje algebre macierzy, wyznaczniki, macierze odwrotne
i uktady réwnan liniowych. W wersji nieco rozszerzonej méwi sie takze o przestrzeniach wektorowych
i odwzorowaniach liniowych.

Wyznacznik macierzy jest pojeciem, z ktorym w edukacji matematycznej spotykamy sie dosé wezesnie,
bo zazwyczaj juz w szkole ponadpodstawowej. To pierwsze zetkniecie najczesciej dotyczy wyznacznika
macierzy stopnia 2 (czasem takze 3) i jest czysto rachunkowe. Wyznacznik rozumiany jest jako liczba,
ktora przypisana jest tablicy zlozonej z czterech (lub dziewieciu elementéw) w okreslony sposob. Takie,
wydawaloby sie, proste (a przez to — bardzo splycone) podejécie rodzi jednak pewne niekorzystne skutki
na pézniejszych etapach ksztalcenia, gdy formutujemy ogdlna definicje wyznacznika macierzy dowolne-
go stopnia. Najczestszym problemem, wynikajacym z niezrozumienia sensu pojecia, jest mechaniczne
rozszerzenie schematu Sarrusa na macierze stopnia wyzszego od 3. Z praktyki dydaktycznej wynika, ze
studenci, liczac wyznaczniki macierzy np. stopnia 4, czesto dopisuja 2 lub 3 wiersze pod macierza i licza
krzyzowe iloczyny. Blad ten popelniany jest mimo poprawnego matematycznie okreslenia wyznacznika
na wyktadach z matematyki. Wygodnym (dla nauczyciela) wyttumaczeniem niepoprawnosci obliczerni jest
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zwykty brak pilnosci studentéw. Jednak odpowiedZ na pytanie, dlaczego taki sam blad popetnia tak wiele
0s6b, wymaga pewnej refleksji.

Wyznacznik macierzy jest pojeciem bardzo glebokim, na co wskazuje mnogosé jego zastosowan: od
samej algebry liniowej (rozwiazywanie ukltadow rownan, odwracanie macierzy), poprzez geometrie anali-
tyczna (pola powierzchni, objetosci, przeksztalcenia plaszezyzny) do analizy (catka wielokrotna) i wielu
innych dzialéw matematyki stosowanej, gdzie pojawia si¢ w sposob, zdawaloby sie, zupelnie nieoczeki-
wany. Takze dlatego niezmiernie istotne jest, by juz na poziomie definicyjnym zostata uchwycona jego
istota i znaczenie.

W artykule najpierw zostanie przedstawiona historia wyznacznika, wydaje sie bowiem, ze tok mysli
ludzkich prowadzacych do uksztaltowania sie wspdlczesnego rozumienia tego pojecia moze mie¢ wazne
konotacje dydaktyczne. Nastepnie dokonamy krytycznego pod wzgledem dydaktycznym przegladu kla-
sycznych sposobow definiowania wyznacznika, by dostrzec mozliwosé podejscia holistycznego. W koricowej
czedcl pracy przyjrzymy sie jeszcze jednej definicji wyznacznika macierzy, ktora, mimo ze nie nadaje sig
do zaprezentowania na podstawowym kursie dla studiéw niematematycznych, warta jest uwagi.

2. Krotkie kalendarium

Historia wyznacznika jest dtuga i dosy¢ zaskakujaca. Jest takze trudna do przesledzenia, bo przez dlugi
czas nie istniato ujednolicone nazewnictwo. Obiekty, ktére mozna by uznaé za wyznaczniki w nowoczesnym
rozumieniu, byly nazywane inaczej, albo, co gorsza wcale, a wyrazu wyznacznik uzywano catkiem czesto
w odniesieniu do czego$ innego. Kompletne wyklady na temat historii pojecia wyznacznika dali Kleiner [7]
i Knobloch [9]. Niniejszy rozdzial powstal w oparciu o te dwie prace.

Genezy macierzy mozna dopatrywac sie w chiriskim podreczniku Dziewieé rozdziatow o sztuce matema-
tyki (datowanym na 100 rok p.n.e), w ktorym rozwigzywano uktady 3 rownan liniowych z 3 niewiadomymi,
wykonujac operacje (chifi. fangcheng)na tablicach utworzonych kolumnami ze wspotczynnikow kolejnych
rownan. Operacje (ktore dzi§ nazwaliby$my elementarnymi) wykonywano wiec na kolumnach, a sama me-
toda (z doktadnoscia do transpozycji) odpowiada metodzie eliminacji Gaussa. Idea wyznacznika w dziele
tym jednak sie nie pojawia.

W 1545 roku w rozprawie Ars magna Gerolamo Cardano podal wzory na rozwiazanie uktadu 2 roéwnan
liniowych stosujac metode zblizona do wyznacznikowej. I chociaz on takze nie pokazal konceptu nawet
zblizonego do wyznacznika, to uwaza sie, ze otworzyt doin furtke.

Dopiero pod koniec XVII wieku, inspirowany dzietami uczonych chiiskich, japoriski matematyk Seki
Takakazu, analizujac rugownik pary wielomianow, podat definicje wyznacznika stopni od 2 do 5 i (bledny)
wz6r na wyznacznik stopnia 5. Wynik ten poprawit nieco pézniej, publikujac z kilkoma kolegami prawi-
dtowe schematy (jap. koshiki i shajo) liczenia wyznacznikow stopnia nie wiekszego od 5, przypominajace
wspolczesng regute Sarrusa. Uzasadnieniem wzoréw byly jednak tylko przyktady.

W tym samym mniej wiecej czasie uktady réwnai liniowych badal Gottfried Leibniz, ktory dla wygody
takze ustawial same ich wspotczynniki w tablice (czynil to w sposéb nieco dziwaczny!, traktujac indek-
sy jako fikcyjne wspotczynniki) i obliczal pewne sumy iloczynow tych wspotczynnikow, ktore nazywal
rezultantami (tac. reultans sc. aequatio). Rachunki, ktore wykonywal, staly sie podstawa permutacyj-
nej definicji wyznacznika. Rekopisy Leibniza powstale w latach 1678-1713 pozostaly przez dlugi czas
nieznane szerszej publicznoéci — zostaly opublikowane dopiero pod koniec XX w.

1Wiele rozumowan i notacji Leibniza mozna uznaé za dziwaczne, a samego Leibniza, ktory przede wszystkim byt teologiem
i filozofem — za ekscentryka.
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Rysunek 1. Seki Takakazu. Zrodlo: domena publiczna

Pierwsze, elementarne informacje o wyznacznikach, ukazaly sie w 1748 roku, w wydanej (posmiertnie)
monografii Treatise of algebra Colina Maclaurina. Rozwiazujac uktady 2 i 3 réwnan liniowych z (odpo-
wiednio) 2 i 3 niewiadomymi zdefiniowal on (wprost) wyznacznik licznika (ang. numerator determinant)
i wyznacznik mianownika (ang. denumerator determinant), chociaz nie opisal zwigzku pomiedzy nimi.
Wynik ten pozostal niezauwazony.

W 1750 roku Szwajcar Gabriel Cramer, analizujac pewne zagadnienia dotyczace krzywych algebra-
icznych, rozwiazal (w uzupelnieniu gléwnego tekstu publikacji) uktad réwnan liniowych metoda, ktora
dzi$ nazywamy wyznacznikowa. Nie podal jednak zadnego dowodu swoich wzordw.

W drugiej potowie XVIII wieku Pierre-Simon de Laplace opisal za pomoca rownan rézniczkowych ruch
planet. Rownania te rozwigzywal metoda aproksymacyjna, co doprowadzito go do uktadu réwnan linio-
wych, ktorego rozwiazywalnosé przedyskutowal uzywajac jezyka wyznacznikéw. Nazwatl je rezultantami
(franc. résultant) nie znajac przemyslen Leibniza, bo w owym czasie nieopublikowane lezaty w szufladzie.
W toku badan wymyslit podwdjne indeksy oraz sformutowal i udowodnit twierdzenie o rozwijaniu wy-
znacznika. Praca Laplace’a ukazata sie w 1772 roku. W tym samym roku Alexandre Vandermonde wydat
pierwszy wyktad teorii wyznacznikéw uniezalezniony od uktadéw réwnan liniowych.

Po raz pierwszy na Zachodzie terminu wyznacznik (tac. determinant) uzyt Carl Gauss w 1801 roku,
ale na okreslenie wyrdznika formy kwadratowej. On tez formalnie zdefiniowal macierz, mimo ze rozwiazu-
jac uktad rownan liniowych metoda eliminacji, zapisu macierzowego nie stosowal. Systematyczng teorie
wyznacznikow w ujeciu nowoczesnym przedstawit Augustin Cauchy w 1815 roku. To jego praca uwazana
jest za pierwszy podrecznik algebry liniowej, a wiele klasycznych rezultatéw dotyczacych wyznacznikow
nosi jego imie (np. twierdzenie o wyznaczniku iloczynu macierzy). Niestety, w ciagu kilkunastu kolejnych
lat Cauchy wielokrotnie wracal do tej tematyki, zmieniajac nawet nazewnictwo (m.in. wrocit do terminu
rezultant), co spowodowalo, ze glebszy sens prac zostal na pewien czas zagubiony.

Aksjomatyczna definicja wyznacznika powstalta prawdopodobnie w latach szesédziesiatych XIX wieku.
Opracowali ja Karl Weierstrass i Leopold Kronecker. Wynik ten zostal opublikowany dopiero w 1903 roku.

W XIX wieku nastapit burzliwy rozwoj teorii wyznacznikéw. Wydano wtedy ponad 2000 prac poswie-
conych tej tematyce. W wieku XX teoria zostala uznana w duzym stopniu za domknieta, a wyznacznik
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wszedl na stale do metod wielu dzialéw matematyki i stal sie elementem nauczania na podstawowym
akademickim kursie matematyki.

3. Wyznacznik w polskiej szkole

Aktualna podstawa programowa [13] nie wymienia wprost terminu wyznacznik. Wskazuje jednak, ze
uczen rozwigzuje uktady réownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczng
uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych. Naturalna konsekwencja obecnosci klasyfikacji ukta-
doéw ze wzgledu na rozwigzywalno$é jest, poza ,ogladem” na rysunku, préba podejscia algebraicznego.
I tak, na Zintegrowanej Platformie Edukacyjnej [12] dostepne jest twierdzenie (bez nazwy i dowodu)
rozstrzygajace, ze uktad rownan

az+biy =
asx +bey = co
jest oznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy a1bs — asb; # 0. Czyli pojawia sie wyznacznik stopnia 2, lecz nie

zostaje nazwany. ,Smielsze” podejécie prezentuje Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro. W podreczniku
do matematyki dla klasy 2 liceow i technikow [10] definiuje sie wyznacznik macierzy

ailr a2

az1 a2

jako liczbe réwna aq1a92 — a12a21, by nastepnie pokazaé¢ wzory Cramera i zastosowaé je w rozwiazywaniu
i w algebraicznym badaniu rozwiazalnosci uktadéw 2 réwnar liniowych z parametrem, na potrzeby
ktorego sformultowano i czesciowo udowodniono (co zastuguje na pochwale) nastepujace

Twierdzenie 1. Uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymsi

a1x + b1y = cq, a%+b%>0
asx +boy = ca, aZ+b3 >0

1. ma tylko jedno rozwigzanie jesli W # 0

== ==

2. ma nieskonczenie wiele rozwigzan, jesli W =W, = W, =0,
3. nie ma rozwigzan, jesli W = 0A (W, # 0V W, #0), gdzie

ap by c1 b a ¢

W: aW:L’: 7V[/y:

az by cg by az C2

W podreczniku pojawia sie zatem nie tylko termin wyznacznik, ale nawet macierz! Wyznacznik ukaza-
ny jest jako wynik pewnych operacji arytmetycznych wykonywanych na wspoétczynnikach uktadu réwnar.
Celem jego liczenia jest rozwiazanie ukladu, wiec taka a nie inna posta¢ wzoru nie budzi watpliwosci
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ucznidéw. Zauwazy¢ nalezy, ze zaprezentowany tok rozumowania blisko odwzorowuje histori¢ wyznacznika
(Leibniz, Maclaurin), ktorego geneza wiaze sie wilasnie z ukladami rownan.

Niejako przeciwne podejscie prezentuja autorzy podrecznikéw szkolnych wydawnictwa Nowa Era.
W podrecznikach tych metoda wyznacznikowa rozwiazywania uktadéw réwnan jest caltkowicie pominieta.

7 dlugoletnich obserwacji autora wynika, ze znaczacy odsetek studentéw pierwszego roku studiéow
technicznych z pojeciem wyznacznika zetknal sie w szkole. Umieja oni liczy¢ wyznaczniki stopnia 2, sporo
zna takze regute Sarrusa. To, z jednej strony, bardzo dobrze, ale z drugiej — moze rodzi¢ pewne problemy,
ktore nieformalnie nazwa¢ mozna ,uproszczajacymi analogiami”. Jednym z nich, jest (wspomniane we
wstepie) mechaniczne przenoszenie reguly Sarrusa na wyznaczniki stopni wyzszych od 3. Drugi problem
jest nieco subtelniejszy — pojawia sie podczas badania rozwigzalnosci uktadéw rownan liniowych stopnia
wiekszego od 2 i polega na automatycznym uogélnieniu Twierdzenia 1 na uktady rownan z wicksza liczba
niewiadomych, a wtedy twierdzenie to jest nieprawdziwe. Mozna tu odwotaé sie do klasycznego przyktadu

T+ y+ z=
20 + 2y + 22 = 2,
3r +3y +32=0

w ktérym uktad réwnan jest oczywiscie sprzeczny, bo réwnania pierwsze i trzecie implikuja réwnosé 1 = 0.
Jednoczesnie wszystkie wyznaczniki: W, W, W, i W, sa réwne 0.

4. Trzy podejscia na kursie akademickim

Praktycznie kazdy podstawowy kurs matematyki na studiach niematematycznych zawiera komponent
algebry liniowej — teori¢ macierzy i uktadéw réwnar liniowych. Wyznacznik macierzy kwadratowej w pel-
nej ogdlnosci definiuje sie najczesciej w dziale dotyczacym wtasnie macierzy, podczas gdy uktady réwnan
liniowych stanowia zazwyczaj wyodrebniona czesé kursu. Typowo na studiach wprowadza sie wyznacznik
macierzy z wykorzystaniem jednej z trzech, rownowaznych definicji.

Najczesciej chyba wprowadza sie wyznacznik na studiach niematematycznych z uzyciem definicji in-
dukcyjnej? [6,8,11]. Przyjmijmy na potrzeby dalszej czesci tekstu, ze A = [a;;] jest macierza kwadratowa
stopnia n i przypomnijmy:

Definicja 1 (indukcyjna). Wyznacznikiem macierzy A nazywamy liczbe oznaczang det A lub |A| okre-
Slong nastepujaco:

1. jeslin=1, to det A = aq1;
2. jeslin > 2, to
det A= (=1)"aydet Ay + (=12 apdet Ayp + ...+ (=1) " a4y, det Ay,
gdzie A;; jest macierzq otrzymang z A przez skreslentie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Niewatpliwa zaleta tej definicji jest dostarczenie bezposredniej metody liczenia wyznacznika macie-
rzy dowolnego stopnia. Pozwala ona takze bardzo tatwo pokazaé¢ schemat liczenia wyznacznika stopnia

2Jako ciekawostke mozna zanotowaé, ze Klukowski i Nabiatek definiuja wyznacznik z rozwinigcia wzgledem ostatniego
wiersza. W $wietle twierdzenia Laplace’a oczywiScie nie jest istotne, wzgledem ktorego wiersza to rozwiniecie nastepuje
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2 i regule Sarrusa (w dalszej czedci pracy wyznaczniki stopnia 2 i 3 bedziemy nazywali matymsi), czyli
zagadnienia juz oswojone” przez wiekszosé stuchaczy. Ponadto, wykorzystujac definicje indukcyjna moz-
na ,gladko” przej$é¢ do twierdzenia Laplace’a (z dowodem, lub na studiach niematematycznych, czesciej
— bez niego) — stuchaczy mozna przekonaé¢ o jego skutecznosci odpowiednio dobranymi przyktadami
rachunkowymi. Jednak jej wielka, niejako genetyczna, wada jest sztucznosé. ,Dlaczego tak dziwnie” to
najczestsza pierwsza reakcja studentéw po sformulowaniu definicji indukcyjnej. Definicja ta w najmniej-
szym stopniu nie pozwala zobaczyé, czym wyznacznik jest, ani wyrobi¢ intuicji. W miare poznawania
kolejnych zastosowan wyznacznika, mozna sie jedynie do niej przyzwyczaié, bo po prostu dziata i spraw-
dza sie w rachunkach. Dlatego najprawdopodobniej daje ona asumpt do falszywych analogii. Poprawny
tok wykladu na temat wyznacznika zdefiniowanego indukcyjnie mozna podsumowaé nastepujaco:

Podejscie pierwsze — klasyczne

macierz — definicja indukcyjna wyznacznika — schematy liczenia matych wyznacznikéw — przy-
klady rachunkéw wyznacznikow malych (interpretacja geometryczna) i wiekszych — twierdzenie
Laplace’a, rachunki — ogélne wtasnosci wyznacznika, rachunki — macierz odwrotna — uklady
Cramera

Zakonczywszy algebre macierzy definiujemy indukcyjnie wyznacznik. Po oméwieniu konstrukeji defini-
cji® pokazujemy schematy liczenia matych wyznacznikéw z naiwna interpretacja geometryczna — nalezy
bezposrednim rachunkiem sprawdzié¢ wzor na pole réwnolegtoboku rozpigtego przez 2 wektory? (por. [11]),
odniesé sie do objetosci rownolegtoscianu i zasugerowaé mozliwo$é uogoélnienia. Warto mieé¢ jednak swia-
domosé, ze sam rachunek nie daje jasnej odpowiedzi, na pytanie: dlaczego? Nastepnie przechodzimy do
wyznacznikow wyzszych stopni, zazwyczaj ilustrujac ich liczenie przyktadami z n = 4 i zwracajac uwage,
ze regula Sarrusa juz nie dziata®. W przykladach warto uwzgledni¢ macierz, ktoéra w pierwszym wierszu
ma wylacznie niezerowe elementy, a wybrana kolumna (lub inny wiersz) ma 2 lub 3 elementy zerowe.
Stosujac rozwiniecie analogiczne do definicji, ale wzgledem tej kolumny (lub wiersza) pokazujemy, ze
obliczona w ten sposob liczba jest réwna wyznacznikowi z definicji. Tak przygotowanych stuchaczy za-
poznajemy z twierdzeniem Laplace’a, ktére w dalszej czesci wykladu mozna wykorzysta¢ do pokazania
ogoblnych wlasnosci wyznacznika. Kolejne zagadnienia — macierz odwrotna, uktady Cramera — juz nie
ogniskuja sie na wyznaczniku, ale w istotny sposéb go wykorzystuja, czyli stanowia wazne przyklady jego
zastosowail i pokazuja, ze sztuczna definicja prowadzi do uzytecznego pojecia. Praktycznie identyczng
sciezke dydaktyczng szczegdlowo opisata i wyczerpujaco opatrzyla przykladami Adrianowicz [1].

Reasumujac: definicja indukcyjna nie jest dydaktycznie dobra, ale na studiach, na ktoérych nie ocze-
kuje sie od studentéw precyzyjnego rozumienia poje¢ matematycznych, a wymaga sie duzej biegtosci
rachunkowej, moze byé¢ rozwigzaniem najefektywniejszym. I to chyba decyduje o jej popularnosci wérod
wykladowcow i autoréw podrecznikow.

Druga, czesto wykorzystywana przez dydaktykéow mozliwosé, to zdefiniowanie wyznacznika z zastoso-
waniem elementoéw kombinatoryki [2, 3].

Definicja 2 (permutacyjna). Wyznacznikiem macierzy A nazywamy liczbe oznaczang det A lub |A]
okreslong nastepujaco:

det A=Y sgn (p) a1p(1)02p(2) - - - Anp(n)»
pEPn

3Uczeni polskiej szkoty z technikami indukcyjnymi najczesciej juz sie nie styka.
4Bez znajomosci szerszego kontekstu fakt ten mozna by uzna¢ za milty zbieg okolicznosci.
5Nawet najostrzejsze wyroznienie tej informacji nie uchroni jej przed zapomnieniem.
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gdzie P, jest zbiorem permutacji zbioru n-elementowego.

Wyktad oparty na definicji permutacyjnej mozna poprowadzié¢ na przyktad tak:

Podejscie drugie — kombinatoryczne

Macierz — wstawka kombinatoryczna — definicja permutacyjna wyznacznika — schematy malych
wyznacznikow, rachunki, interpretacja geometryczna — twierdzenie Laplace’a z (przynajmniej)
szkicowym dowodem, rachunki — ogélne wlasnosci wyznacznika (na bazie twierdzenia Laplace’a),
rachunki — macierz odwrotna — uktady Cramera

Definicja ta jest ,przyjazniejsza’ w zapisie i nie wywoltuje kontrowersji wérod shuchaczy, ktorzy daja
sie przekonad, ze tak okreslony wyznacznik jest swoistym liczbowym identyfikatorem macierzy — wystar-
czy pokazaé¢ na przyktad, ze obejmuje iloczyny elementéw ze wszystkich wierszy i po jednym z kazdej
kolumny. Wada definicji permutacyjnej jest to, ze wymaga oderwania sie od algebry liniowej i zajecia sie
kombinatoryka: przed jej wprowadzeniem nalezy precyzyjnie zdefiniowaé¢ permutacje, pokazaé¢ sposoby
jej zapisu, wprowadzié¢ pojecia transpozycji i znaku permutacji. W przypadku studiéw informatycznych,
obejmujacych kurs matematyki dyskretnej, moze to by¢ nawet uzyteczne, ale na innych kierunkach wy-
woluje u studentoéw (czasem spory) dyskomfort.

Odtworzenie schematow liczenia malych wyznacznikow jest na podstawie definicji permutacyjnej bar-
dzo proste. Liczenie wyznacznikow wyzszych stopni jest oczywiscie mozliwe, ale dosy¢ klopotliwe. Aby
uniknaé¢ tych trudnosci mozna postapi¢ dwojako: sformutowaé twierdzenie Laplace’a (konieczny wyda-
je sie przynajmniej szkic dowodu, bo nie sposéb dokonaé sprytnego dydaktycznie przejscia od definicji
permutacyjnej do rozwiniecia) albo pokazaé ogélne wlasnosci wyznacznika, wynikajace wprost z defini-
¢ji (wyznacznik macierzy trojkatnej) i zastosowaé je w rachunkach (tak czynia np. Birkhoff i Mac Lane
w [2]). Dalszy ciag jest juz zwyczajny: macierz odwrotna, uktady Cramera.

Trzecie podejscie to definicja aksjomatyczna, ktora formulowana moze byé na rézne sposoby [5,6].
Niech ¢ bedzie skalarem, a k,,, oznacza m-ta kolumne macierzy.

Definicja 3. Wyznacznikiem nazywamy funkcje okreslong na zbiorze macierzy kwadratowych stopnia
n, spetniajgce warunki:

1. det[klck]kn]:cdet[klkjkn],
2. det [ky...kj + K, .. ky] = det[ky...kj.. ko] +det [kr.. k.. k],

4. det I, = 1.

Wyklad mozna zaplanowaé¢ nastepujaco:

Podejscie trzecie — teoretyczne

Macierz — definicja aksjomatyczna wyznacznika — wybrane wlasnosci wynikajace z definicji
— istnienie i jednoznacznos¢ — twierdzenie Laplace’a — schematy malych wyznacznikéow —
przyklady rachunkéw matych wyznacznikow (interpretacja geometryczna) i wiekszych — ogdlne
wtasnosci wyznacznika, rachunki — macierz odwrotna — uktady Cramera
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Po oméwieniu algebry macierzy formutujemy definicje aksjomatyczna wyznacznika, wskazujac, ze ma
on by¢ ich liczbowa charakterystyka, od ktorej oczekujemy wymienionych (prostych i niekontrowersyj-
nych) wtasnosci. Pokazujemy, ze bezposrednio z definicji wynikaja kolejne czytelne wlasnosci wyznacz-
nika. Nastepnie omawiamy konstrukcje definicji — nalezy podkresli¢, ze konieczne jest wykazanie, ze
tak charakteryzowany obiekt istnieje i jest opisany jednoznacznie. Wydaje sie, ze przejscie do twierdze-
nia Laplace’a takze powinno byé¢ opatrzone przynajmniej szkicowym dowodem. Dopiero teraz mozna
przystapi¢ do schematow liczenia malych wyznacznikéow i do przyktadow rachunkowych. Na zakoiiczenie
podsumowujemy wtasnosci wyznacznika, uzupelniajac je o kolejne, jeszcze nie omoéwione i przechodzimy
do kolejnych zagadnien: macierzy odwrotnej oraz uktadéw Cramera.

Dla porzadku zanotujmy

Twierdzenie 2. Definicje 1, 2 ¢ 3 sq¢ réwnowazne.

Innymi stowy, z matematycznego punktu widzenia nie jest istotne, ktéra z definicji wybierzemy. Pod
wzgledem dydaktycznym jest to jednak wysoce nieobojetne.

Na zakoriczenie tego krotkiego poréwnania nasuwa sie dygresja, zwiazana z twierdzeniem Laplace’a.
Pewne watpliwosci budzi bowiem ranga tradycyjnie przypisywana umiejetnosci rozwijania wyznacznikéw.
Liczac wyznaczniki wyzszych stopni, nieprzymuszeni studenci bardzo niechetnie siegaja po te metode —
preferuja metody kombinowane, oparte na sprowadzaniu macierzy do postaci trojkatnej. Taki sposob
postepowania jest poprawny i stuszny — algorytmy numeryczne w zdecydowanej wiekszosci angazuja
przeciez schemat eliminacji Gaussa. Czy mozna w takim razie uznaé obliczenia wyznacznikoéw oparte na
rozwinieciu Laplace’a za przestarzale i zbedne? Wydaje sie, ze tak. Juz Birkhoff i Mac Lane w klasycznym
podreczniku wydanym po raz pierwszy w latach sze§édziesiatych XX wieku [2] twierdzenie Laplace’a po
prostu pomineli. O ile w przypadku definicji indukcyjnej metoda rozwijania jest naturalna, o tyle w dwoch
pozostalych podej$ciach mozna ja, po niewielkich modyfikacjach toku wykltadu, pominaé. Pozostawmy
jednak to pytanie otwartym.

Kazda z przedstawionych mozliwo$ci ma pewne zalety i, niestety, wady. Najbardziej uzyteczna ra-
chunkowo jest definicja indukcyjna. Definicja kombinatoryczna jest dosy¢ naturalna, aksjomatyczna z
kolei — przyjazna. Zadna z nich jednak nie wychwytuje pojeciowej wielowymiarowosci wyznacznika.

5. Podejscie dojrzale

W dotychczasowych rozwazaniach skupilismy sie na klasycznych sposobach definiowania wyznaczni-
ka, analizujac je pod wzgledem uzytecznosci dla podstawowego kursu matematyki na uczelni wyzszej.
Zanotowali$my, ze zadna z przedstawionych definicji nie daje wyobrazenia o glebi pojecia wyznacznika.
Pokazemy teraz, na zasadzie uzupelnienia, jeszcze jedna mozliwosé, z gory jednak uprzedzajac, ze nie
nadaje sie ona do wykorzystania na studiach niematematycznych. Ten sposob definiowania wyznacznika
zaproponowal Gancarzewicz [4].

W konstrukeji tej najpierw definiuje sie wyznacznik endomorfizmu, by nastepnie, w naturalny spo-
soOb, przeniesé te definicje do uniwersum macierzy. Rozpoczynamy od wprowadzenia potegi zewnetrznej
przestrzeni wektorowej.

Definicja 4. Niech V bedzie przestrzeniq wektorowqg. Pare (X, s) ztozong z przestrzeni wektorowej X i od-
wzorowania k-liniowego antysymetrycznego s : V. x ... x V — X nazywamy k-tqg potegq zewnetrzng V,
jezeli spetniona jest nastepujgca wtasnosé jednoznacznej uniwersalnej faktoryzacji: dla dowolnej pary
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(Y,u) i odwzorowania k-liniowego antysymetrycznego u : V x ... x V =Y istnieje jedno i tylko jedno
odwzorowanie liniowe p : X =Y, takie ze diagram
Vx...xV
S u
X Y

jest przemienny.
Definicja ta jest niekonstruktywna, nalezy wiec pokazaé

Twierdzenie 3. Dila dowolnej przestrzeni wektorowej V' i liczby naturalnej k istnieje k-ta potega ze-

wnetrzna. Jest ona okreslona jednoznacznie z doktadnos$cig do izomorfizmu.

Oznaczamy wtedy: X = /\k Voraz s (v1,...,v;) = v1 A...Avg 1 A nazywamy iloczynem zewnetrznym
wektorow.
Wskazujac naturalng baze k-tej potegi zewnetrznej mozna w prosty sposob obliczyé¢ jej wymiar.

Lemat 1. Jesli dimV = n, to dim \* V = ( Z ) .

Z lematu natychmiast wynika
Whiosek 1. Jesli dimV = n, to dim A"V = 1.

Nastepujaca, elementarna obserwacja umozliwi w kolejnym kroku zdefiniowanie wyznacznika endo-

morfizmu:

Lemat 2. Jesli f jest endomorfizmem okreslonym na jednowymiarowej przestrzeni wektorowej W, to
istnieje skalar a, taki ze f (x) = ax, dla dowolnego x € W.

Kolejne twierdzenie pozwala zdefiniowaé¢ odwzorowanie, ktore mozemy nazwaé k-ta potega zewnetrzna
endomorfizmu.

Twierdzenie 4. Dla dowolnej liczby naturalnej k © dowolnego odwzorowania linowego f : V- — W istnieje
doktadnie jedno odwzorowanie /\k f, takie zZe nastepujgcy diagram

X ... X
Vx...xV / f Wx...xW

Ay A o

jest przemienny, gdzie s i s’ sq iloczynami zewnetrznymi okreslonymi na odpowiednich przestrzeniach.
Z wniosku 1 i lematu 2 wynika kolejny

Whiosek 2. Jesli f jest endomorfizmem okreslonym na n-wymiarowej przestrzeni V., to A" f: N"V —
N"V jest endomorfizmem przestrzeni jednowymiarowych, czyli jest postaci \" f (x) = ax dlax € \" V.
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Odpowiedzia na naturalnie pojawiajace sie pytanie: czym jest skalar a jest nastepujaca
Definicja 5. Skalar a z poprzedniego wniosku nazywamy wyznacznikiem endomorfizmu f.
Na koniec przechodzimy do wyznacznika macierzy.

Definicja 6. Jesli A jest macierzq stopnia n, a V przestrzeniq wektorowq, w ktorej wybrana jest baza
€ly...,6n, to det A =det f, gdzie f : V — V jest endomorfizmem, takim ze f (e;) = Z?:l ajie;.

Dopiero powyzsza konstrukcja odstania glebie pojecia wyznacznika i daje mozliwosci pokazania, dla-
czego ujawnia sie on na przyklad tam, gdzie istotne jest geometryczne przeksztalcenie przestrzeni. Cata
elementarna teoria wyznacznika moze by¢ z przedstawionej konstrukeji wyprowadzona w prosty juz spo-
sob. Oczywiscie mozna probowaé zaadaptowaé te procedure w rozszerzonym kursie algebry liniowej na
studiach technicznych, o ile obejmuje on takze teorie przestrzeni wektorowych i odwzorowan liniowych.
Punktem wyjsécia moégltby by¢ iloczyn wektorowy. Jest to jednak zadanie niezwykle trudne dydaktycznie.

6. Konkluzja

Krytyka zaprezentowanych wczesniej podej$é dydaktycznych do definicji wyznacznika nasuwa pomyst
nieznacznego przeformatowania czesei kursu, majacego na celu (przynajmniej czeSciowe) usuniecie ich
mankamentéw. To holistyczne podejscie nazwiemy umownie historyczno-intuicyjnym®.

Podejscie historyczno—intuicyjne

Dziatania na macierzach — uktad n réwnan z n niewiadomymi — zapis macierzowy uktadu—
rozwigzanie dla n = 2, wyznacznik stopnia 2 — rozwiazanie dla n = 3, wyznacznik stopnia 3 —
definicja indukcyjna wyznacznika, odniesienie do n = 2 i n = 3, interpretacja geometryczna —
twierdzenie Laplace’a, rachunki — ogélne wtasnosci wyznacznika, rachunki — rozwiazanie uktadu
w zapisie macierzowym, macierz odwrotna — uktady Cramera

\. J

Jak widaé, §ciezka ta bazuje na definicji indukcyjnej, ale wyznacznik wprowadzany jest jako historycz-
ny rezultant, co powoduje koniecznosé wczesniejszego przyjrzenia sie ukladom réwnan liniowych. Mate
wyznaczniki wprowadzamy wprost w oparciu o rozwiazania odpowiednich ukladéw, wieksze definiujemy
indukcyjnie z informacja, ze ich rola jest analogiczna. Podejscie to nie wnosi nic nowego do interpreta-
¢ji geometrycznej (pozostaje ona tylko zbiegiem okolicznosci), ale wyznacznik osadzony jest w pewnym
konkrecie — rozwigzaniu uktadu réwnan. Ogolne wlasnosci wyznacznika mozna opisa¢ na przykltad po-
stugujac sie twierdzeniem Laplace’a. Nastepnie mozna rozwiazaé¢ ukltad réwnan metoda macierzowa do-
chodzac w naturalny sposéb do pojecia macierzy odwrotnej. Partie materialu zwigzang z wyznacznikami
i uktadami réwnan naturalnie wtedy jest zakonczy¢ twierdzeniem o wzorach Cramera.
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