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Jak szuka¢ pierwiastków wielomianów?

Streszczenie. W artykule przedstawiono metod¦ dzielenia wielomianów oraz podstawowe twier-
dzenia umo»liwiaj¡ce wyznaczanie ich pierwiastków, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem wielomianów
o wspóªczynnikach caªkowitych. Zagadnienia te zilustrowano wieloma przykªadami. Na ko«cu ar-
tykuªu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwi¡zania. Artykuª skierowany jest do studentów
wydziaªów niematematycznych uczelni technicznych, a tak»e uczniów szkóª ±rednich.

Sªowa kluczowe: wielomian, pierwiastek wielomianu, rozkªad wielomianu, dzielenie wielomianów,
schemat Hornera.

1.Wst¦p

Wielomiany pojawiaj¡ si¦ nie tylko w matematyce. Za ich pomoc¡ modeluje si¦ na przykªad pewne

zjawiska �zyczne, które maj¡ zastosowanie w mechanice czy elektrotechnice. W medycynie, biologii,

chemii, ekonomii, naukach in»ynierskich na podstawie zebranych danych statystycznych poszukuje si¦

zwi¡zków mi¦dzy obserwowanymi zmiennymi; sªu»y do tego regresja nieliniowa, która pozwala znale¹¢

wielomiany o pewnych wªasno±ciach.

Cz¦sto punktem wyj±cia do dalszej analizy modelu matematycznego zawieraj¡cego wielomian jest zna-

lezienie pierwiastków tego wielomianu. S¡ one istotne w zagadnieniach optymalizacyjnych i przy badaniu

monotoniczno±ci funkcji. Pierwiastki wielomianu przydaj¡ si¦ tak»e do rozwi¡zywania równa« ró»niczko-

wych oraz w gra�ce komputerowej.

W tym artykule rozwa»amy tylko wielomiany rzeczywiste jednej zmiennej. Na pocz¡tku podane s¡

podstawowe informacje o wielomianach i ich pierwiastkach. Nast¦pnie zaprezentowano kilka metod wyzna-

czania pierwiastków, w tym metody wykorzystuj¡ce twierdzenia dotycz¡ce wielomianów o wspóªczynni-

kach caªkowitych. Praca zawiera opis algorytmu dzielenia wielomianów oraz schematu Hornera. Wszystko

to prowadzi oczywi±cie do zagadnienia rozkªadu wielomianu na czynniki nierozkªadalne, a w tym kontek-

±cie omówiona zostaªa rola twierdzenia Bezouta. Na ko«cu Czytelnik znajdzie zadania do samodzielnego

rozwi¡zania (wraz z odpowiedziami).

Niektóre twierdzenia przytaczamy wraz z dowodami. Dowody pozostaªych twierdze« mo»na znale¹¢

np. w [3] lub [4].
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2. Podstawowe informacje o wielomianach i ich pierwiastkach

De�nicja 1. Wielomianem rzeczywistym zmiennej x nazywamy wyra»enie algebraiczne postaci

w(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a2x
2 + a1x + a0,

gdzie a0, a1, . . . , an ∈ R.

Liczby a0, a1, . . . , an nazywamy wspóªczynnikami wielomianu w(x). Liczb¦ a0 nazywamy wyrazem

wolnym wielomianu w(x). Wielomiany zwykle oznaczamy za pomoc¡ liter, podaj¡c w nawiasie zmienn¡,

np. w(x), p(x), q(x) (mo»na te» u»ywa¢ wielkich liter).

Je»eli w wielomianie w(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a2x
2 + a1x+ a0 wspóªczynnik an jest ró»ny od

zera, to mówimy, »e stopie« tego wielomianu jest równy n. Piszemy wówczas deg (w(x)) = n.

Na przykªad:

• je»eli w(x) = −3x5 − x + 7, to deg (w(x)) = 5,

• je»eli p(x) = x4 − 2x2 + 7x− 3, to deg (p(x)) = 4,

• je»eli q(x) = x + 5, to deg (q(x)) = 1,

• je»eli s(x) = 2, to deg (s(x)) = 0.

Wyj¡tkiem jest wielomian zerowy, tzn. wielomian u(x) = 0. Przyjmujemy1, »e deg(0) = −∞.

De�nicja 2. Liczb¦ a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w(x), je»eli w(a) = 0.

Pomimo tego, »e obliczanie warto±ci wielomianów dla danych argumentów nie jest trudne, to jednak

wyznaczanie ich pierwiastków jest cz¦sto spraw¡ nietrywialn¡. Pierwiastki wielomianów stopnia 1 oraz 2

mo»na wyznaczy¢ w sposób niezbyt skomplikowany. Ka»dy wielomian stopnia 1 ma dokªadnie jeden

pierwiastek i ªatwo go odgadn¡¢, np.:

• pierwiastkiem wielomianu p(x) = x + 5 jest liczba −5, poniewa» p(−5) = −5 + 5 = 0,

• pierwiastkiem wielomianu q(x) = 2x− 3 jest liczba 3
2 , poniewa» q

(
3
2

)
= 2 · 32 − 3 = 3− 3 = 0,

• pierwiastkiem wielomianu s(x) = 7x jest liczba 0, poniewa» s(0) = 7 · 0 = 0.

Dla wielomianu stopnia drugiego w(x) = ax2 + bx+ c, gdzie a 6= 0, najpierw obliczamy jego wyró»nik,

tzn. ∆ = b2 − 4ac. Liczba pierwiastków wielomianu stopnia 2 zale»y od znaku jego wyró»nika:

• je»eli ∆ < 0, to wielomian w(x) = ax2 + bx + c nie ma pierwiastków rzeczywistych,

• je»eli ∆ > 0, to wielomian w(x) = ax2 + bx + c ma dwa ró»ne pierwiastki, które mo»na obliczy¢,

stosuj¡c nast¦puj¡ce wzory:

x1 =
−b +

√
∆

2a
, x2 =

−b−
√

∆

2a
, (∗)

1 W niektórych pracach nie okre±la si¦ stopnia wielomianu zerowego.
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• je»eli ∆ = 0, to wielomian w(x) = ax2 + bx + c ma jeden pierwiastek x0 = − b
2a .

W przypadku wielomianów stopni 3 i 4 wzory na ich pierwiastki s¡ ju» dosy¢ skomplikowane. Nato-

miast dla wielomianów wy»szych stopni nie istniej¡ ogólne wzory na pierwiastki.

Niektóre wielomiany mo»na zapisa¢ jako iloczyn wielomianów stopnia 1. Wówczas wyznaczenie ich

pierwiastków jest bardzo ªatwe. Zobaczmy to na przykªadzie.

Przykªad 1. Pierwiastkami wielomianu w(x) = (x − 1)(5x − 4)(x +
√

2) s¡ liczby: 1, 4
5 , −
√

2. Je»eli

podstawimy za x któr¡± z tych liczb, to otrzymamy iloczyn trzech liczb, z których jedna zawsze b¦dzie

równa 0. Mo»emy stwierdzi¢ (bez liczenia), »e w(1) = w
(
4
5

)
= w(−

√
2) = 0.

Wielomian w(x) nie ma innych pierwiastków � je±li podstawimy za x jak¡± liczb¦ a ∈ R \ {1, 4
5 ,−
√

2},
to liczby a− 1, 5a− 4 i a +

√
2 b¦d¡ ró»ne od 0, czyli w(a) 6= 0.

Zapis wielomianu w postaci iloczynu uªatwia znalezienie jego pierwiastków. Niezwykle pomocne in-

formacje dotycz¡ce poszukiwania pierwiastków wielomianów rzeczywistych mo»na wyrazi¢ w postaci na-

st¦puj¡cych faktów.

Dwa wa»ne fakty

1. Ka»dy wielomian rzeczywisty stopnia co najmniej 3 mo»na zapisa¢ jako iloczyn wielomianów

nierozkªadalnych (czyli wielomianów stopnia 1 lub wielomianów stopnia 2 o ujemnym wyró»niku).

2. Wielomian rzeczywisty stopnia n ma co najwy»ej n pierwiastków rzeczywistych.

Pomimo »e matematyka gwarantuje, i» rozkªad wielomianu na czynniki nierozkªadalne jest zawsze

mo»liwy2, to w praktyce mo»e to by¢ zadanie trudne i czasochªonne, wymagaj¡ce du»ej dokªadno±ci.

Czasem jednak wystarczy jeden rzut oka, aby stwierdzi¢, »e wielomian nie ma pierwiastków rzeczy-

wistych.

Przykªad 2. Wielomian w(x) = 2x6 + x2 + 3 nie ma pierwiastków rzeczywistych.

Zauwa»my, »e dla dowolnego x ∈ R mamy: 2x6 ≥ 0 i x2 ≥ 0. Zatem w(x) ≥ 3 dla ka»dego x. Oznacza to,

»e w(x) nigdy nie przyjmuje warto±ci 0, czyli nie ma pierwiastków rzeczywistych.

3.Metoda 1: rozkªad wielomianu na czynniki przez grupowanie
wyrazów

W pewnych sytuacjach udaje si¦ rozªo»y¢ wielomian na czynniki (czyli zapisa¢ go w postaci iloczynu

wielomianów nierozkªadalnych), stosuj¡c umiej¦tne grupowanie wyrazów. W tego typu dziaªaniach bywa

przydatna tak»e znajomo±¢ wzorów skróconego mno»enia.

Przykªad 3. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = x3 + 2x2 − x− 2.

Grupujemy wyrazy w sposób nast¦puj¡cy:

w(x) = x3 + 2x2 − x− 2 = x2(x + 2)− (x + 2) = (x + 2)(x2 − 1) = (x + 2)(x + 1)(x− 1).

2 Wynika to z zasadniczego twierdzenia algebry oraz twierdze« dotycz¡cych pierwiastków zespolonych wielomianów rze-

czywistych.
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Widzimy, »e wielomian przyjmie warto±¢ zero, gdy za x podstawimy −2, −1 lub 1. Pierwiastkami wielo-

mianu w(x) s¡ zatem liczby: −2, −1, 1.

Przykªad 4. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = x4 + 5x3 + 3x2 − 5x− 4.

Zapiszmy wyraz 3x2 jako 4x2 − x2. Mamy:

w(x) = x4 + 5x3 + 3x2 − 5x− 4 = x4 + 5x3 + 4x2 − x2 − 5x2 − 4 = x2(x2 + 5x + 4)− (x2 + 5x + 4) =

= (x2 + 5x + 4)(x2 − 1) = (x2 + 5x + 4)(x− 1)(x + 1).

Wielomian x2 + 5x + 4 mo»na rozªo»y¢ na czynniki3 w podobny sposób:

x2 + 5x + 4 = x2 + x + 4x + 4 = x(x + 1) + 4(x + 1) = (x + 1)(x + 4).

Zatem:

w(x) = (x + 1)(x + 4)(x− 1)(x + 1) = (x + 1)2(x− 1)(x + 4).

Wielomian w(x) ma trzy pierwiastki: −4,−1, 1, przy czym liczba −1 jest pierwiastkiem dwukrotnym4.

Przykªad 5. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = 4x5 − 4x4 − 15x3 + 16x2 − 4x.

Wyª¡czmy najpierw x przed nawias, nast¦pnie zapiszmy −15x2 w postaci x2 − 16x2. Otrzymujemy:

w(x) =4x5 − 4x4 − 15x3 + 16x2 − 4x = x(4x4 − 4x3 − 15x2 + 16x− 4) =

=x(4x4 − 4x3 + x2 − 16x2 + 16x− 4) = x
[
x2(4x2 − 4x + 1)− 4(4x2 − 4x + 1)

]
=

=x(4x2 − 4x + 1)(x2 − 4).

Teraz skorzystamy ze wzorów skróconego mno»enia. Czynnik 4x2−4x+1 mo»emy zapisa¢ jako (2x−1)2,

poniewa» stosujemy wzór (a − b)2 = a2 − 2ab + b2, w którym a = 2x i b = 1. Z kolei czynnik x2 − 4

mo»emy zapisa¢ jako (x− 2)(x + 2), poniewa» stosujemy wzór a2 − b2 = (a− b)(a + b), w którym a = x

i b = 2. Zatem

w(x) =x(2x− 1)2(x− 2)(x + 2).

Stwierdzamy, »e wielomian w(x) posiada cztery pierwiastki: −2, 0, 1
2 , 2, przy czym 1

2 jest pierwiastkiem

dwukrotnym.

Metoda rozkªadu wielomianu poprzez grupowanie wyrazów jest zawsze wykonalna w teorii, jed-

nak w praktyce wymaga du»ego do±wiadczenia � trzeba umiej¦tnie pogrupowa¢ wyrazy, wiedzie¢, które

wyrazy zapisa¢ inaczej, zauwa»y¢ wzory skróconego mno»enia (je±li s¡). Mo»e si¦ okaza¢, »e dzi¦ki gru-

powaniu wyrazów unikniemy »mudnych rachunków.

3 Tu mo»na te» skorzysta¢ ze znanego wzoru ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2). Dla wielomianu x2 + 5x + 4 mamy:

∆ = 25 − 16 = 9, x1 = −5−3
2

= −4, x2 = −5+3
2

= −1. Zatem x2 + 5x + 4 = (x + 4)(x + 1).
4 Liczb¦ a nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w(x), gdy w jego rozkªadzie na czynniki nierozkªadalne

wyst¦puje czynnik (x− a)k.



Jak szuka¢ pierwiastków wielomianów? 5

4.Metoda 2: pierwiastki wymierne wielomianów o wspóªczynni-
kach caªkowitych

Je±li mamy wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych, to mo»emy skorzysta¢ z popularnych twier-

dze«, które pozwalaj¡ znale¹¢ pierwiastki wymierne tego wielomianu. Pierwsze z tych twierdze« mówi

o pierwiastkach caªkowitych (liczby caªkowite to szczególny przypadek liczb wymiernych).

Twierdzenie 1. Niech w(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach

caªkowitych. Je»eli liczba caªkowita k 6= 0 jest pierwiastkiem wielomianu w(x), to jest ona dzielnikiem

wyrazu wolnego a0.

Przykªad 6. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = x4 − 10x2 + 9.

Mo»emy spróbowa¢ zastosowa¢ twierdzenie 1. Wyraz wolny to liczba 9. Jej dzielnikami s¡ liczby: ±1, ±3,

±9. Zauwa»my, »e w(a) = w(−a) dla ka»dego a, poniewa» w wielomianie w(x) wyst¦puj¡ tylko parzyste

pot¦gi zmiennej x. Obliczamy:

w(1) = w(−1) = 1− 10 + 9 = 0,

w(3) = w(−3) = 9 · 9− 10 · 9 + 9 = 9(9− 10 + 1) = 0.

Stwierdzamy, »e pierwiastkami wielomianu w(x) s¡ liczby: 1, −1, 3, −3. Nie musimy ju» oblicza¢ w(9)

i w(−9), poniewa» wielomian stopnia 4 ma co najwy»ej cztery pierwiastki rzeczywiste (a tyle pierwiastków

wªa±nie znale¹li±my).

Wielomian w(x) mo»na te» szybko rozªo»y¢ na czynniki:

w(x) = x4 − 10x2 + 9 = x4 − 9x2 − x2 + 9 = x2(x2 − 9)− (x2 − 9) =

= (x2 − 9)(x2 − 1) = (x + 3)(x− 3)(x + 1)(x− 1).

Z postaci iloczynowej odczytujemy pierwiastki wielomianu w(x) � te same co poprzednio. W tym przy-

kªadzie obie metody s¡ równie szybkie.

Je»eli rozwa»amy wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych, którego wyraz wolny ma du»o dzielni-

ków, to mamy du»o liczb do sprawdzenia oraz du»o rachunków. Mo»emy wówczas zastosowa¢ poni»sze

twierdzenie, które pozwala wyeliminowa¢ pewne dzielniki wyrazu wolnego ze zbioru potencjalnych pier-

wiastków wielomianu.

Twierdzenie 2. Niech b b¦dzie dzielnikiem wyrazu wolnego wielomianu w(x) o wspóªczynnikach caªko-

witych. Je»eli istnieje ró»na od zera liczba caªkowita m taka, »e w(m) 6= 0 i b −m - w(m), to b nie jest

pierwiastkiem wielomianu w(x).

Przykªad 7. Wyznaczmy pierwiastki caªkowite wielomianu w(x) = x4 + 3x3 − 39x2 − 47x + 210.

Dzielnikami wyrazu wolnego wielomianu w(x) s¡ liczby: ±1, ±2, ±3, ±5, ±6, ±7, ±10, ±14, ±15, ±21,

±30, ±35, ±42, ±70, ±105, ±210. Wyznaczenie warto±ci w(x) dla wszystkich tych liczb b¦dzie bardzo

czasochªonne. Zastosujmy wi¦c twierdzenie 2. Niechm = 1, wówczas w(1) = 128 6= 0. Potrzebne obliczenia

znajduj¡ si¦ w poni»szej tabeli.



6 M. Morawiak

b 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 −5 6 −6 7 −7 10 −10 14

b− 1 0 −2 1 −3 2 −4 3 −5 4 −6 5 −7 6 −8 9 −11 13

b −14 15 −15 21 −21 30 −30 35 −35 42 −42 70 −70 105 −105 210 −210

b− 1 −15 14 −16 20 −22 29 −31 34 −36 41 −43 69 −71 104 −106 209 −211

Liczby w wierszach drugim i czwartym zaznaczamy albo na czerwono (je±li nie s¡ dzielnikami liczby

w(m)), albo na zielono (je±li s¡ dzielnikami liczby w(m)). Liczba 0 nie jest dzielnikiem »adnej liczby, wi¦c

jej nie kolorujemy. W tym przykªadzie zadanie jest o tyle ªatwe, »e dzielnikami liczby w(m) = 128 = 27 s¡

tylko pot¦gi dwójki, z dokªadno±ci¡ do znaku. Liczby b stoj¡ce nad liczbami zaznaczonymi na czerwono

nie s¡ pierwiastkami wielomianu w(x). Liczby b stoj¡ce nad liczbami zaznaczonymi na zielono mog¡

by¢ pierwiastkami wielomianu w(x). Do sprawdzenia pozostaj¡ zatem liczby: −1, 2, 3, −3, 5, −7, −15.

Obliczamy:

w(2) = 16 + 3 · 8− 39 · 4− 47 · 2 + 210 = 2(8 + 12− 78− 47 + 105) = 2(125− 125) = 0,

w(5) = 25 · 25 + 3 · 5 · 25− 39 · 25− 47 · 5 + 210 = 25(25 + 15− 39)− 5(47− 42) = 25− 5 · 5 = 0,

w(−3) = 3 · 27− 3 · 27− 39 · 9 + 47 · 3 + 210 = 3(−117 + 47 + 70) = 0,

w(−7) = 49 · 49− 3 · 7 · 49− 39 · 49 + 47 · 7 + 210 = 49(49− 21− 39) + 7(47 + 30) =

= 49 · (10− 21) + 7 · 77 = 49 · (−11) + 7 · 7 · 11 = 49(−11 + 11) = 0.

Wiemy, »e wielomian w(x) ma co najwy»ej cztery pierwiastki. Pierwiastkami wielomianu w(x) s¡ zatem

liczby: 2, 5, −3 i −7.

Sposób doboru liczby m nie jest sprecyzowany w »aden szczególny sposób, w tym przypadku liczba

zostaªa dobrana tak, by ªatwo wyznaczy¢ w(m) oraz odrzuci¢ 1 jako pierwiastek.

Kolejne twierdzenie jest uogólnieniem twierdzenia 1. Pozwala ono znale¹¢ wszystkie pierwiastki wy-

mierne (w tym tak»e caªkowite) wielomianu o wspóªczynnikach caªkowitych.

Twierdzenie 3. Niech w(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 b¦dzie wielomianem stopnia n o wspóªczyn-

nikach caªkowitych. Je»eli liczba wymierna q = l
m (gdzie l i m s¡ wzgl¦dnie pierwsze) jest pierwiastkiem

wielomianu w(x), to jej licznik l jest dzielnikiem wyrazu wolnego a0, a mianownik m jest dzielnikiem

wspóªczynnika an.

Przykªad 8. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = 24x3 − 10x2 − 7x + 2 ma pierwiastki wymierne.

Dzielnikami wyrazu wolnego w(x) s¡ liczby: ±1,±2, a wspóªczynnika stoj¡cego przy najwy»szej pot¦dze

zmiennej x liczby: ±1,±2,±3,±4,±6,±8,±12,±24. Pierwiastki wymierne w(x), o ile istniej¡, s¡ wiec

elementami zbioru {±1,± 1
2 ,±

1
3 ,±

1
4 ,±

1
6 ,±

1
8 ,±

1
12 ,±

1
24 ,±2,± 2

3}. Obliczamy:

w

(
2

3

)
= 24 · 8

27
− 10 · 4

9
− 7 · 2

3
+ 2 =

64

9
− 40

9
− 14

3
+ 2 =

2

9
(32− 20− 21 + 9) =

2

9
(41− 41) = 0,

w

(
−1

2

)
= −24 · 1

8
− 10 · 1

4
+ 7 · 1

2
+ 2 = −3− 5

2
+

7

2
+ 2 = −1 +

2

2
= 0,

w

(
1

4

)
= 24 · 1

64
− 10 · 1

16
− 7 · 1

4
+ 2 =

3

8
− 5

8
− 7

4
+ 2 = −1

4
− 7

4
+ 2 = 0.
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Stwierdzamy, »e liczby − 1
2 ,

1
4 ,

2
3 s¡ poszukiwanymi pierwiastkami wielomianu w(x). Poniewa» w(x) jest

wielomianem stopnia trzeciego (mo»e zatem mie¢ co najwy»ej trzy pierwiastki), wi¦c nie musimy oblicza¢

jego warto±ci dla pozostaªych liczb z podanego wy»ej zbioru.

Wielomian w(x) ma nast¦puj¡c¡ posta¢ iloczynow¡ (by to sprawdzi¢ wystarczy wykona¢ wszystkie

mno»enia i zredukowa¢ wyrazy podobne):

w(x) = 24

(
x− 2

3

)(
x +

1

2

)(
x− 1

4

)
.

Przykªad 9. Wyznaczmy pierwiastki wymierne wielomianu w(x) = 3x3 − 26
5 x2 + 13

5 x− 2
5 .

Wielomian w(x) nie ma wspóªczynników caªkowitych, wi¦c nie mo»emy zastosowa¢ twierdzenia 3. Za-

uwa»my, »e wielomian s(x) = 5w(x) ma wspóªczynniki caªkowite oraz takie same pierwiastki jak wie-

lomian w(x). Pierwiastkami wymiernymi wielomianu s(x) = 15x3 − 26x2 + 13x − 2 mog¡ by¢ liczby:

±1,± 1
3 ,±

1
5 ,±

1
15 ,±2,± 2

3 ,±
2
5 ,±

2
15 . Obliczaj¡c:

s

(
1

3

)
= 15 · 1

27
− 26 · 1

9
+ 13 · 1

3
− 2 =

1

27
(15− 78 + 117− 54) =

1

27
(132− 132) = 0,

s

(
2

5

)
= 15 · 8

125
− 26 · 4

25
+ 13 · 2

5
− 2 =

2

125
(60− 260 + 325− 125) =

2

125
(385− 385) = 0,

s (1) = 15 · 1− 26 · 1 + 13 · 1− 2 = 28− 28 = 0,

stwierdzamy, »e liczby: 1
3 ,

2
5 , 1 s¡ pierwiastkami wielomianu w(x).

Przykªad 10. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = x4 − 2x3 − 5x2 + 18x− 36 ma pierwiastki wymierne.

Wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze zmiennej x jest równy 1. Jego dzielnikami s¡ tylko liczby 1 i −1.

Z twierdzenia 3 wynika, »e pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu mog¡ by¢ tylko liczby caªko-

wite: ±1,±2,±3,±4,±6,±9,±12,±18,±36. Po »mudnych rachunkach, przekonujemy si¦, »e jedynymi

pierwiastkami wymiernymi s¡ liczby −3 oraz 3. Faktycznie:

w(−3) = (−3)4 − 2 · (−3)3 − 5 · (−3)2 + 18 · (−3)− 36 = 81 + 54− 45− 54− 36 = 0,

w(3) = 34 − 2 · 33 − 5 · 32 + 18 · 3− 36 = 81− 54− 45 + 54− 36 = 0.

Wielomian stopnia czwartego mo»e posiada¢ cztery pierwiastki rzeczywiste. Powstaje zatem pytanie, czy

rozwa»any wielomian ma jeszcze jakie± inne pierwiastki rzeczywiste. Nie wiemy, czy wyznaczone pierwiast-

ki s¡ jednokrotne (wówczas mog¡ istnie¢ co najwy»ej dwa pierwiastki b¦d¡ce liczbami niewymiernymi),

czy te» który± z nich jest pierwiastkiem o krotno±ci wi¦kszej ni» jeden. Na to pytanie odpowiemy w dalszej

cz¦±ci artykuªu, poniewa» potrzebujemy do tego mocniejszych narz¦dzi.

Twierdzenie 3 ma te» zastosowanie w dowodzeniu niewymierno±ci pewnych liczb rzeczywistych.

Przykªad 11. Poka»emy, »e
√

2 jest liczb¡ niewymiern¡.

Rozwa»my wielomian w(x) = x2 − 2. Z twierdzenia 3 wiemy, »e pierwiastkami wymiernymi wielomianu

w(x) mog¡ by¢ tylko liczby 1, −1, 2, −2 (ka»da inna liczba, która jest pierwiastkiem tego wielomianu,

jest niewymierna). Obliczmy:

w(1) = w(−1) = 1− 2 = −1 6= 0, w(2) = w(−2) = 4− 2 = 2 6= 0.
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Wnioskujemy, »e w(x) nie ma pierwiastków wymiernych. Wielomian w(x) mo»na jednak zapisa¢ jako

w(x) = (x −
√

2)(x +
√

2), wi¦c ma on dwa pierwiastki rzeczywiste:
√

2 i −
√

2. Zatem obie te liczby s¡

liczbami niewymiernymi.

Je»eli maj¡c wielomian stopnia n wyznaczymy n ró»nych pierwiastków rzeczywistych, to mo»emy

uzna¢, »e poza »mudnymi obliczeniami wyznaczanie pierwiastków wielomianu nie jest takie trudne. Co

jednak, gdy (jak w przykªadzie 10) wyznaczymy mniejsz¡ liczb¦ pierwiastków i nie wiemy, czy to wszyst-

kie pierwiastki wielomianu (uwzgl¦dniaj¡c ich krotno±ci), a co gorsza nie mamy poj¦cia co robi¢ dalej.

Co prawda zawsze mo»na skorzysta¢ z pomocy programów komputerowych, jednak mimo to warto mie¢

jeszcze jakiego± asa w r¦kawie. Z pomoc¡ przychodz¡ twierdzenie Bezouta oraz algorytm dzielenia wielo-

mianów, które zostan¡ przedstawione poni»ej.

5.Metoda 3: zastosowanie twierdzenia Bezouta

W trzeciej metodzie szukania pierwiastków wielomianu, wykorzystuj¡cej twierdzenie Bezouta, wa»n¡

rol¦ odgrywa dzielenie wielomianów5. Uniwersalny algorytm dzielenia wielomianów to dzielenie pisemne.

Jest on podobny do dzielenia liczb naturalnych. W zadaniach dotycz¡cych znajdowania pierwiastków

najcz¦±ciej wystarcza znajomo±¢ schematu Hornera, który pozwala szybko podzieli¢ wielomian stopnia

n ≥ 1 przez dwumian x − a. Najpierw przypomnimy te dwie metody dzielenia wielomianów. Nast¦pnie

poka»emy, jak twierdzenie Bezouta i dzielenie wielomianów pomagaj¡ w szukaniu pierwiastków wielomia-

nu.

5.1. Podzielno±¢ wielomianów i dzielenie z reszt¡

Iloraz dwóch wielomianów w(x) i p(x), gdzie p(x) jest wielomianem ró»nym od wielomianu zerowego,

mo»na zapisa¢ za pomoc¡ kreski uªamkowej, czyli w postaci w(x)
p(x) . Otrzymujemy wyra»enie wymierne.

Je»eli wielomian w(x) jest podzielny przez p(x), to wyra»enie wymierne jest te» wielomianem.

De�nicja 3. Niech p(x) b¦dzie wielomianem ró»nym od wielomianu zerowego. Mówimy, »e wielomian

w(x) jest podzielny przez wielomian p(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian q(x), »e dla

ka»dego x ∈ R zachodzi równo±¢:

w(x) = p(x)q(x).

Wielomian q(x) nazywamy wówczas ilorazem wielomianów w(x) i p(x), a wielomian p(x) nazywamy

dzielnikiem wielomianu w(x).

Zauwa»my, »e wielomian zerowy jest podzielny przez ka»dy wielomian z wyj¡tkiem wielomianu zero-

wego, bo 0 = p(x) · 0.

Twierdzenie 4. Dla ka»dego wielomianu w(x) i ka»dego wielomianu p(x), który nie jest wielomianem

zerowym, istnieje dokªadnie jedna para takich wielomianów q(x) i r(x), »e dla ka»dego x ∈ R zachodzi

równo±¢:

w(x) = p(x)q(x) + r(x), przy czym deg(r(x)) < deg(p(x)).

5 Opanowanie umiej¦tno±ci dzielenia wielomianów okazuje si¦ niezwykle wa»ne, gdy studenci zaczynaj¡ przerabia¢ m.in.

caªki funkcji wymiernych.
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Wielomian r(x) w twierdzeniu 4 nazywamy reszt¡ z dzielenia w(x) przez p(x). Je»eli reszta jest

wielomianem zerowym, to w(x) jest podzielny przez p(x). Je»eli reszta nie jest wielomianem zerowym, to

w(x) nie jest podzielny przez p(x).

5.2. Dzielenie pisemne wielomianów

Algorytm dzielenia pisemnego przedstawimy na przykªadach.

Przykªad 12. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = 6x4 + 9x3 − 19x2 + 14x − 8 jest podzielny przez

wielomian p(x) = 2x2 − x + 1.

Podzielimy pisemnie wielomian w(x) przez wielomian p(x). Mamy:

w0 3x2 +6x −8

w1 (6x4 +9x3 −19x2 +14x −8) : (2x2 − x + 1)

w2 −6x4 +3x3 −3x2

w3 12x3 −22x2 +14x −8

w4 −12x3 +6x2 −6x

w5 −16x2 +8x −8

w6 16x2 −8x +8

w7 0

1. W wierszu w1 wpisujemy interesuj¡ce nas dzielenie. Trzeba pami¦ta¢ o wstawieniu nawiasów (ze

wzgl¦du na kolejno±¢ dziaªa«). Wynik tego dzielenia pojawi si¦ w wierszu w0.

2. Rozpoczynamy od dzielenia 6x4 (z pocz¡tku wiersza w1) przez 2x2. Otrzymujemy 3x2. Wpisujemy

ten wynik w wierszu w0.

3. Mno»ymy w pami¦ci 3x2 przez dzielnik 2x2−x+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie

znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu w2.

4. W wierszu w3 wpisujemy sum¦ wielomianów z wierszy w1 i w2.

5. Teraz dzielimy 12x3 (z pocz¡tku wiersza w3) przez 2x2. Otrzymujemy 6x. Wpisujemy ten wynik

w wierszu w0.

6. Mno»ymy w pami¦ci 6x przez dzielnik 2x2−x+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie

znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu w4.

7. W wierszu w5 wpisujemy sum¦ wielomianów z wierszy w3 i w4.

8. Dzielimy −16x2 (z pocz¡tku wiersza w5) przez 2x2. Otrzymujemy −8. Wpisujemy ten wynik w wier-

szu w0.

9. Mno»ymy w pami¦ci −8 przez dzielnik 2x2−x+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie

znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu w6.

10. W wierszu w7 wpisujemy sum¦ wielomianów z wierszy w5 i w6. Otrzymujemy 0, czyli sko«czyli±my

dzielenie.
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11. Iloraz wielomianów w(x) i p(x) odczytujemy z wiersza w0. Jest nim wielomian q(x) = 3x2 + 6x− 8.

Mo»emy jeszcze sprawdzi¢ poprawno±¢ dzielenia (tzn. warunek z de�nicji 3):

p(x)q(x) = (2x2 − x + 1)(3x2 + 6x− 8) =

= 6x4 + 12x3 − 16x2 − 3x3 − 6x2 + 8x + 3x2 + 6x− 8 =

= 6x4 + 9x3 − 19x2 + 14x− 8 = w(x).

Nie ma bª¦du, wi¦c stwierdzamy, »e w(x) jest podzielny przez p(x).

Przykªad 13. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = 6x4 + 9x3 − 19x2 + 10x − 5 jest podzielny przez

wielomian p(x) = 2x2 − x + 1.

Dziel¡c pisemnie wielomian w(x) przez wielomian p(x) otrzymujemy:

w0 3x2 +6x −8

w1 (6x4 +9x3 −19x2 +10x −5) : (2x2 − x + 1)

w2 −6x4 +3x3 −3x2

w3 12x3 −22x2 +10x −5

w4 −12x3 +6x2 −6x

w5 −16x2 +4x −5

w6 16x2 −8x +8

w7 −4x +3

Tutaj w wierszu w7 dostali±my wielomian stopnia pierwszego. Gdyby±my chcieli dzieli¢ dalej, to mu-

sieliby±my podzieli¢ −4x przez 2x2. Oczywi±cie umiemy to zrobi¢, ale −4x : 2x2 = − 2
x jest wyra»eniem

wymiernym. Tego wyra»enia nie mo»emy wpisa¢ do wiersza w0, poniewa» wyra»enie w wierszu w0 nie by-

ªoby wielomianem. Zatem ko«czymy dzielenie pisemne. Wielomian r(x) = −4x+ 3 jest reszt¡ z dzielenia

w(x) przez p(x). Mo»na sprawdzi¢, »e zachodzi warunek z twierdzenia 4. Wielomian q(x) odczytujemy

z wiersza w0. Mamy:

6x4 + 9x3 − 19x2 + 10x− 5 = (2x2 − x + 1)(3x3 + 6x− 8) + (−4x + 3).

Stwierdzamy, »e w(x) nie jest podzielny przez p(x).

Dzielenie pisemne ko«czymy w chwili, gdy wielomian pod kresk¡ jest wielomianem zerowym albo

jest wielomianem stopnia mniejszego ni» stopie« dzielnika.

Przykªad 14. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = x5 − 3x4 + x3 + 5x2 − 6x + 2 jest podzielny przez

wielomian p(x) = x− 1. Dziel¡c pisemnie w(x) przez p(x), otrzymujemy:
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w0 x4 −2x3 −x2 +4x −2

w1 (x5 −3x4 +x3 +5x2 −6x) +2 : (x− 1)

w2 −x5 +x4

w3 −2x4 +x3 +5x2 −6x +2

w4 +2x4 −2x3

w5 −x3 +5x2 −6x +2

w6 +x3 −x2

w7 4x2 −6x +2

w8 −4x2 +4x

w9 −2x +2

w10 +2x −2

w11 0

W wierszu w11 otrzymali±my wielomian zerowy, co oznacza, »e wielomian w(x) jest podzielny przez

wielomian p(x). Zauwa»my jeszcze, »e suma wspóªczynników wielomianu w(x) jest równa zeru, co oznacza,

»e liczba 1 jest jego pierwiastkiem. Faktycznie:

w(1) = 15 − 3 · 14 + 13 + 5 · 12 − 6 · 1 + 2 = 1− 3 + 1 + 5− 6 + 2 = 0.

Powy»sze przykªady pokazuj¡, »e algorytm dzielenia wielomianów za ka»dym razem sprowadza si¦

do sko«czonego ci¡gu analogicznych czynno±ci. Zako«czenie schematu wynika z twierdzenia 4 (stopie«

reszty mniejszy od stopnia dzielnika). Ogromn¡ zalet¡ algorytmu jest uniwersalno±¢, dzi¦ki czemu mo»na

wykona¢ dzielenie dowolnych dwóch wielomianów (oczywi±cie nie mo»emy nigdy dzieli¢ przez wielomian

zerowy).

5.3. Schemat Hornera

Je±li chcemy podzieli¢ wielomian w(x) przez dwumian postaci p(x) = x − a, to mo»emy zastosowa¢

schemat Hornera. Schemat Hornera pozwala znale¹¢ wielomiany q(x) i r(x) wyst¦puj¡ce w twierdzeniu 4

(o wiele szybciej ni» przez dzielenie pisemne).

Dziaªanie schematu Hornera omówimy na przykªadzie. Przypu±¢my, »e chcemy podzieli¢ wielomian

w(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 (gdzie a4 6= 0) prze dwumian p(x) = x− a. Otrzymamy wielomian

q(x) = b3x
3 + b2x

2 + b1x + b0 oraz reszt¦ r, które speªniaj¡ warunek z twierdzenia 4, czyli:

w(x) = (x− a)q(x) + r. (∗∗)

Je»eli w(x) jest podzielny przez x− a, to r = 0. Je»eli w(x) nie jest podzielny przez x− a, to r 6= 0.

Musimy znale¹¢ wspóªczynniki b3, b2, b1, b0 oraz r. Mamy:

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = (x− a)(b3x

3 + b2x
2 + b1x + b0) + r

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = b3x

4 + b2x
3 + b1x

2 + b0x− ab3x
3 − ab2x

2 − ab1x− ab0 + r

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = b3x

4 + (b2 − ab3)x3 + (b1 − ab2)x2 + (b0 − ab1)x + (r − ab0).

Wielomiany po obu stronach maj¡ te same wspóªczynniki przy jednakowych pot¦gach zmiennej x, czyli:
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

a4 = b3

a3 = b2 − ab3

a2 = b1 − ab2

a1 = b0 − ab1

a0 = r − ab0,

sk¡d



b3 = a4

b2 = a3 + ab3

b1 = a2 + ab2

b0 = a1 + ab1

r = a0 + ab0.

Wyniki powy»szych oblicze« zapisujemy w nast¦puj¡cej tabelce:

w0 a4 a3 a2 a1 a0

w1 ↓ ab3 ab2 ab1 ab0

w2 b3 b2 b1 b0 r

W wierszu w0 wpisujemy po kolei wspóªczynniki wielomianu w(x). W wierszu w2 dodajemy liczby z wier-

szy w0 i w1. Wyj¡tkiem jest pierwszy element wiersza w2 � przepisujemy pierwszy element wiersza w0

(poniewa» b3 = a4). Wiersz w1 jest wierszem pomocniczym, w którym wpisujemy iloczyny elementów

wiersza w2 przez a, przesuwaj¡c je o jedno miejsce w prawo. Wspóªczynniki wielomianu q(x) i reszt¦ r od-

czytujemy z ostatniego wiersza.

W powy»szych obliczeniach przyj¦li±my, »e wielomian w(x) ma stopie« 4. Mo»na to post¦powanie

i obliczenia uogólni¢. Otrzymamy podobn¡ tabelk¦, która b¦dzie miaªa wi¦cej lub mniej kolumn (je±li

stopie« wielomianu w(x) b¦dzie wi¦kszy lub mniejszy ni» 4).

Przykªad 15. Sprawd¹my, czy wielomian w(x) = x4−2x3−5x2+18x−36 jest podzielny przez dwumian

p(x) = x + 3.

Mamy tu a = −3. Zastosujmy schemat Hornera:

w0 1 −2 −5 18 −36

w1 a = −3 ↓ −3 15 −30 36

w2 1 −5 10 −12 0

Wyja±nijmy kolejne kroki.

1. W wierszu w0 wypisujemy wspóªczynniki wielomianu w(x) = x4−2x3−5x2 +18x−36 (zaczynamy

od wspóªczynnika przy x4, ko«czymy na wyrazie wolnym).

2. Przepisujemy wyraz stoj¡cy przy x w najwy»szej pot¦dze (tutaj przy x4) do wiersza w2.

3. Mno»ymy przepisan¡ jedynk¦ z wiersza w2 przez −3. Wynik (czyli −3) zapisujemy w wierszu w1

pod wspóªczynnikiem −2.

4. Dodajemy −2 i −3. Wynik (czyli −5) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

5. Mno»ymy −5 z wiersza w2 przez −3. Wynik (czyli 15) zapisujemy w wierszu w1 pod wspóªczynni-

kiem −5.

6. Dodajemy −5 i 15. Wynik (czyli 10) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

7. Mno»ymy 10 z wiersza w2 przez −3. Wynik (czyli −30) zapisujemy w wierszu w1 pod wspóªczyn-

nikiem 18.
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8. Dodajemy 18 i −30. Wynik (czyli −12) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

9. Mno»ymy −12 z wiersza w2 przez −3. Wynik (czyli 36) zapisujemy w wierszu w1 pod wspóªczyn-

nikiem −36.

10. Dodajemy −36 i 36. Wynik (czyli 0) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

11. Z wiersza w2 mamy: q(x) = x3 − 5x2 + 10x− 12 i r = 0.

Pomi¦dzy wielomianami w(x), p(x), q(x) i liczb¡ r zachodzi zwi¡zek (∗∗). Otrzymujemy:

x4 − 2x3 − 5x2 + 18x− 36 = (x + 3)(x3 − 5x2 + 10x− 12).

Wnioskujemy, »e wielomian x4− 2x3− 5x2 + 18x− 36 jest podzielny przez dwumian x+ 3. Ilorazem tych

wielomianów jest wielomian x3 − 5x2 + 10x− 12.

Przykªad 16. Zastosujmy schemat Hornera do podzielenia wielomianu w(x) = x4 − 2x3 − x2 + 4x − 2

przez dwumian p(x) = x− 1.

Zwró¢my uwag¦, »e wielomian w(x) ma stopie« 4 oraz wszystkie wspóªczynniki ró»ne od zera. W tym

wypadku nasze a jest równe 1.

1 −2 −1 4 −2

a = 1 ↓ 1 −1 −2 2

1 −1 −2 2 0

W ten sposób, caªkiem szybko przekonali±my si¦, »e wielomian p(x) jest dzielnikiem wielomianu w(x):

x4 − 2x3 − x2 + 4x− 2 = (x− 1)(x3 − x2 − 2x + 2).

Przykªad 17. Korzystaj¡c ze schematu Hornera sprawd¹my, czy wielomian w(x) = x5+2x3−3x2+2x−3

dzieli si¦ przez wielomian p(x) = x− 2.

Zauwa»my, »e w tym wypadku nie wszystkie wspóªczynniki wielomianu s¡ ró»ne od zera (wspóªczynnik

przy x4 jest równy zeru). Mamy zatem:

1 0 2 −3 2 −3

a = 2 ↓ 2 4 12 18 40

1 2 6 9 20 37

Widzimy, »e wielomian p(x) nie jest dzielnikiem wielomianu w(x). Wielomian w(x) mo»emy zapisa¢

w postaci:

x5 + 2x3 − 3x2 + 2x− 3 = (x4 + 2x3 + 6x2 + 9x + 20)(x− 2) + 37.

Zauwa»my, »e:

w(2) = 25 + 2 · 23 − 3 · 22 + 2 · 2− 3 = 32 + 16− 12 + 4− 3 = 37,

co oznacza, »e reszta z dzielenia jest równa w(2). Nie jest przypadkowe, co omówimy poni»ej.
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Omówmy teraz, jak schemat Hornera pomaga w wyznaczaniu warto±ci wielomianu w(x) dla x = a.

Na mocy twierdzenia 4 dla wielomianów w(x) oraz p(x) = x− a, mo»emy zapisa¢:

w(x) = (x− a) · p(x) + r,

gdzie r jest staª¡. Kªad¡c x = a, otrzymujemy:

w(a) = (a− a) · p(a) + r

w(a) = r.

Oznacza to, »e reszta z dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian p(x) = x − a wynosi w(a). Jest to

ostatnia liczba w ostatnim wierszu schematu Hornera. Zauwa»my, »e dla du»ych a obliczenie w(a) za

pomoc¡ schematu Hornera jest du»o szybsze i ªatwiejsze rachunkowo � nie musimy oblicza¢ kolejnych

pot¦g liczby a.

Podczas zaj¦¢, na których omawiane s¡ zagadnienia zwi¡zane z dzieleniem wielomianów, studenci

(znaj¡cy schemat Hornera) najcz¦±ciej podkre±laj¡, »e najwi¦kszymi jego zaletami s¡ szybko±¢ i prostota.

Najcz¦stsze zastosowania schematu Hornera

1. Dzielenie wielomianu w(x) przez dwumian x− a.

2. Obliczanie warto±ci wielomianu w(x) dla x = a, daj¡ce tak»e odpowied¹ na pytanie o podziel-

no±ci w(x) przez p(x) = x− a.

5.4. Twierdzenie Bezouta i jego zwi¡zek z rozkªadem wielomianu na czynnki

Twierdzenie 5 (Bezouta). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wie-

lomian w(x) jest podzielny przez dwumian x− a.

Dowód.

(⇒) Przypomnijmy, »e dla wielomianów w(x) i x− a istnieje wielomian q(x) i liczba rzeczywista r, które

speªniaj¡ warunek:

w(x) = (x− a)q(x) + r.

Warunek ten jest speªniony dla ka»dego x. Je±li podstawimy a w miejsce x, to otrzymamy:

w(a) = (a− a)q(a) + r

w(a) = r.

Je±li a jest pierwiastkiem wielomianu w(x), to w(a) = 0. Z drugiej strony w(a) = r. Zatem r = 0, czyli

w(x) dzieli si¦ bez reszty przez x− a.

(⇐) Je»eli w(x) jest podzielny przez x− a, to (z de�nicji 3) istnieje taki wielomian q(x), »e:

w(x) = (x− a)q(x).
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Je±li podstawimy a w miejsce x, to otrzymamy w(a) = (a−a)q(a) = 0, co oznacza, »e a jest pierwiastkiem

wielomianu w(x). �

Twierdzenie Bezouta pozwala rozªo»y¢ wielomian na czynniki. W poª¡czeniu z twierdzeniem 4 mo»e

ono by¢ stosowane iteracyjnie, co pozwala na rozªo»enie danego wielomianu na iloczyn czynników nieroz-

kªadalnych. Zastosowanie tych twierdze« prowadzi do nast¦puj¡cego schematu post¦powania: najpierw

musimy znale¹¢ jaki± pierwiastek wielomianu (wystarczy jeden!), nast¦pnie dzielimy wielomian przez od-

powiadaj¡cy mu czynnik liniowy (bez reszty), a otrzymany iloraz ponownie analizujemy z wykorzystaniem

twierdzenia Bezouta. Jako punkt zaczepienia (znalezienie pierwiastka) mo»e nam sªu»y¢ np. twierdzenie

o pierwiastkach wymiernych.

Przykªad 18. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = 6x3 − 11x2 − 3x + 2.

Pierwszy pierwiastek to np. 2. Rzeczywi±cie:

w(2) = 6 · 23 − 11 · 22 − 3 · 2 + 2 = 48− 44− 6 + 2 = 50− 50 = 0.

Stosuj¡c schemat Hornera do dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian x− 2, otrzymujemy:

6 −11 −3 2

a = 2 ↓ 12 2 −2

6 1 −1 0

Na mocy twierdzenia 4 mo»emy zapisa¢:

6x3 − 11x2 − 3x + 2 = (x− 2)(6x2 + x− 1).

Do wyznaczenia pierwiastków wielomianu q(x) = 6x2 + x − 1 zastosujemy wzory (∗) przedstawione

w rozdziale Podstawowe informacje o wielomianach i pierwiastkach:

−1−
√

1 + 24

12
=
−6

12
= −1

2
,

−1 +
√

1 + 24

12
=

4

12
=

1

3
.

Szukanymi pierwiastkami s¡ liczby: − 1
2 ,

1
3 , 2. Wielomian w(x) mo»na zapisa¢ w postaci iloczynowej:

w(x) = 6

(
x +

1

2

)(
x− 1

3

)
(x− 2).

Przykªad 19. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = x4 − 2x3 − 5x2 + 18x− 36.

I sposób

Nasz wielomian ma wspóªczynniki caªkowite, wi¦c mo»e mie¢ pierwiastki caªkowite (mówi o tym twier-

dzenie 1). Obliczmy np.:

w(−3) = 9 · 9 + 2 · 27− 5 · 9− 18 · 3− 36 = 9(9 + 6− 5− 6− 4) = 9(9− 9) = 0.

Liczba −3 jest pierwiastkiem wielomianu w(x), wi¦c mo»emy podzieli¢ go przez dwumian x + 3. Takie

dzielenie wykonali±my ju» w przykªadzie 15, gdzie otrzymali±my:

w(x) = x4 − 2x3 − 5x2 + 18x− 36 = (x + 3)(x3 − 5x2 + 10x− 12).
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Oznaczaj¡c przez q(x) = x3−5x2+10x−12, mamy wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych. Obliczmy:

q(3) = 3 · 9− 5 · 9 + 10 · 3− 12 = 3(9− 15 + 10− 4) = 3(19− 19) = 0.

Wielomian q(x) dzielimy przez dwumian x− 3 stosuj¡c schemat Hornera:

1 −5 10 −12

a = 3 ↓ 3 −6 12

1 −2 4 0

Otrzymujemy:

q(x) = (x− 3)(x2 − 2x + 4).

Zatem:

w(x) = (x + 3)(x− 3)(x2 − 2x + 4).

Wielomian s(x) = x2 − 2x + 4 jest nierozkªadalny (tzn. nie ma pierwiastków rzeczywistych, poniewa»

∆ = 4 − 4 · 4 < 0). Stwierdzamy, »e w(x) ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste (oba jednokrotne). S¡

nimi liczby −3 i 3.

II sposób

Wielomian w(x) byª ju» rozwa»any w przykªadzie 10. Wiemy, »e w(x) ma dwa pierwiastki wymierne

(3 i −3). Z twierdzenia Bezouta wynika, »e w(x) dzieli si¦ zarówno przez dwumian x − 3, jak i przez

dwumian x + 3. Zatem w(x) jest podzielny przez iloczyn tych dwóch dwumianów, czyli przez wielomian

u(x) = (x− 3)(x + 3) = x2 − 9. Podzielmy pisemnie6 w(x) przez u(x). Mamy:

x2 −2x +4

(x4 −2x3 −5x2 +18x −36) : (x2 − 9)

−x4 +9x2

−2x3 +4x2 +18x −36

+2x3 −18x

4x2 −36

−4x2 +36

0

Otrzymali±my iloraz s(x) = x2 − 2x + 4. Mo»emy zapisa¢ w(x) w postaci:

w(x) = u(x)s(x) = (x2 − 9)(x2 − 2x + 4) = (x + 3)(x− 3)(x2 − 2x + 4)

(ten sam rozkªad wielomianu w(x) otrzymali±my z oblicze« wykonanych I sposobem). Wnioskujemy, »e

w(x) ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste: −3 i 3.

Przykªad 20. Zapiszmy wielomian w(x) = x5 − 3x4 + x3 + 5x2 − 6x + 2 w postaci iloczynu czynników

nierozkªadalnych. Z tej postaci odczytamy wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu w(x).

�atwo zauwa»y¢, »e w(1) = 1 − 3 + 1 + 5 − 6 + 2 = 9 − 9 = 0. Oznacza to, »e 1 jest pierwiastkiem

wielomianu w(x). Zastosujmy schemat Hornera do podzielenia w(x) przez x− 1:

6 Nie mo»emy tu zastosowa¢ schematu Hornera, bo u(x) nie jest postaci x− a.
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1 −3 1 5 −6 2

a = 1 ↓ 1 −2 −1 4 −2

1 −2 −1 4 −2 0

Otrzymali±my, »e

w(x) = (x− 1)(x4 − 2x3 − x2 + 4x− 2).

Skorzystajmy z wyniku uzyskanego w przykªadzie 16. Mamy:

w(x) = (x− 1)(x− 1)(x3 − x2 − 2x + 2) = (x− 1)2(x3 − x2 − 2x + 2).

Oznaczmy q(x) = x3 − x2 − 2x + 2. Wielomian q(x) mo»na rozªo»y¢ na czynniki przez grupowanie

odpowiednich wyrazów i zastosowanie wzoru skróconego mno»enia:

q(x) = x3 − x2 − 2x + 2 = x2(x− 1)− 2(x− 1) = (x− 1)(x2 − 2) = (x− 1)(x−
√

2)(x +
√

2).

Ostatecznie w(x) ma nast¦puj¡c¡ posta¢ iloczynow¡:

w(x) = (x− 1)3(x−
√

2)(x +
√

2).

Co oznacza, »e pierwiastkami wielomianu w(x) s¡ liczby: −
√

2, 1,
√

2, przy czym 1 jest pierwiastkiem

trzykrotnym.

6. Uwagi ko«cowe

Przedstawione w artykule metody wyznaczania pierwiastków wielomianów o wspóªczynnikach rzeczy-

wistych oraz ich rozkªadu na czynniki nale»¡ do najcz¦±ciej stosowanych narz¦dzi. Czasami bywaj¡ one

pracochªonne, zwªaszcza w przypadku wielomianów wy»szych stopni. Z tego wzgl¦du w praktyce stosuje

si¦ je ª¡cznie, co pozwala upro±ci¢ obliczenia i znacz¡co skróci¢ czas potrzebny na znalezienie rozwi¡zania.

Rozkªad wielomianu na czynniki jest kluczowy przy rozwi¡zywaniu równa« i nierówno±ci wymiernych

(zob. [1]), które pojawiaj¡ si¦ w wielu zagadnieniach praktycznych. Z tego wzgl¦du umiej¦tno±¢ spraw-

nego posªugiwania si¦ ró»nymi technikami rozkªadu wielomianu na czynniki jest niezb¦dna w praktyce

in»ynierskiej.

Warto podkre±li¢, »e zarówno metoda grupowania, jak i twierdzenie Bezouta maj¡ charakter uniwer-

salny: mo»na je stosowa¢ nie tylko do wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych, lecz tak»e zespolo-

nych. W tym drugim przypadku zasadnicze twierdzenie algebry gwarantuje, »e ka»dy wielomian stopnia

n (w tym tak»e wielomian o wspóªczynnikach rzeczywistych) ma dokªadnie n pierwiastków zespolonych,

licz¡c wraz z krotno±ciami.

Nale»y zauwa»y¢, »e nie zawsze w praktyce spotykamy wielomiany, których pierwiastki mo»na znale¹¢,

stosuj¡c metody opisane w tym artykule. Cz¦sto zdarza si¦, »e wiemy, »e jaki± wielomian ma pierwiastek,

ale proste metody nie wystarczaj¡ do znalezienia tego pierwiastka. Wówczas musimy zadowoli¢ si¦ jakim±

przybli»eniem tego pierwiastka. Sªu»¡ do tego metody numeryczne. Przyst¦pny opis takich metod mo»na

znale¹¢ np. w [2].

Sprawne posªugiwanie si¦ przedstawionymi metodami rozwija równie» intuicj¦ algebraiczn¡. Im wi¦-

cej przykªadów przeanalizujemy i samodzielnie rozwi¡»emy, tym ªatwiej rozpoznamy charakterystyczne

struktury wielomianów, dobierzemy wªa±ciwe techniki i szybciej dostrze»emy potencjalne uproszczenia.
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7. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Znajd¹ takie wielomiany q(x) oraz r(x), »e f(x) = q(x)g(x) + r(x), je±li:

f(x) = x3 + 4x2 + 10x + 11, g(x) = x2 + 2x + 3,a)

f(x) = x3 + x2 − 12x + 17, g(x) = x− 2,b)

f(x) = x3 − x2 + 5x− 3, g(x) = x− 1,c)

f(x) = x4 + 5x3 + 4x2 + 3x + 15, g(x) = x3 + x2 + 3,d)

f(x) = x5 + 5x4 + 5x3 + 5x2 − 18x− 13, g(x) = x2 + 5x + 3.e)

Zadanie 2. Podane wielomiany przedstaw w postaci iloczynowej oraz wyznacz ich pierwiastki:

w(x) = x3 − 5x2 + 2x + 8,a)

w(x) = x4 − 4x3 − x2 + 16x− 12,b)

w(x) = x4 − 2x3 − 13x2 + 38x− 24,c)

w(x) = x4 − 9x3 + 16x2 + 36x− 80,d)

w(x) = 6x3 − 11x2 − 3x + 2,e)

w(x) = 60x4 − 59x3 − 21x2 + 24x− 4,f)

w(x) = 12x4 − 32x3 + 13x2 + 8x− 4,g)

w(x) = x5 − 2x4 − 3x3 + 4x2 + 4x,h)

w(x) = x6 − 2x5 − 8x4 + 14x3 + 11x2 − 28x + 12.i)

Zadanie 3. Dany jest wielomian wielomian w(x) = anx
n +an−1x

n−1 + . . .+a1x+a0 o wspóªczynnikach

caªkowitych. Wyka», »e je±li w(0) oraz w(1) s¡ liczbami nieparzystymi, to wielomian w(x) nie posiada

pierwiastków caªkowitych.

Odpowied¹ 1. .

q(x) = x + 2, r(x) = 3x + 5,a)

q(x) = x2 + 3x− 6, r(x) = 5,b)

q(x) = x2 + 5, r(x) = 2,c)

q(x) = x + 4, r(x) = 3,d)

q(x) = x3 + 2x− 5, r(x) = x + 2.e)

Odpowied¹ 2. .

pierwiastki: −1, 2, 4, iloczyn: w(x) = (x + 1)(x− 2)(x− 4),a)

pierwiastki: −2, 1, 2, 3, iloczyn: w(x) = (x− 1)(x− 3)(x + 2)(x− 2),b)

pierwiastki: −4, 1, 2, 3, iloczyn: w(x) = (x + 4)(x− 3)(x− 1)(x− 2),c)

pierwiastki: −2, 2, 4, 5, iloczyn: w(x) = (x− 4)(x + 2)(x− 5)(x− 2),d)
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pierwiastki: − 1
2 ,

1
3 , 2, iloczyn: w(x) = 6(x− 1

3 )(x + 1
2 )(x− 2),e)

pierwiastki: − 2
3 ,

1
4 ,

2
5 , 1, iloczyn: w(x) = 60(x− 1

4 )(x + 2
3 )(x− 2

5 )(x− 1),f)

pierwiastki: − 1
2 ,

1
2 ,

2
3 , 2, iloczyn: w(x) = 12(x + 1

2 )(x− 2
3 )(x− 2)(x− 1

2 ),g)

pierwiastki: −1, 0, 2, iloczyn: w(x) = x(x− 2)2(x + 1)2,h)

pierwiastki: −2, 1, 3, iloczyn: w(x) = (x− 1)3(x + 2)2(x− 3).i)

Odpowied¹ 3. Zauwa», »e 0 oraz 1 nie s¡ miejscami zerowymi w(x) oraz skorzystaj z twierdzenia 2.

Pami¦taj, »e liczba nieparzysta nie ma parzystych dzielników.
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