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Jak szukaé pierwiastkow wielomianéw?

Streszczenie. W artykule przedstawiono metode dzielenia wielomianéw oraz podstawowe twier-
dzenia umozliwiajace wyznaczanie ich pierwiastkow, ze szczegdlnym uwzglednieniem wielomianéw
o wspoélczynnikach catkowitych. Zagadnienia te zilustrowano wieloma przyktadami. Na koncu ar-
tykutlu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwigzania. Artykut skierowany jest do studentéow
wydzialéw niematematycznych uczelni technicznych, a takze uczniéw szkét srednich.

Stowa kluczowe: wielomian, pierwiastek wielomianu, rozktad wielomianu, dzielenie wielomianéw,
schemat Hornera.

1. Wstep

Wielomiany pojawiaja sie nie tylko w matematyce. Za ich pomoca modeluje si¢ na przyktad pewne
zjawiska fizyczne, ktore maja zastosowanie w mechanice czy elektrotechnice. W medycynie, biologii,
chemii, ekonomii, naukach inzynierskich na podstawie zebranych danych statystycznych poszukuje sie
zwiazkéw miedzy obserwowanymi zmiennymi; stuzy do tego regresja nieliniowa, ktora pozwala znalezé
wielomiany o pewnych wtasnoSciach.

Czesto punktem wyjscia do dalszej analizy modelu matematycznego zawierajacego wielomian jest zna-
lezienie pierwiastkéw tego wielomianu. Sa one istotne w zagadnieniach optymalizacyjnych i przy badaniu
monotonicznosci funkeji. Pierwiastki wielomianu przydaja sie takze do rozwigzywania réwnan rozniczko-
wych oraz w grafice komputerowej.

W tym artykule rozwazamy tylko wielomiany rzeczywiste jednej zmiennej. Na poczatku podane sa
podstawowe informacje o wielomianach i ich pierwiastkach. Nastepnie zaprezentowano kilka metod wyzna-
czania pierwiastkéw, w tym metody wykorzystujace twierdzenia dotyczace wielomianéw o wspoétczynni-
kach catkowitych. Praca zawiera opis algorytmu dzielenia wielomianéw oraz schematu Hornera. Wszystko
to prowadzi oczywiscie do zagadnienia rozktadu wielomianu na czynniki nierozktadalne, a w tym kontek-
Scie omowiona zostala rola twierdzenia Bezouta. Na koncu Czytelnik znajdzie zadania do samodzielnego
rozwiazania (wraz z odpowiedziami).

Niektore twierdzenia przytaczamy wraz z dowodami. Dowody pozostatych twierdzen mozna znalezé
np. w [3] lub [4].
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2. Podstawowe informacje o wielomianach i ich pierwiastkach

Definicja 1. Wielomianem rzeczywistym zmiennej x nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci
-1 2
w(x) = apz™ + an—12" + ...+ ax” + a1x + ayp,
gdzie ag,ay,...,a, € R.

Liczby ag,aq,...,a, nazywamy wspolczynnikami wielomianu w(z). Liczbe ag nazywamy wyrazem
wolnym wielomianu w(z). Wielomiany zwykle oznaczamy za pomoca liter, podajac w nawiasie zmienna,
np. w(z), p(x), ¢(x) (mozna tez uzywaé wielkich liter).

Jezeli w wielomianie w(z) = a,2™ + a,_12" "1 + ... + a2 + a2 + ap wspotezynnik a,, jest rézny od
zera, to mowimy, ze stopien tego wielomianu jest rowny n. Piszemy wowczas deg (w(z)) = n.

Na przyktad:

e jezeli w(z) = —32° — 2 + 7, to deg (w(x)) = 5,

e jezeli p(x) = ot — 222 + 72 — 3, to deg (p()) = 4,

o jezeli q(z) =z + 5, to deg (¢(z)) = 1,

o jezeli s(z) =2, to deg (s(z)) = 0.
Wyjatkiem jest wielomian zerowy, tzn. wielomian u(z) = 0. Przyjmujemy?, ze deg(0) = —oc.
Definicja 2. Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w(zx), jezeli w(a) = 0.

Pomimo tego, ze obliczanie wartosci wielomianéw dla danych argumentéw nie jest trudne, to jednak
wyznaczanie ich pierwiastkéw jest czesto sprawa nietrywialng. Pierwiastki wielomianéw stopnia 1 oraz 2
mozna wyznaczy¢ w sposéb niezbyt skomplikowany. Kazdy wielomian stopnia 1 ma doktadnie jeden
pierwiastek i tatwo go odgadnaé, np.:

e pierwiastkiem wielomianu p(x) = x + 5 jest liczba —5, poniewaz p(—5) = =5+ 5 =0,
e pierwiastkiem wielomianu ¢(z) = 2z — 3 jest liczba %, poniewaz q (%) =2 % -3=3-3=0,
e pierwiastkiem wielomianu s(z) = 7x jest liczba 0, poniewaz s(0) =7-0 = 0.

Dla wielomianu stopnia drugiego w(r) = az?+bx + ¢, gdzie a # 0, najpierw obliczamy jego wyréznik,
tzn. A = b? — 4ac. Liczba pierwiastkéw wielomianu stopnia 2 zalezy od znaku jego wyréznika:

e jezeli A <0, to wielomian w(x) = ax? + bx + ¢ nie ma pierwiastkéw rzeczywistych,

e jezeli A > 0, to wielomian w(z) = az? + bxr + ¢ ma dwa rézne pierwiastki, ktére mozna obliczy¢,
stosujac nastepujace wzory:

_—b+vA o —b—VA
N 2a 2T 2a¢

LW niektoérych pracach nie okresla sie stopnia wielomianu zerowego.
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e jezeli A = 0, to wielomian w(x) = ax? + bx + ¢ ma jeden pierwiastek zq = —%.

W przypadku wielomianéw stopni 3 i 4 wzory na ich pierwiastki sa juz dosy¢ skomplikowane. Nato-
miast dla wielomianéw wyzszych stopni nie istnieja ogélne wzory na pierwiastki.

Niektore wielomiany mozna zapisaé jako iloczyn wielomianéw stopnia 1. Woéwczas wyznaczenie ich
pierwiastkow jest bardzo latwe. Zobaczmy to na przyktadzie.

Przyktad 1. Pierwiastkami wielomianu w(z) = (z — 1)(5z — 4)(x + /2) sa liczby: 1, %, —V/2. Jezeli
podstawimy za z ktoéras$ z tych liczb, to otrzymamy iloczyn trzech liczb, z ktorych jedna zawsze bedzie
rowna 0. Mozemy stwierdzi¢ (bez liczenia), ze w(1) = w (1) = w(—+/2) = 0.

Wielomian w(x) nie ma innych pierwiastkéow — jesli podstawimy za x jakas liczbe a € R\ {1, %, -2},

to liczby a — 1, 5a — 4 i a + /2 beda rézne od 0, czyli w(a) # 0.

Zapis wielomianu w postaci iloczynu ulatwia znalezienie jego pierwiastkéow. Niezwykle pomocne in-
formacje dotyczace poszukiwania pierwiastkéw wielomiandéw rzeczywistych mozna wyrazi¢ w postaci na-
stepujacych faktow.

Dwa wazne fakty

1. Kazdy wielomian rzeczywisty stopnia co najmniej 3 mozna zapisaé¢ jako iloczyn wielomianéw
nierozktadalnych (czyli wielomian6w stopnia 1 lub wielomianéw stopnia 2 o ujemnym wyro6zniku).
2. Wielomian rzeczywisty stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw rzeczywistych.

Pomimo ze matematyka gwarantuje, iz rozkltad wielomianu na czynniki nierozkladalne jest zawsze
mozliwy?, to w praktyce moze to by¢ zadanie trudne i czasochlonne, wymagajace duzej doktadnogci.

Czasem jednak wystarczy jeden rzut oka, aby stwierdzi¢, ze wielomian nie ma pierwiastkow rzeczy-
wistych.

Przyktlad 2. Wielomian w(z) = 22° + 22 + 3 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Zauwazmy, ze dla dowolnego z € R mamy: 22° > 01 2% > 0. Zatem w(z) > 3 dla kazdego x. Oznacza to,
ze w(x) nigdy nie przyjmuje wartosci 0, czyli nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

3. Metoda 1: rozklad wielomianu na czynniki przez grupowanie
wyrazow

W pewnych sytuacjach udaje sie roztozy¢ wielomian na czynniki (czyli zapisa¢ go w postaci iloczynu
wielomianéw nierozktadalnych), stosujac umiejetne grupowanie wyrazow. W tego typu dziataniach bywa
przydatna takze znajomos¢ wzoréw skréconego mnozenia.

Przyklad 3. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(z) = 23 + 222 — 2 — 2.

Grupujemy wyrazy w sposOb nastepujacy:

w(z) =23 +222 —r-2=0*(x+2) - (2+2)=(2+2)(2* - 1) = ( + 2)(x + 1)(z - 1).

2 Wynika to z zasadniczego twierdzenia algebry oraz twierdzen dotyczacych pierwiastkéw zespolonych wielomianéw rze-
czywistych.
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Widzimy, ze wielomian przyjmie warto$é¢ zero, gdy za x podstawimy —2, —1 lub 1. Pierwiastkami wielo-
mianu w(z) sa zatem liczby: —2, —1, 1.
Przyklad 4. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(z) = z* + 52 + 322 — 5z — 4.

Zapiszmy wyraz 3z2 jako 4z — z2. Mamy:

w(r) =2 + 525 + 322 —5x —4 =2 + 523 +42® —2® —5x? —4=2%(2? +5r +4) — (2® +5x+4) =
= (2?+5x+4)(2® — 1) = (@® + 5z +4)(x — 1)(z + 1).
Wielomian 22 4 5z + 4 mozna roztozy¢ na czynniki® w podobny sposob:
P 4brtd=t+rtdrtd=z@+1)+4x+1)=(z+1)(z+4).
Zatem:
w(z) = (z+1)(z+4)(z—D(x+1)=(z+1)*(x —1)(z+4).

Wielomian w(r) ma trzy pierwiastki: —4, —1,1, przy czym liczba —1 jest pierwiastkiem dwukrotnym?.

Przyklad 5. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(z) = 42° — 4o* — 152 + 1622 — 4z.

Wylaczmy najpierw z przed nawias, nastepnie zapiszmy —1522 w postaci 22 — 1622, Otrzymujemy:

w(z) =425 — 4 — 1523 + 162% — 4o = x(4a* — 42% — 152 + 162 — 4) =
=z(4z* — 42 + 2® — 162° + 162 — 4) =z [2*(42® —dz + 1) —4(4a” — 4z + 1)] =

=z (42? — 4z + 1) (2% — 4).

Teraz skorzystamy ze wzoréw skroconego mnozenia. Czynnik 422 — 42 + 1 mozemy zapisaé jako (22 —1)2,
poniewaz stosujemy wzor (a — b)? = a? — 2ab + b?, w ktérym a = 2z i b = 1. Z kolei czynnik z? — 4
mozemy zapisa¢ jako (z — 2)(z + 2), poniewaz stosujemy wzor a? — b% = (a — b)(a +b), w ktérym a = x
i b= 2. Zatem

w(z) =22z — 1)*(z — 2)(z + 2).

1

Stwierdzamy, ze wielomian w(z) posiada cztery pierwiastki: —2,0, 5,2, przy czym % jest pierwiastkiem

dwukrotnym.

Metoda rozkladu wielomianu poprzez grupowanie wyrazéw jest zawsze wykonalna w teorii, jed-
nak w praktyce wymaga duzego do§wiadczenia — trzeba umiejetnie pogrupowaé¢ wyrazy, wiedzieé, ktore
wyrazy zapisa¢ inaczej, zauwazy¢ wzory skroconego mnozenia (jesli sa). Moze sie okazaé, ze dzieki gru-
powaniu wyrazéw unikniemy zmudnych rachunkéw.

3 Tu mozna tez skorzystaé¢ ze znanego wzoru az? + bxr + ¢ = a(z — z1)(z — z2). Dla wielomianu 22 + 5z + 4 mamy:

A=25-16=9,21 = =52 = —4, 39 = =3 = 1. Zatem 22 + 5z + 4 = (z + 4)(z + 1).
4 Liczbe a nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w(z), gdy w jego rozkladzie na czynniki nierozktadalne

wystepuje czynnik (z — a).
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4. Metoda 2: pierwiastki wymierne wielomianéw o wspdélczynni-
kach calkowitych

Jesli mamy wielomian o wspoétczynnikach catkowitych, to mozemy skorzysta¢ z popularnych twier-
dzen, ktore pozwalaja znalezé pierwiastki wymierne tego wielomianu. Pierwsze z tych twierdzen méwi
o pierwiastkach catkowitych (liczby catkowite to szczegdlny przypadek liczb wymiernych).

Twierdzenie 1. Niech w(x) = a,x™ + Ap_12" '+ ...+ a1x + ao bedzie wielomianem o wspétczynnikach
catkowitych. Jezeli liczba catkowita k # 0 jest pierwiastkiem wielomianu w(x), to jest ona dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Przyklad 6. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(z) = 2* — 1022 + 9.

Mozemy sprobowaé zastosowaé twierdzenie 1. Wyraz wolny to liczba 9. Jej dzielnikami sg liczby: +1, 43,
+9. Zauwazmy, ze w(a) = w(—a) dla kazdego a, poniewaz w wielomianie w(z) wystepuja tylko parzyste
potegi zmiennej x. Obliczamy:

w(l) =w(-1)=1-10+9 =0,
wB)=w(-3)=9-9-10-9+9=9(9—10+1) = 0.

Stwierdzamy, ze pierwiastkami wielomianu w(z) sa liczby: 1, —1, 3, —3. Nie musimy juz obliczaé¢ w(9)
i w(—9), poniewaz wielomian stopnia 4 ma co najwyzej cztery pierwiastki rzeczywiste (a tyle pierwiastkow
wlasnie znalezlismy).

Wielomian w(z) mozna tez szybko rozlozy¢ na czynniki:

w(z) =2 — 102> + 9 =2 =922 — 2> + 9 =2%(2? - 9) — (2 —9) =

=@*=9)(2? - 1) = (z+3)(z — 3)(x + 1)(z — 1).

Z postaci iloczynowej odczytujemy pierwiastki wielomianu w(z) — te same co poprzednio. W tym przy-
ktadzie obie metody sa réwnie szybkie.

Jezeli rozwazamy wielomian o wspoélczynnikach catkowitych, ktérego wyraz wolny ma duzo dzielni-
kéw, to mamy duzo liczb do sprawdzenia oraz duzo rachunkéw. Mozemy wowczas zastosowaé ponizsze
twierdzenie, ktére pozwala wyeliminowaé¢ pewne dzielniki wyrazu wolnego ze zbioru potencjalnych pier-

wiastkéw wielomianu.

Twierdzenie 2. Niech b bedzie dzielnikiem wyrazu wolnego wielomianu w(x) o wspdtezynnikach catko-
witych. Jezeli istnieje rézna od zera liczba catkowita m taka, Ze w(m) # 0 i b— m { w(m), to b nie jest
pierwiastkiem wielomianu w(zx).

Przyklad 7. Wyznaczmy pierwiastki catkowite wielomianu w(z) = x* + 323 — 3922 — 47z + 210.

Dzielnikami wyrazu wolnego wielomianu w(z) sa liczby: +1, +£2, +3, +5, +6, £7, £10, £14, £15, £21,
+30, £35, 42, +70, £105, £210. Wyznaczenie wartosci w(x) dla wszystkich tych liczb bedzie bardzo
czasochlonne. Zastosujmy wiec twierdzenie 2. Niech m = 1, wowczas w(1) = 128 # 0. Potrzebne obliczenia
znajduja sie w ponizszej tabeli.
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b 1 -1 2 —2 3 -3 4 —41 5 -5 6 —6 7 -7 10 —10 14
b—1 0 -3 3 -5 —6 5 —7] 6 9 —11 13

b —14 |15 | -15| 21 | =21 | 30 | =30 | 35 | =35 | 42 | =42 | 70 | =70 | 105 | —105 | 210 | —210
b—1| 15| 14 20 | =221 29 | =31 | 34 | =36 | 41 | =43 | 69 | =71 | 104 | —106 | 209 | —211

Liczby w wierszach drugim i czwartym zaznaczamy albo na czerwono (je$li nie sg dzielnikami liczby
w(m)), albo na zielono (jesli sa dzielnikami liczby w(m)). Liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby, wiec
jej nie kolorujemy. W tym przyktadzie zadanie jest o tyle tatwe, ze dzielnikami liczby w(m) = 128 = 27 sg
tylko potegi dwojki, z doktadnoscia do znaku. Liczby b stojace nad liczbami zaznaczonymi na czerwono
nie sg pierwiastkami wielomianu w(z). Liczby b stojace nad liczbami zaznaczonymi na zielono moga
by¢ pierwiastkami wielomianu w(z). Do sprawdzenia pozostaja zatem liczby: —1, 2, 3, —=3, 5, =7, —15.

Obliczamy:
w(2)=16+3-8—-39-4—-47-2+210=2(8 412 — 78 — 47+ 105) = 2(125 — 125) = 0,
w(b)=25-254+3-5-25—-39-25 —-47-5+ 210 =25(25+ 15— 39) — 5(47—42) =25-5-5=0,
w(—=3)=3-27—-3-27—-39-9+4+47-3+210=3(—117+ 47+ 70) =0,
w(=7)=49-49—-3-7-49—39-49447 -7+ 210 = 49(49 — 21 — 39) + 7(47 + 30) =

=49 (10— 21)+7-7T7T =49 (—11) +7-7-11 = 49(—11 + 11) = 0.

Wiemy, ze wielomian w(x) ma co najwyzej cztery pierwiastki. Pierwiastkami wielomianu w(zx) sa zatem
liczby: 2, 5, =31 —T7.

Sposéb doboru liczby m nie jest sprecyzowany w zaden szczegblny sposéb, w tym przypadku liczba
zostala dobrana tak, by tatwo wyznaczy¢ w(m) oraz odrzucié¢ 1 jako pierwiastek.

Kolejne twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 1. Pozwala ono znalezé wszystkie pierwiastki wy-
mierne (w tym takze calkowite) wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych.

Twierdzenie 3. Niech w(x) = AT+ ap_12" . . Aaiz+ag bedzie wielomianem stopnian o wspdtczyn-
nikach catkowitych. Jezeli liczba wymierna q = % (gdzie | i m sq wzglednie pierwsze) jest pierwiastkiem
wielomianu w(x), to jej licznik | jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag, a mianownik m jest dzielnikiem
wspotczynnika a,,.

Przyklad 8. Sprawdzmy, czy wielomian w(z) = 2423 — 102% — 7x + 2 ma pierwiastki wymierne.

Dzielnikami wyrazu wolnego w(x) sa liczby: £1, 42, a wspotczynnika stojacego przy najwyzszej potedze
zmiennej z liczby: +1,+2, 43, +4, 46, +8, 12, +£24. Pierwiastki wymierne w(x), o ile istnieja, sa wiec

elementami zbioru {+1,+£5,+1, 41, £¢, £5, 15, £5;, £2,£2}. Obliczamy:

2 4 _ 2 64 40 14 2 2
Non B g0 2 2, M 0 M 2 09149y = 241 —a1) =

w(?,) 27 R T b E i M +9) =5 )
1 1 1 5 7 2

1 1 1 1 3 5 7 1 7
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wielomianem stopnia trzeciego (moze zatem mieé co najwyzej trzy pierwiastki), wiec nie musimy obliczaé

Stwierdzamy, ze liczby ,% sa poszukiwanymi pierwiastkami wielomianu w(x). Poniewaz w(x) jest
jego wartosci dla pozostatych liczb z podanego wyzej zbioru.

Wielomian w(z) ma nastepujaca postac iloczynowa (by to sprawdzi¢ wystarczy wykonaé¢ wszystkie
mnozenia i zredukowaé¢ wyrazy podobne):

i =2i(o-2) (s ) (- 1),

Przyklad 9. Wyznaczmy pierwiastki wymierne wielomianu w(z) = 32°% — 22?2 4+ 2z — 2.

Wielomian w(z) nie ma wspo6tczynnikow caltkowitych, wiec nie mozemy zastosowac twierdzenia 3. Za-
uwazmy, ze wielomian s(z) = Sw(x) ma wspotczynniki catkowite oraz takie same pierwiastki jak wie-
lomian w(z). Pierwiastkami wymiernymi wielomianu s(z) = 152% — 2622 + 132 — 2 moga by¢ liczby:
+1,44,+4, £, 42,42, 42, +2. Obliczajac:

157
1 1 1 1 1 1
2 8 4 2 2
Z)=15-— —26- —4+13- 2 —2=—_(60—2 25 — 125) = —— (385 — =
3(5> 5ps 200 oz + 1302 To7 (60 — 260 + 325 — 125) = - (385 — 385) = 0,

s(1)=15-1-26-1+13-1-2=28 28 =0,
stwierdzamy, ze liczby: 3, 2,1 sa pierwiastkami wielomianu w(z).

Przyklad 10. Sprawdzmy, czy wielomian w(z) = % — 223 — 522 + 182 — 36 ma pierwiastki wymierne.
Wspoélczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x jest rowny 1. Jego dzielnikami sg tylko liczby 11 —1.
Z twierdzenia 3 wynika, ze pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga by¢ tylko liczby catko-
wite: +£1,£2, £3,+4,+6,£9, £12,+£18,+36. Po zmudnych rachunkach, przekonujemy sie, ze jedynymi
pierwiastkami wymiernymi sa liczby —3 oraz 3. Faktycznie:

w(—3) = (=3)*—2-(=3)> =5 (=3)* 4+ 18- (~3) —36 = 81 + 54 — 45 — 54 — 36 = 0,
w(3)=3"—-2-33-5.32418-3-36 =81 — 54 — 45+ 54 — 36 = 0.

Wielomian stopnia czwartego moze posiadaé cztery pierwiastki rzeczywiste. Powstaje zatem pytanie, czy
rozwazany wielomian ma jeszcze jakie§ inne pierwiastki rzeczywiste. Nie wiemy, czy wyznaczone pierwiast-
ki sa jednokrotne (wowczas mogg istnie¢ co najwyzej dwa pierwiastki bedace liczbami niewymiernymi),
czy tez ktorys z nich jest pierwiastkiem o krotnosci wiekszej niz jeden. Na to pytanie odpowiemy w dalszej
czedci artykuhlu, poniewaz potrzebujemy do tego mocniejszych narzedzi.

Twierdzenie 3 ma tez zastosowanie w dowodzeniu niewymiernosci pewnych liczb rzeczywistych.

Przyklad 11. Pokazemy, ze v/2 jest liczbg niewymierna.

Rozwazmy wielomian w(z) = 2% — 2. Z twierdzenia 3 wiemy, 7e pierwiastkami wymiernymi wielomianu
w(x) moga by¢ tylko liczby 1, —1, 2, —2 (kazda inna liczba, ktora jest pierwiastkiem tego wielomianu,
jest niewymierna). Obliczmy:

wl)=w(-1)=1-2==1#0, w(@)=w(-2)=4-2=2#0.
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Whioskujemy, ze w(x) nie ma pierwiastkéw wymiernych. Wielomian w(z) mozna jednak zapisaé jako
w(z) = (x — V2)(z + V/2), wiec ma on dwa pierwiastki rzeczywiste: /2 i —v/2. Zatem obie te liczby sa
liczbami niewymiernymi.

Jezeli majac wielomian stopnia n wyznaczymy n réznych pierwiastkow rzeczywistych, to mozemy
uznaé, ze poza zmudnymi obliczeniami wyznaczanie pierwiastkéw wielomianu nie jest takie trudne. Co
jednak, gdy (jak w przykladzie 10) wyznaczymy mniejsza liczbe pierwiastkéw i nie wiemy, czy to wszyst-
kie pierwiastki wielomianu (uwzgledniajac ich krotnosci), a co gorsza nie mamy pojecia co robié¢ dalej.
Co prawda zawsze mozna skorzysta¢ z pomocy programéw komputerowych, jednak mimo to warto mie¢
jeszcze jakiegos asa w rekawie. Z pomoca przychodza twierdzenie Bezouta oraz algorytm dzielenia wielo-
mianéw, ktore zostang przedstawione ponizej.

5. Metoda 3: zastosowanie twierdzenia Bezouta

W trzeciej metodzie szukania pierwiastkéw wielomianu, wykorzystujacej twierdzenie Bezouta, wazna
role odgrywa dzielenie wielomianéw®. Uniwersalny algorytm dzielenia wielomianéw to dzielenie pisemne.
Jest on podobny do dzielenia liczb naturalnych. W zadaniach dotyczacych znajdowania pierwiastkéw
najczesciej wystarcza znajomos$é schematu Hornera, ktéry pozwala szybko podzieli¢ wielomian stopnia
n > 1 przez dwumian = — a. Najpierw przypomnimy te dwie metody dzielenia wielomianéw. Nastepnie
pokazemy, jak twierdzenie Bezouta i dzielenie wielomianéw pomagaja w szukaniu pierwiastkéw wielomia-
nu.

5.1. Podzielno$¢ wielomianéw i dzielenie z reszta

Tloraz dwoch wielomianow w(x) i p(x), gdzie p(z) jest wielomianem réznym od wielomianu zerowego,
mozna zapisaé¢ za pomoca kreski utamkowej, czyli w postaci %. Otrzymujemy wyrazenie wymierne.

Jezeli wielomian w(x) jest podzielny przez p(zx), to wyrazenie wymierne jest tez wielomianem.

Definicja 3. Niech p(x) bedzie wielomianem réznym od wielomianu zerowego. Mdéwimy, Ze wielomian
w(x) jest podzielny przez wielomian p(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian q(x), Ze dla
kazdego x € R zachodzi réwnosé:

Wielomian q(x) nazywamy wéwczas ilorazem wielomiandw w(z) i p(x), a wielomian p(x) nazywamy
dzielnikiem wielomianu w(zx).

Zauwazmy, ze wielomian zerowy jest podzielny przez kazdy wielomian z wyjatkiem wielomianu zero-
wego, bo 0 = p(z) - 0.

Twierdzenie 4. Dla kazdego wielomianu w(z) i kazdego wielomianu p(x), ktory nie jest wielomianem
zerowym, istnieje doktadnie jedna para takich wielomiandw q(x) i r(x), Ze dla kazdego x € R zachodzi
rOWnosé:

w(x) = p(x)q(z) +r(x), przy czym deg(r(z)) < deg(p(x)).

5 Opanowanie umiejetnosci dzielenia wielomianéw okazuje sie niezwykle wazne, gdy studenci zaczynaja przerabia¢ m.in.
calki funkcji wymiernych.
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Wielomian 7(z) w twierdzeniu 4 nazywamy reszta z dzielenia w(z) przez p(z). Jezeli reszta jest

wielomianem zerowym, to w(x) jest podzielny przez p(x). Jezeli reszta nie jest wielomianem zerowym, to

w(x) nie jest podzielny przez p(z).

5.2

. Dzielenie pisemne wielomianéw

Algorytm dzielenia pisemnego przedstawimy na przykltadach.

Prz

yklad 12. Sprawdsmy, czy wielomian w(z) = 6x% + 923 — 1922 + 142 — 8 jest podzielny przez

wielomian p(z) = 222 — x + 1.

Podzielimy pisemnie wielomian w(z) przez wielomian p(z). Mamy:

10.

w0 32 +6x —8

wl (6z*  +92° —1922 414z -8) : (222 -z +1)
w2 —6x* +323 —322

w3 1223 —222% +14x -8

w4 —1223 +62.2 —6x

wh —1622 +8z -8

w6 1622 —8x  +8

w7 0

. W wierszu w1l wpisujemy interesujace nas dzielenie. Trzeba pamieta¢ o wstawieniu nawiasow (ze
wzgledu na kolejnosé dziatan). Wynik tego dzielenia pojawi sie w wierszu wO.

Rozpoczynamy od dzielenia 62* (z poczatku wiersza w1) przez 222, Otrzymujemy 3x2. Wpisujemy
ten wynik w wierszu w0.

Mnozymy w pamieci 322 przez dzielnik 222 —2+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie

znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu w2.
W wierszu w3 wpisujemy sume wielomianéw z wierszy wl i w2.

Teraz dzielimy 1223 (z poczatku wiersza w3) przez 2x2. Otrzymujemy 6x. Wpisujemy ten wynik
w wierszu w0.

Mnozymy w pamieci 6x przez dzielnik 222 —2+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie
znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu w4.

W wierszu wb wpisujemy sume wielomianéw z wierszy w3 i w4.

Dzielimy —1622 (z poczatku wiersza w5) przez 2z2. Otrzymujemy —8. Wpisujemy ten wynik w wier-

szu wO.

Mnozymy w pamieci —8 przez dzielnik 222 —2+1. W otrzymanym wielomianie zmieniamy wszystkie
znaki na przeciwne i wpisujmy ten nowy wielomian w wierszu we6.

W wierszu w7 wpisujemy sume wielomianéw z wierszy w5 i w6. Otrzymujemy 0, czyli skonczylismy
dzielenie.
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11. Tloraz wielomianéw w(z) i p(x) odezytujemy z wiersza w0. Jest nim wielomian ¢(x) = 322 + 6z — 8.

Mozemy jeszcze sprawdzi¢ poprawnos$é dzielenia (tzn. warunek z definicji 3):

p(x)q(z) = (222 — x +1)(32* + 62 — 8) =
= 62* + 122 — 1622 — 32° — 62> + 82 + 32% + 62 — 8 =
= 62" + 923 — 192 + 14z — 8 = w(x).

Nie ma bledu, wiec stwierdzamy, ze w(z) jest podzielny przez p(zx).

Przyklad 13. Sprawdzmy, czy wielomian w(z) = 6z* + 92° — 1922 + 10z — 5 jest podzielny przez
wielomian p(z) = 22% — x + 1.

Dzielac pisemnie wielomian w(x) przez wielomian p(z) otrzymujemy:

w0 32 +62 -8

wl (6z* 492 —1922 +10x -5) : (222 —z+1)
w2 —6z* 4322 322

w3 1223 —2222 +10z -5

w4 —1223 +622 —6x

wH —1622 +4r =5

w6 1622 —8x +8

w7 —4xr 43

Tutaj w wierszu w7 dostaliSmy wielomian stopnia pierwszego. Gdyby$my chcieli dzieli¢ dalej, to mu-
sielibyémy podzieli¢ —4z przez 2z2. Oczywiécie umiemy to zrobié¢, ale —4x: 222 = —% jest wyrazeniem
wymiernym. Tego wyrazenia nie mozemy wpisa¢ do wiersza w0, poniewaz wyrazenie w wierszu w0 nie by-
loby wielomianem. Zatem koniczymy dzielenie pisemne. Wielomian r(z) = —4x + 3 jest reszta z dzielenia
w(x) przez p(z). Mozna sprawdzié, ze zachodzi warunek z twierdzenia 4. Wielomian ¢(z) odczytujemy
z wiersza w0. Mamy:

62t + 92° — 192% 4+ 10z — 5 = (22% — 2 4 1)(323 + 62 — 8) + (—4x + 3).

Stwierdzamy, ze w(x) nie jest podzielny przez p(x).

Dzielenie pisemne koniczymy w chwili, gdy wielomian pod kreska jest wielomianem zerowym albo

jest wielomianem stopnia mniejszego niz stopienn dzielnika.

Przyklad 14. Sprawdzmy, czy wielomian w(z) = 2° — 3z* + 22 4 522 — 62 + 2 jest podzielny przez
wielomian p(x) = « — 1. Dzielac pisemnie w(x) przez p(x), otrzymujemy:
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w0 zt —223 —z? +4x —2

wl (x5 —32* 42 +522 —6x) +2 : o (z—1)
w2 —xP +?

w3 -2z 423 4522 —6x 42
w4 +22% 23

wbh —x3 4522 —6x 42
w6 +a3 —z?

w7 42 —6x +2
w8 —42? 4z

w9 —2x 42
w10 +2xr =2
wll 0

W wierszu wll otrzymaliSmy wielomian zerowy, co oznacza, ze wielomian w(z) jest podzielny przez
wielomian p(x). Zauwazmy jeszcze, ze suma wspotczynnikow wielomianu w(z) jest rowna zeru, co oznacza,
ze liczba 1 jest jego pierwiastkiem. Faktycznie:

w(l)=1°-3-1"+1°4+5.-12-6-1+2=1-3+1+5-6+2=0.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze algorytm dzielenia wielomianéw za kazdym razem sprowadza sie
do skoriczonego ciagu analogicznych czynnosci. Zakoriczenie schematu wynika z twierdzenia 4 (stopien
reszty mniejszy od stopnia dzielnika). Ogromna zaleta algorytmu jest uniwersalnosé, dzieki czemu mozna
wykona¢ dzielenie dowolnych dwoch wielomianéw (oczywiscie nie mozemy nigdy dzieli¢ przez wielomian
ZErowy).

5.3. Schemat Hornera

Jesli chcemy podzieli¢ wielomian w(z) przez dwumian postaci p(x) = z — a, to mozemy zastosowac
schemat Hornera. Schemat Hornera pozwala znalezé wielomiany ¢(z) i r(x) wystepujace w twierdzeniu 4
(o wiele szybciej niz przez dzielenie pisemne).

Dziatanie schematu Hornera omoéwimy na przykladzie. Przypu$émy, ze chcemy podzieli¢ wielomian
w(z) = agz* + a3z + azx® + a1 + ap (gdzie ay # 0) prze dwumian p(z) = x — a. Otrzymamy wielomian
q(x) = bgw3 + byx® + byx + by oraz reszte 7, ktore spetniaja warunek z twierdzenia 4, czyli:

w(z) = (x — a)g(x) + . (%)

Jezeli w(x) jest podzielny przez x — a, to r = 0. Jezeli w(z) nie jest podzielny przez x — a, to r # 0.
Musimy znalez¢ wspotczynniki bs, ba, b1, by oraz r. Mamy:

agz® + azx® + axx® + a1x + ag = (v — a)(bzx® + byx® + bz +by) + 7
asxt + azx® + asx® + a1z + ag = byxt + baa® + b1 + box — absx® — abex® — abix — aby + 7

agz® + azz® + azx® + a1z + ag = b3zt 4 (by — abz)x® + (b1 — aby)z® + (bg — aby)z + (r — aby).

Wielomiany po obu stronach maja te same wspolczynniki przy jednakowych potegach zmiennej x, czyli:
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ayq = b3 b3 = Q4

az = by — abs bo = a3 + abs
as = by — abs skad b1 = as + abs
ayr = by — aby bo = a1 + aby
ag =1 — aby, r = ag + abg.

Wyniki powyzszych obliczen zapisujemy w nastepujacej tabelce:

w0 as as az ay ao
wl 4 abs aby aby aby
w2 b3 b b1 bo r

W wierszu w0 wpisujemy po kolei wspotezynniki wielomianu w(z). W wierszu w2 dodajemy liczby z wier-
szy w0 i wl. Wyjatkiem jest pierwszy element wiersza w2 — przepisujemy pierwszy element wiersza w0
(poniewaz bz = a4). Wiersz wl jest wierszem pomocniczym, w ktorym wpisujemy iloczyny elementow
wiersza w2 przez a, przesuwajac je o jedno miejsce w prawo. Wspotezynniki wielomianu ¢(z) i reszte r od-
czytujemy z ostatniego wiersza.

W powyzszych obliczeniach przyjeliémy, ze wielomian w(x) ma stopienn 4. Mozna to postepowanie
i obliczenia uogoélni¢. Otrzymamy podobna tabelke, ktéra bedzie miata wiecej lub mniej kolumn (jesli
stopienl wielomianu w(x) bedzie wiekszy lub mniejszy niz 4).

Przyklad 15. Sprawdzmy, czy wielomian w(z) = 2* — 223 — 522 4 182 — 36 jest podzielny przez dwumian

p(z) =z +3.

Mamy tu a = —3. Zastosujmy schemat Hornera:
w0 1 -2 =5 18 —36
wl a=-3 J -3 15 =30 36
w2 1 -5 10 -12 0

Wyjasnijmy kolejne kroki.

1. W wierszu w0 wypisujemy wspotczynniki wielomianu w(z) = 2* — 223 — 522 + 182 — 36 (zaczynamy
od wspotezynnika przy x*, konczymy na wyrazie wolnym).

2. Przepisujemy wyraz stojacy przy x w najwyzszej potedze (tutaj przy z*) do wiersza w2.

3. Mnozymy przepisang jedynke z wiersza w2 przez —3. Wynik (czyli —3) zapisujemy w wierszu wl
pod wspotczynnikiem —2.

4. Dodajemy —2 i —3. Wynik (czyli —5) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

5. Mnozymy —b z wiersza w2 przez —3. Wynik (czyli 15) zapisujemy w wierszu w1l pod wspolczynni-
kiem —5.

6. Dodajemy —5 i 15. Wynik (czyli 10) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

7. Mnozymy 10 z wiersza w2 przez —3. Wynik (czyli —30) zapisujemy w wierszu w1l pod wspotczyn-
nikiem 18.
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8. Dodajemy 18 i —30. Wynik (czyli —12) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.

9. Mnozymy —12 z wiersza w2 przez —3. Wynik (czyli 36) zapisujemy w wierszu wl pod wspotczyn-
nikiem —36.

10. Dodajemy —36 i 36. Wynik (czyli 0) zapisujemy pod tymi liczbami w wierszu w2.
11. Z wiersza w2 mamy: ¢(z) = 23 — 522 + 10z — 12ir = 0.
Pomiedzy wielomianami w(x), p(z), ¢(z) i liczba r zachodzi zwiazek (xx). Otrzymujemy:
xt — 223 — 522 + 182 — 36 = (v + 3)(2® — 52 + 10z — 12).

4

Whnioskujemy, ze wielomian 2% — 223 — 522 + 18z — 36 jest podzielny przez dwumian z + 3. Ilorazem tych

wielomianéw jest wielomian 23 — 522 4 10z — 12.

Przyklad 16. Zastosujmy schemat Hornera do podzielenia wielomianu w(z) = z* — 223 — 22 + 42 — 2
przez dwumian p(z) = x — 1.

Zwroémy uwage, ze wielomian w(z) ma stopienl 4 oraz wszystkie wspolezynniki rézne od zera. W tym
wypadku nasze a jest réwne 1.

1 -2 -1 4 -2
a=1] | 1 -1 -2 2

W ten sposob, catkiem szybko przekonalismy sie, ze wielomian p(z) jest dzielnikiem wielomianu w(z):
ot =223 —2? 44— 2= (2 - 1)(2® — 2 — 22+ 2).

Przyklad 17. Korzystajac ze schematu Hornera sprawdzmy, czy wielomian w(z) = x°%+22% —322+22—3
dzieli sie przez wielomian p(z) = x — 2.
Zauwazmy, ze w tym wypadku nie wszystkie wspotczynniki wielomianu sg rozne od zera (wspotczynnik
przy z* jest réwny zeru). Mamy zatem:

1 0 2 -3 2 =3
a=2 b2 4 12 18 40
1 2 6 9 20 37

Widzimy, ze wielomian p(z) nie jest dzielnikiem wielomianu w(z). Wielomian w(z) mozemy zapisaé
w postaci:

2% + 22 — 327 4+ 22 — 3 = (2" + 223 + 627 + 9z + 20)(z — 2) + 37.
Zauwazmy, ze:
w(2)=2°+2-22-3.2242.2-3=32+16—-12+4 -3 =37,

co oznacza, ze reszta z dzielenia jest rowna w(2). Nie jest przypadkowe, co oméwimy ponizej.
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Omoéwmy teraz, jak schemat Hornera pomaga w wyznaczaniu wartosci wielomianu w(z) dla z = a.
Na mocy twierdzenia 4 dla wielomianéw w(x) oraz p(z) = ¢ — a, mozemy zapisac:

gdzie r jest stala. Ktadac x = a, otrzymujemy:
w(a) = (a—a)-pla) +r

w(a) =r.

Oznacza to, ze reszta z dzielenia wielomianu w(z) przez dwumian p(x) = = — a wynosi w(a). Jest to
ostatnia liczba w ostatnim wierszu schematu Hornera. Zauwazmy, ze dla duzych a obliczenie w(a) za
pomoca schematu Hornera jest duzo szybsze i tatwiejsze rachunkowo — nie musimy obliczaé¢ kolejnych
poteg liczby a.

Podczas zajeé, na ktérych omawiane sa zagadnienia zwigzane z dzieleniem wielomianéw, studenci
(znajacy schemat Hornera) najczesciej podkreslaja, ze najwiekszymi jego zaletami sa szybko$c i prostota.

Najczestsze zastosowania schematu Hornera

1. Dzielenie wielomianu w(x) przez dwumian = — a.
2. Obliczanie wartosci wielomianu w(x) dla x = a, dajace takze odpowiedZ na pytanie o podziel-

nosci w(z) przez p(x) = x — a.

5.4. Twierdzenie Bezouta i jego zwigzek z rozkladem wielomianu na czynnki

Twierdzenie 5 (Bezouta). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wie-
lomian w(zx) jest podzielny przez dwumian x — a.

Dowdd.
(=) Przypomnijmy, ze dla wielomianéw w(z) i  — a istnieje wielomian g(x) i liczba rzeczywista r, ktore
spelniaja warunek:

w(z) = (x — a)g(x) + .

Warunek ten jest spelniony dla kazdego z. Jesli podstawimy a w miejsce z, to otrzymamy:

Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu w(z), to w(a) = 0. Z drugiej strony w(a) = r. Zatem r = 0, czyli
w(x) dzieli si¢ bez reszty przez x — a.
(<) Jezeli w(x) jest podzielny przez x — a, to (z definicji 3) istnieje taki wielomian ¢(z), ze:

w(z) = (z = a)q(z).
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Jesli podstawimy a w miejsce x, to otrzymamy w(a) = (a—a)g(a) = 0, co oznacza, ze a jest pierwiastkiem
wielomianu w(x). O

Twierdzenie Bezouta pozwala roztozy¢ wielomian na czynniki. W potaczeniu z twierdzeniem 4 moze
ono by¢ stosowane iteracyjnie, co pozwala na roztozenie danego wielomianu na iloczyn czynnikéw nieroz-
ktadalnych. Zastosowanie tych twierdzen prowadzi do nastepujacego schematu postepowania: najpierw
musimy znalez¢ jaki§ pierwiastek wielomianu (wystarczy jeden!), nastepnie dzielimy wielomian przez od-
powiadajacy mu czynnik liniowy (bez reszty), a otrzymany iloraz ponownie analizujemy z wykorzystaniem
twierdzenia Bezouta. Jako punkt zaczepienia (znalezienie pierwiastka) moze nam stuzyé np. twierdzenie
o pierwiastkach wymiernych.

Przyktlad 18. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(x) = 623 — 1122 — 3z + 2.

Pierwszy pierwiastek to np. 2. Rzeczywiscie:

w(2) =627 —11-22-3.2+2=48-44—-6+2="50—50 = 0.

Stosujac schemat Hornera do dzielenia wielomianu w(zx) przez dwumian z — 2, otrzymujemy:

Na mocy twierdzenia 4 mozemy zapisac:
62° — 1122 =3z + 2 = (z — 2)(62% + = — 1).

Do wyznaczenia pierwiastkéw wielomianu ¢(z) = 622 + 2 — 1 zastosujemy wzory () przedstawione
w rozdziale Podstawowe informacje o wielomianach i pierwiastkach:

~1-vI+24 _ -6 1 “1+VI+24 4 1

12 T2 2 12 12 3
Szukanymi pierwiastkami sg liczby: —%, %, 2. Wielomian w(z) mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej:

w(a:)6(x+;) (:17:1))) (z - 2).

Przyklad 19. Wyznaczmy pierwiastki wielomianu w(z) = * — 223 — 522 + 18z — 36.

I spos6b
Nasz wielomian ma wspoétczynniki catkowite, wiec moze mie¢ pierwiastki catkowite (mowi o tym twier-
dzenie 1). Obliczmy np.:

w(—3)=9-942-27-5-9-18-3-36=9(9+6—5—6—4) =9(9 —9) = 0.

Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w(z), wiec mozemy podzieli¢ go przez dwumian z + 3. Takie
dzielenie wykonalismy juz w przyktadzie 15, gdzie otrzymalismy:

w(z) = x* — 22% — 522 + 182 — 36 = (z + 3)(z® — 52% + 10z — 12).
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Oznaczajac przez q(x) = 23 — 52?4+ 102 — 12, mamy wielomian o wspotczynnikach catkowitych. Obliczmy:
q(3)=3-9-5-94+10-3-12=3(9—-15410—4) =3(19-19) = 0.
Wielomian ¢(x) dzielimy przez dwumian = — 3 stosujac schemat Hornera:

1 -5 10 -12
a=3 ! 3 -6 12
1 -2 4 0

Otrzymujemy:
q(z) = (z — 3)(2? — 22 + 4).

Zatem:
w(z) = (z+ 3)(x — 3)(2® — 2z +4).

Wielomian s(x) = 2% — 2x + 4 jest nierozkladalny (tzn. nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, poniewaz
A =4—4-4<0). Stwierdzamy, ze w(z) ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste (oba jednokrotne). Sa

nimi liczby —31 3.

IT sposéb

Wielomian w(z) byt juz rozwazany w przykladzie 10. Wiemy, 7ze w(x) ma dwa pierwiastki wymierne
(31 —3). Z twierdzenia Bezouta wynika, ze w(x) dzieli sie zar6wno przez dwumian x — 3, jak i przez
dwumian x + 3. Zatem w(z) jest podzielny przez iloczyn tych dwoch dwumianéw, czyli przez wielomian

6

u(z) = (x — 3)(z + 3) = 22 — 9. Podzielmy pisemnie® w(z) przez u(z). Mamy:

x? —2x +4

(x*  —22% 52?2 18z -36) : (22-9)
—z? +92.2
223  +422 +18x —36
+223 —18z
42 —36
—4g? +36
0

Otrzymalismy iloraz s(x) = 22 — 2z + 4. Mozemy zapisa¢ w(x) w postaci:
w(z) = u(z)s(z) = (2% = 9)(2® — 22 +4) = (z + 3)(z — 3)(z? — 22+ 4)

(ten sam rozklad wielomianu w(z) otrzymaliSmy z obliczen wykonanych I sposobem). Wnioskujemy, ze
w(z) ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste: —3 1 3.

Przyklad 20. Zapiszmy wielomian w(z) = 2° — 32* + 23 + 52% — 62 + 2 w postaci iloczynu czynnikéw
nierozktadalnych. Z tej postaci odczytamy wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu w(zx).

Latwo zauwazy¢, ze w(l) =1 —-34+1+5—-6+2 =9 —9 = 0. Oznacza to, ze 1 jest pierwiastkiem
wielomianu w(x). Zastosujmy schemat Hornera do podzielenia w(z) przez x — 1:

6 Nie mozemy tu zastosowaé schematu Hornera, bo u(z) nie jest postaci z — a.
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a=1 1 —2 -1 4 -2

Otrzymalismy, ze
w(z) = (x —1)(2* — 22 — 2% + 42 — 2).

Skorzystajmy z wyniku uzyskanego w przyktadzie 16. Mamy:
w(z) = (z—1)(z —1)(2® — 2% =224+ 2) = (z — 1)*(2® — 2% — 22+ 2).

Oznaczmy q(z) = 23 — 22 — 22 + 2. Wielomian ¢(z) mozna roztozyé¢ na czynniki przez grupowanie
odpowiednich wyrazéw i zastosowanie wzoru skréoconego mnozenia:

gz) =2 -2 —224+2=2%(2—-1) -2 —-1)=(z—-1)(2® - 2) = (z — 1)(z — V2)(z + V2).
Ostatecznie w(x) ma nastepujaca posta¢ iloczynowa:
w(z) = (z - D@ - V2)(@ + V2).

Co oznacza, 7e pierwiastkami wielomianu w(z) sa liczby: —v/2,1,v/2, przy czym 1 jest pierwiastkiem
trzykrotnym.

6. Uwagi koticowe

Przedstawione w artykule metody wyznaczania pierwiastkow wielomianéw o wspotczynnikach rzeczy-
wistych oraz ich rozktadu na czynniki nalezg do najczesciej stosowanych narzedzi. Czasami bywaja one
pracochtonne, zwtaszcza w przypadku wielomianéw wyzszych stopni. Z tego wzgledu w praktyce stosuje
sie je tacznie, co pozwala uprosci¢ obliczenia i znaczaco skroci¢ czas potrzebny na znalezienie rozwigzania.

Rozktad wielomianu na czynniki jest kluczowy przy rozwigzywaniu réwnan i nieréwnosci wymiernych
(zob. [1]), ktore pojawiaja sie w wielu zagadnieniach praktycznych. Z tego wzgledu umiejetnosé spraw-
nego poshugiwania sie réznymi technikami rozktadu wielomianu na czynniki jest niezbedna w praktyce
inzynierskiej.

Warto podkreslié, ze zaréwno metoda grupowania, jak i twierdzenie Bezouta maja charakter uniwer-
salny: mozna je stosowaé nie tylko do wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych, lecz takze zespolo-
nych. W tym drugim przypadku zasadnicze twierdzenie algebry gwarantuje, ze kazdy wielomian stopnia
n (w tym takze wielomian o wspoélczynnikach rzeczywistych) ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych,
liczac wraz z krotnoSciami.

Nalezy zauwazy¢, ze nie zawsze w praktyce spotykamy wielomiany, ktérych pierwiastki mozna znalezé,
stosujac metody opisane w tym artykule. Czesto zdarza sie, ze wiemy, ze jaki§ wielomian ma pierwiastek,
ale proste metody nie wystarczaja do znalezienia tego pierwiastka. Wowczas musimy zadowolié¢ sie jakims$
przyblizeniem tego pierwiastka. Stuza do tego metody numeryczne. Przystepny opis takich metod mozna
znalez¢ np. w [2].

Sprawne postugiwanie sie przedstawionymi metodami rozwija réowniez intuicje algebraiczna. Im wie-
cej przyktadéw przeanalizujemy i samodzielnie rozwigzemy, tym tatwiej rozpoznamy charakterystyczne
struktury wielomianéw, dobierzemy wtasciwe techniki i szybciej dostrzezemy potencjalne uproszczenia.
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7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Znajdz takie wielomiany ¢(z) oraz r(z), ze f(x) = q(z)g(x) + r(x), jesli:

a) f(z) =2® +422 + 102 + 11, g(z) = 2% + 22 + 3,

b) f(z) = 2% + 2% — 120+ 17, g(z) = 2 — 2,

c) fla)=2® —22 + 5z —3,9(z) =z — 1,

d) f(z) = 2* + 523 + 42?4+ 3z + 15,g(z) = 2> + 2? + 3,

e) f(x) = 2® + ba* + 523 + 52? — 182 — 13, g(x) = 2% + 5z + 3.

Zadanie 2. Podane wielomiany przedstaw w postaci iloczynowej oraz wyznacz ich pierwiastki:

a)w(a?)z — 52 + 20 + 8,

b) w(z) = — 2% + 167 — 12,

¢) w(z) = z* — 2% — 1322 + 382 — 24,

d) w(z) = z* — 92% + 1622 + 362 — 80,

e) w(z) = —112% — 32 + 2,

f) w(z) = 60z — 592% — 212% + 24x — 4,

g) w(;v): 122% — 3223 + 1322 + 82 — 4,

h) w(z) = 2° — 22" — 32° + 42° 4 4,

i) w(z)=a25%—22° — 8z + 142% + 112% — 282 + 12.

Zadanie 3. Dany jest wielomian wielomian w(z) = a,2™ + An_12" 1 +...+a12 +ag o wspotczynnikach
catkowitych. Wykaz, ze jesli w(0) oraz w(1) sa liczbami nieparzystymi, to wielomian w(z) nie posiada
pierwiastkéw catkowitych.

Odpowiedz 1. .

a) g(z) =z +2,r(z) =3z +5,

b) q(z) = 2% + 3z — 6,r(x) =5,

c) q(z) = 2% +5,r(x) =2,

d) q(xz) =x+4,r(x) =3,

e) g(z) =%+ 2z —5,r(z) =z +2.

Odpowiedz 2

a) pierwiastki: —1,2,4, iloczyn: w(z) = (z + 1)(z — 2)(x — 4),
(z) = (z = Dz = 3)(z +2)(z - 2),
c) pierwiastki: —4, 1,2, 3, iloczyn: w(z) = (x +4)(z — 3)(z — 1)(x — 2),
( )

(z = 5)(x —2),

b) pierwiastki: —2, 1,2, 3, iloczyn: w

d) pierwiastki: —2,2,4,5, iloczyn: w(z) = (x — 4)(z + 2
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e) pierwiastki: —3, £, 2, iloczyn: w(z) = 6(z — 3)
f) pierwiastki: —2, 1, 2,1, iloczyn: w(z) = 60(z — )(z +
g) pierwiastki: —3, 3, 2,2, iloczyn: w(z) = 12(x + %

h) pierwiastki: —1,0, 2, iloczyn: w(z) = z(z — 2)%(z + 1)?,
i) pierwiastki: —2, 1,3, iloczyn: w(z) = (z — 1)3(z + 2)%(z — 3).

Odpowiedz 3. Zauwaz, ze 0 oraz 1 nie sa miejscami zerowymi w(x) oraz skorzystaj z twierdzenia 2.

Pamietaj, ze liczba nieparzysta nie ma parzystych dzielnikéw.
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