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Macierze odwrotne. Czes¢ 4 — elegancka, choé niepraktyczna
metoda Olguna-Tamera

Streszczenie. Artykul zamyka serie prac poswieconych metodom wyznaczania macierzy od-
wrotnych. W poprzednich cze$ciach oméwiono definicje macierzy odwrotnej, jej wtasnosci oraz
klasyczne metody wyznaczania: metode oparta na definicji, metode wykorzystujaca macierz do-
pelnien algebraicznych oraz metode Gaussa-Jordana. W niniejszej cze$ci przedstawiona zostaje
nowa metoda wyznaczania macierzy odwrotnych, oparta na wykorzystaniu iloczynu wektorowego
wierszy macierzy. Metoda ta, zaproponowana przez Olguna i Tamera, jest przede wszystkim intere-
sujaca ciekawostka teoretyczna, ktora taczy algebre liniowa z geometria przestrzeni tréjwymiarowej.
Choé¢ nie oferuje znaczacej przewagi obliczeniowej nad metodami klasycznymi, ma warto$é¢ eduka-
cyjna jako przyklad alternatywnego podejscia do problemu macierzy odwrotnych oraz ilustracje
zwiazkéw miedzy roéznymi dzialami matematyki. W zakoriczeniu przedstawiono dydaktyczne pod-
sumowanie wszystkich metod omoéwionych w serii.

Stowa kluczowe: macierz odwrotna, iloczyn wektorowy, metoda Olguna-Tamera, algebra liniowa.

1. Wprowadzenie

W poprzednich czesciach tej serii artykutow [1-3] szczegotowo omowiono definicje macierzy odwrotnej
oraz trzy klasyczne metody jej wyznaczania: metode opartg na definicji, metode wykorzystujaca macierz
dopelnien algebraicznych oraz metode Gaussa-Jordana. Kazda z tych metod ma swoje zalety i ograni-
czenia — metoda definicyjna jest intuicyjna, ale czasochlonna, metoda dopelnien algebraicznych wymaga
obliczenia wielu wyznacznikéow, a metoda Gaussa-Jordana moze byé¢ podatna na bltedy numeryczne.

W 2020 roku Olgun i Tamer [6] zaproponowali alternatywna metode wyznaczania macierzy odwrot-
nych, ktéra wykorzystuje geometryczne wlasnosci iloczynu wektorowego. Ta metoda oferuje odmienne
podejscie do klasycznych algorytméw, szczegélnie interesujace ze wzgledu na swoja elegancje i bezpo-
$redni zwiazek z geometria przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Metoda ta, choé¢ nie przewyzsza efektywnoscia metod klasycznych, ma istotna wartos¢ dydaktyczna
jako przyktad niestandardowego podejscia do problemu odwracania macierzy. Zanim przejdziemy do jej
szczegblowego omowienia, przypomnijmy najwazniejsza definicje z pierwszego artykutu [1] w serii.
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Definicja 1. Macierz odwrotna do danej macierzy kwadratowej i nieosobliwej A stopnia n, oznaczana
jako A™1, to macierz spetniajgca warunek:

A A=A A=1,
gdzie 1, jest macierzq jednostkowq stopnia n.

Aby zrozumieé nowa metode, niezbedne jest przypomnienie podstawowych wlasnosci iloczynu wekto-
rowego!, ktory jest fundamentem tej metody.

Definicja 2. lloczyn wektorowy dwdch wektorow a = [a1,as,a3] i b = [by, by, b3] w przestrzeni R3 jest
wektorem a X b zdefiniowanym jako:

axb= a2b3 — agbg, a3b1 — albg, a1b2 — agbl] .

Praktycznym sposobem obliczania iloczynu wektorowego jest obliczenie wyznacznika:

i j k
axb=l|a; ay az|=..
by by b3

gdzie i, j, k to jednostkowe wektory bazy standardowej. Wyznacznik ten mozna obliczyé na przyktad
stosujac rozwiniecie wedtug pierwszego wiersza (metoda Laplace’a 2)

W dowodzie twierdzenia bedacego podstawa omawianej metody wykorzystamy réwniez iloczyn mie-

szany wektoréw i jego wiasnosci.?

Definicja 3. Iloczyn mieszany (iloczyn skalarno-wektorowy) trzech wektoréw a, b, ¢ w przestrzeni R3
jest liczbg okreslong wzorem:
ao(bxc),

gdzie o oznacza iloczyn skalarny, a X iloczyn wektorowy.
Iloczyn mieszany ma nastepujace wlasnosci, ktore beda kluczowe w dowodzie twierdzenia 1:
1. Interpretacja jako wyznacznik: Jezeli a = a1, as, as], b = [b1, ba, b3], ¢ = [c1, co, ¢3], tO
a; as as

ao(bxc)=|b;y by b3
€1 C2 C3

1 Iloczyn wektorowy mozna definiowaé geometrycznie okreslajac jego dtugosé, kierunek i zwrot, ale dla celéw obliczenio-
wych w tym artykule uzywamy rownowaznego podejscia algebraicznego.

2 Wyznacznik mozna obliczyé¢ dowolna metoda — wynik bedzie identyczny.

3 Szczegotowe informacje o iloczynach wektorowym i mieszanym mozna znalezé w podrecznikach geometrii analitycznej,
np. [5,7].
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2. Niezmienniczo$é przy cyklicznej permutacji: Cykliczna zmiana kolejnosci wektoréw nie zmie-

nia wartosci iloczynu mieszanego:

ao(bxc)=bo(cxa)=co(axb).

3. Prostopadlosé: Iloczyn wektorowy b X c jest prostopadly do wektora b oraz do wektora c. Zatem
jezeli jeden z wektoréw b i ¢ jest rowny wektorowi a, to

ao(bxc)=0.

Rownowaznie mozna powiedzieé, ze powyzsza rownosé jest prawdziwa, poniewaz gdy dwa wektory
w iloczynie mieszanym sg identyczne, to wyznacznik macierzy z nich zbudowanej wynosi zero (dwa
wiersze sa takie same).

2. Metoda Olguna-Tamera dla macierzy 3x3

Kluczowym elementem metody Olguna-Tamera jest nastepujace twierdzenie, ktore wigze kolumny
macierzy odwrotnej z iloczynami wektorowymi wierszy macierzy oryginalnej. Przed zastosowaniem me-
tody musimy mieé¢ pewno$é, ze rozwazana macierz jest odwracalna, czyli jej wyznacznik jest réozny od
zera. Warunki odwracalno$ci macierzy omowiono szczegotowo w pierwszej czesci tej serii [1] oraz w stan-
dardowych podrecznikach algebry liniowej [4,5,7].

Twierdzenie 1. Niech A bedzie macierzq odwracalng stopnia 3.
Jezeli R1, Ra, Rs oznaczajg wiersze danej macierzy A (traktowane jako wektory wierszowe w prze-
strzeni R3), a Cy, Co, C3 oznaczajg kolumny macierzy odwrotnej A= (wektory kolumnowe), to:

_ 1 T

Ci= detA(R2 X Rs)
C, = L(R x Ry)T

27 detA N ? !
1 T

03 — m(Rl X RQ)

Zatem: 1
Ail = [Cl, 02703] = retA[(RQ X Rg)T, (R3 X Rl)T, (Rl X RQ)T].

Dowdd. Aby udowodnié¢ poprawnoéé wzoru, wystarczy pokazaé, ze A - A=t =1.
Obliczmy iloczyn:

R1 Rl
1
A-At= Ry | - [01,02703} = |Ro| - m[(RQ X Rg)T, (Rg X Rl)T, (R1 X RQ)T] =
R
1 1

= Ry | - [(R2 x R3)T, (R3 x Ry)T, (R; x Ry)T].
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Dalsze obliczenia wymagaja wymnozenia dwoch macierzy. Kazda kolumna prawej macierzy ma postaé
(R; x R;)T, czyli jest transponowanym iloczynem wektorowym.

Nalezy zauwazy¢, ze dla wektoréw wierszowych u = [ug,uz, uz] i v = [v1, v, v3] w R? iloczyn macie-
rzowy wiersza i transponowanego wektora:

T
u-v' = [ug,ug, uzl - |ve| = uivy + ugv2 + uzvg =uov

jest rowny iloczynowi skalarnemu tych wektorow.
Poniewaz iloczyn ten pojawia sie w kazdym elemencie wynikowej macierzy, mozemy zastapi¢ mnozenie
macierzowe iloczynami skalarnymi.

Otrzymujemy zatem :

R,
1
A-AT = 1 [Ra| - [(R2 x Ry)", (Rs x Ra)”, (Ra X Ry)"] =
Rs
1 Rl 9] (RQ X R3) Rl e} (R3 X Rl) Rl o (Rl X R2)
T detA Ryo(R2 xR3) Rpo(R3xRi) Ryo(RyxRy)

R3 o (RQ X Rg) R3 o (R3 X Rl) R3 o (Rl X RQ)

Na podstawie wlasnosci iloczynu mieszanego przedstawionych po Definicji 3 mamy:

e R; o (Ry x R3) = det A (wlasnos¢ 1: iloczyn mieszany jako wyznacznik macierzy zbudowanej

z trzech wektorow),
e Roo(Rs xRy) =det A (wlasnosé 2: cykliczna permutacja),
e R30(R; X Ry) =det A (wlasnos¢ 2: cykliczna permutacja),

e Rio(R; xRy) =0gdy i € {j,k} (whlasnos¢ 3: wektor jest prostopadly do iloczynu wektorowego,

ktory go zawiera).

Podstawiajac te wartosci otrzymujemy:

) det A 0 0 1 00
A . .A.71 - = png I
ot A 0 det A 0 010
0 det A 0 0 1
Analogicznie mozna pokazaé, ze A~1 - A =1. O

2.1. Algorytm obliczeniowy

Sformutujmy algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej metoda Olguna-Tamera dla macierzy 3x3:

1. Sprawdzamy czy det A # 0 (warunek istnienia macierzy odwrotnej). Wartos¢é wyznacznika potrzeb-

na jest do dalszych obliczeri.

2. Wypisujemy wiersze macierzy A: Rj, Ra, Rs.
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3. Obliczamy iloczyny wektorowe

[ Rg X R3
[ R3 X R1
e R; x Ros.

4. Budujemy z nich macierz odwrotng A~ = ﬁ (R2 x R3)T, (R3 x Ry)T, (R; x Ro)T|.

3. Przyklady
2 -1 0

Przyklad 1. Znalez¢ macierz odwrotnag do A = | -3 1 2| metoda Olguna-Tamera.
1 3 -1

Krok 1. Obliczamy wyznacznik stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza:
det A=2(1-(-1)—2-3)—(-1)((-3)-(-1)—2-1)+ 0= —13.
Krok 2. Identyfikujemy wiersze:
R; =[2,-1,0], R.,=[-3,1,2], Rsz=][1,3,-1].

Krok 3. Obliczamy iloczyny wektorowe:

RoxRy=|-3 1 2/=(1-(=1)=2-3)i—((-3)-(=1)—2-1)j+((-3)-3—1-1)k =

1 —1
= —7i—1j— 10k = [-7,—1,-10],
i j k
RsxRi=1 3 —1/=3B-0—(-1)-(=1)i—(1-0—(=1)-2)j+(1-(-1)-3-2)k =
2 -1 0
=—1i—2j— Tk =[-1,-2,-7],
i j k
RixRy=| 2 -1 0/=(-1)-2-0-1)i—(2:2-0-(=3)j+(2-1—(=1)-(-3)k=
-3 1 2

= —2i—4j— 1k = [-2,—4, —1].
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Krok 4. Budujemy macierz odwrotna:

1 1 -7 -1 =2 113 % 1&3
_1:m|:(R2XR3)Ta (RBXRl)T’ (].:{1><]_:{2)T:|:_E -1 —92 4| = ?18 T} %
-10 -7 -1 o %
Sprawdzenie:
701 2

S A B 2 O

R B+ Al K

13 -1 |13 135 13 00 1

2 1 0
Przyklad 2. Znalezé macierz odwrotna do B = |1 1].
0 1 2

(\}

Krok 1. detB=2(2-2—1-1)—1(1-2—1-0)+0=6—-2=4.

Krok 2. Wiersze: Ry = [2,1,0], Ry = [1,2,1], Rg = [0, 1, 2].

Krok 3. Iloczyny wektorowe:
RyxR3=[2-2-1-1,1-0-1-2,1-1-2-0] = [3,-2,1],

Ry xRy =[1-0-2-1,2-2-0-0,0-1—1-2] =[-2,4,-2],

RixRy=[1-1-0-2,0-1-2-1,2-2—1-1] = [1,-2,3].

3 =2 1
Krok 4. Macierz odwrotna: B’lzi -2 4 2.
1 -2 3
Weryfikacja:
2 1 0 1 3 =2 1 1 4 0 0 1 0 0
B-B'=|12 1|--|-2 4 —2|==10 4 0|l=101 0
01 2 1 -2 3 0 0 4 0 0 1

4. Uogblnienie na wyzsze wymiary

Dla macierzy o wymiarach wiekszych niz 3x3, autorzy metody wprowadzaja uogo6lnienie operacji
iloczynu wektorowego przez zdefiniowanie operacji A.

Definicja 4. Dla wektorow vi,va,...,v, € R" definiujemy operacje A jako

VIAVLA - AVA - Avy, = D (=1 My kg,
k=1
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gdzie v; oznacza pominiecie wektora v;, My; to wyznacznik macierzy powstatej przez skreslenie k-tego
wiersza i t-tej kolumny z macierzy, w ktorej wektory vi,va,..., v, sq wierszami, a ki to k-ty wektor
bazowy.

Twierdzenie 2. Dla macierzy A stopnia n > 4, jezeli R; oznacza i-ty wiersz macierzy A, to j-ta

kolumna macierzy odwrotnej wynosi:

(-1

Ci= 1A

(RiARoA - AR;A - AR,,)”.

Uwaga. Dowdd pomijamy, poniewaz przebiega on analogicznie do dowodu Twierdzenia 1 — rézni sie
jedynie rozmiarem macierzy i liczba wektoréw w operacji A.

Przyklad 3. Zilustrujmy dzialanie uogoélnionej metody Olguna-Tamera na macierz 4x4:

—= = O
_ O = O
o O O =
S = = O

Krok 1. Sprawdzamy, czy macierz jest odwracalna, obliczajac jej wyznacznik. Mozna zastosowa¢ do-
wolna metode obliczania wyznacznika, na przyktad rozwiniecie wzgledem trzeciej kolumny (ktora zawiera
tylko jeden element niezerowy):

det A =1-(—1)'*3

= o= O
==
[ e
Il
= = O
— O
e
Il
[\
RN
o

Poniewaz det A # 0, macierz jest odwracalna.
Krok 2. Zgodnie z uogélnieniem, pierwsza kolumna macierzy odwrotnej wynosi:

1

Ci=——
! detA(

RyAR3AR,)T.

Operacja A dla trzech wektoréw w R* polega na obliczeniu wyznacznika:

k; ko k; ki

1 1
RsAR3ARy = 0 0 8 1
11 0 0

Rozwijajac wzgledem trzeciej kolumny:

0 1
RoAR3ARy = ks - (—1)'*3 |1 0 1| =k3-2=10,0,2,0].
11

O =
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Zatem:

1
C, = 5[0,0,2,0]T =

o = O O

Analogicznie nalezy obliczy¢ pozostale kolumny (szczegdtowe obliczenia pomijamy):

(-1)>!

1
“dot A (R1AR3AR,)T = —§(R1AR3AR4)T.

Druga kolumna: C; =

—1 341 1
Trzecia kolumna: C3 = L(R1AR2AR4)T = 7(R1AR2AR4)T.
det A 2
1441
Czwarta kolumna: C, = %(RlARgARg)T = —%(RlARgARg)T.
Po wykonaniu obliczent dostajemy:
_1 1 1
2 2 2
1 _1 1
Cy=|2|, C3= 1, Ci=|?
0 0 -1
3 > 0
Krok 4. Budujemy macierz odwrotna z obliczonych kolumn:
0 -1t
o L _1 1
Al = [Cl C,;C5 C4] = 2 2 2
1 0 0 1
0 3 3 0
Weryfikacja: Sprawdzamy czy A - A~! =T
101 0] [o —lé %1 % 1000
A-A*120101 05—5520100
1 0 0 1 1 0 0 -1 0 01 O
1100 |0 & % 0 0001

Zastosowanie metody Olguna-Tamera wymaga obliczenia wszystkich czterech kolumn macierzy od-
wrotnej, co oznacza czterokrotne wykonanie operacji A na trzech wektorach w R*. Kazda operacja wy-
znaczania kolumny macierzy odwrotnej wymaga obliczenia wyznacznika 4x4. W tym konkretnym przy-
ktadzie, dzieki duzej liczbie zer w macierzy, obliczenia sa bardzo proste. Jednak dla ogdélnej macierzy
4x4 bez szczegdluej struktury, nawet przy zastosowaniu najbardziej efektywnych metod (jak eliminacja
Gaussa) jest to bardziej pracochlonne niz bezposrednie zastosowanie metody Gaussa-Jordana do calej
macierzy jednoczesnie.

To doskonale ilustruje, dlaczego metoda Olguna-Tamera traci praktyczng wartos¢ dla macierzy wyz-
szych stopni. Nawet przy sprzyjajacej strukturze macierzy (jak w tym przykladzie), ztozonosé¢ oblicze-
niowa przewyzsza korzysci z geometrycznej elegancji metody.
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5. Podsumowanie

Niniejszy artykul zamyka cykl prac po§wieconych réznym dokladnym metodom wyznaczania macie-
rzy odwrotnych. W calej serii oméwiono cztery podejScia: metode definicyjna, metode dopelnieri alge-
braicznych, metode Gaussa-Jordana oraz metode Olguna-Tamera. Kazda z tych metod ma swoje miejsce
w procesie edukacyjnym i wnosi co$§ cennego do rozumienia problemu odwracania macierzy.

Metoda definicyjna jest najbardziej intuicyjna i bezposrednio nawiazuje do podstawowej definicji
macierzy odwrotnej. Pozwala studentom zrozumie¢ istote problemu, cho¢ jest czasochlonna.

Metoda dopelnien algebraicznych lagczy wyznaczanie macierzy odwrotnej z teorig wyznacznikow,
pokazujac gtebokie zwiazki miedzy réznymi pojeciami algebry liniowej.

Metoda Gaussa-Jordana uczy systematycznego podejscia do przeksztatcenn macierzowych i stanowi
podstawe dla zrozumienia algorytméw numerycznych stosowanych w praktyce.

Metoda Olguna-Tamera oferuje perspektywe geometryczna, taczac algebre liniowa z geometria
analityczna. Stanowi interesujace uzupekienie klasycznych (omoéwionych w trzech poprzednich czesciach
cyklu) metod, cho¢ nalezy ja traktowaé¢ przede wszystkim jako ciekawostke teoretyczna.

Analiza tej ostatniej metody pokazuje, ze dla macierzy 3x3 wymaga ona podobnej liczby operacji
arytmetycznych co metody klasyczne, nie oferujac znaczacej przewagi wydajnosciowej. Jej glowne zalety
to:

Oferuje nowe spojrzenie na problem macierzy odwrotnej przez pryzmat geometrii przestrzeni troj-

wymiarowej

Laczy algebre liniows z geometria analityczna w elegancki sposéb

Ma wartoéé edukacyjna jako przyklad alternatywnego podejscia matematycznego

Moze by¢ atrakcyjna dydaktycznie dla studentéw znajacych juz iloczyn wektorowy

Ograniczenia tej metody obejmujg brak przewagi obliczeniowej nad metodami klasycznymi, ograni-
czong praktyczng uzytecznosé dla macierzy wyzszych stopni oraz wymaganie dobrej znajomosci iloczynu
wektorowego.

Metoda Olguna-Tamera jest przede wszystkim interesujacym przyktadem tego, jak rézne dziedziny
matematyki mogg sie przenikac i inspirowa¢ do nowych podej$é w rozwiazywaniu klasycznych problemow.
Cho¢ nie rewolucjonizuje praktycznych obliczen, wzbogaca nasze rozumienie zwigzkow miedzy algebra
liniowa a geometria, co zamyka w sposéb naturalny przedstawiong serie prac o metodach wyznaczania
macierzy odwrotnych.
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