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Macierze odwrotne. Czes¢ 3 — metoda Gaussa-Jordana

Streszczenie. Artykul stanowi kontynuacje serii prac dotyczacych metod wyznaczania macie-
rzy odwrotnych. W poprzednich czesciach oméwiono definicje macierzy odwrotnej, jej wlasnosci
oraz metody wyznaczania — na podstawie definicji i wykorzystujac macierz dopelnien algebraicz-
nych. W niniejszej czedci zaprezentowana zostata metoda Gaussa-Jordana, bedaca algorytmicznym
podejéciem opartym na przeksztalceniach elementarnych. Metoda ta jest analogiczna do eliminacji
Gaussa stosowanej w rozwigzywaniu uktadéw réownan liniowych. W artykule szczegdtowo omowio-
no trzy rodzaje operacji elementarnych na wierszach (ERO1, ERO2, ERO3) oraz ich zastosowanie
w procesie wyznaczania macierzy odwrotnych. Wszystkie zagadnienia zilustrowano szczegdéltowo
omowionymi przyktadami. Na koncu artykutu znajduja sie¢ zadania do samodzielnego rozwiazania
wraz z odpowiedziami.

Stowa kluczowe: macierz, macierz odwrotna, przeksztalcenia elementarne, metoda Gaussa-Jordana.

1. Wiadomosci wstepne

Wyznaczanie macierzy odwrotnej to wazne zagadnienie algebry liniowej o szerokich zastosowaniach
w matematyce stosowanej i technice obliczeniowej. W poprzednich czesciach [2,3] przedstawiono definicje
macierzy odwrotnej oraz dwie metody jej obliczania: metode oparta na definicji oraz metode wykorzy-
stujaca macierz dopelnieni algebraicznych.

Poniewaz znajomosé definicji macierzy odwrotnej jest kluczowa dla dalszych rozwazari, przypomniamy
ja ponizej.

Definicja 1. Macierz odwrotna do danej macierzy kwadratowej i nieosobliwej A stopnia n, oznaczana
jako A1, to macierz spetniajgca warunek:

A A=At A=1,

gdzie 1, jest macierzq jednostkowq stopnia n.
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W niniejszym artykule zaprezentowana zostanie kolejna metoda, znana jako metoda Gaussa-Jordana,
ktora bazuje na przeksztalceniach elementarnych i jest Scisle powigzana z metoda eliminacji Gaussa
stosowana do rozwiazywania uktadéw réownan liniowych. W calym artykule korzystamy ze standardowych
oznaczeni, ktore zostaly wprowadzone w 1 czesci [2].

Idea metody Gaussa-Jordana jest nastepujaca: jesli seria operacji elementarnych przeksztalca macierz
A w macierz jednostkows I, to ta sama seria operacji przeksztalci macierz jednostkowa I w macierz
odwrotng A~!. Dzicki temu mozemy réwnolegle przeksztalcaé obie macierze, az osiggniemy pozadany
rezultat. Teoretyczne uzasadnienie tej wlasnosci operacji elementarnych przedstawiono w pracy [1].

W metodzie Gaussa-Jordana wygodnym narzedziem jest macierz rozszerzona, ktora utatwia przej-
rzysty zapis kolejnych krokéw. Dla danej macierzy kwadratowej A stopnia n, macierz rozszerzona jest
konstruowana przez dolaczenie do A macierzy jednostkowej I tego samego stopnia:

air aiz - Qi \ 10 - 0

a921 ag9 s a9on ‘ 0 1 0
A1) = .-

apl  An2 Qpn ‘ 0 0 1

Celem jest przeksztalcenie tej macierzy w postaé [I|A~!] za pomoca operacji elementarnych na wierszach.

W kolejnych rozdziatach zostana przypomniane trzy rodzaje operacji elementarnych (ERO1, ERO2,
ERO3), ktore sa niezbedne do przeprowadzenia metody Gaussa-Jordana. Nastepnie omowiona zostanie
metoda Gaussa-Jordana wraz z przyktadami jej zastosowania.

2. Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca przeksztalcen ele-
mentarnych

Opisywana w tym rozdziale metoda, nazywana metoda Gaussa-Jordana, jest analogiczna do metody
eliminacji Gaussa stuzacej do rozwiazywania ukladéow réwnan liniowych. Obie metody wykorzystuja te
same operacje elementarne na wierszach macierzy. Roznica polega na tym, ze metoda Gaussa-Jordana
ma na celu przeksztatcenie macierzy kwadratowej w macierz jednostkowa, a nie tylko w postaé trojkatna,
(schodkowa), ktora wystarcza w procedurze rozwiazywania ukladoéw rownan.

Operacje elementarne

Przypomnijmy trzy rodzaje operacji wykonywanych na macierzach, zwane operacjami elementar-
nymi (Elementary Row Operations, ERO):

ERO1 - zamiana miejscami dwoch roéznych wierszy macierzy.

Bedziemy stosowaé oznaczenie: w; <> w; (zamiana i-tego wiersza z wierszem j-tym).

ERO2 - pomnozenie kazdego elementu danego wiersza przez liczbe rézng od zera.
Bedziemy stosowaé oznaczenie: w; - ¢ (pomnozenie i-tego wiersza przez liczbe ¢ # 0).

ERO3 — dodanie do elementéw danego wiersza odpowiadajacych im elementéw innego wiersza pomno-
zonych przez ustalona liczbe.
Bedziemy stosowaé oznaczenie: w; + w; - ¢ (dodanie do wiersza i-tego wiersza j-tego pommnozonego

przez c).



Macierze odwrotne. Cz.3... 159

Analogiczne operacje elementarne mozna réwniez wykonywaé¢ na kolumnach. Jednak w metodzie
Gaussa-Jordana do odwracania macierzy stosuje sie wylacznie operacje na wierszach ze wzgledu na pro-
stote algorytmu. Teoretycznie mozna rowniez uzywaé operacji na kolumnach lub mieszaé obie rodzaje
operacji, ale wymagatoby to jednak modyfikacji algorytmu i utracitoby prostote przedstawionej metody.
Szczegotowe przyklady zastosowania operacji elementarnych oraz teoretyczne uzasadnienie poprawnosci
metody mozna znalezé w artykule [1].

Macierze elementarne

Formalnie, zastosowanie operacji elementarnej na macierzy oznacza pomnozenie jej przez odpowiednia

macierz elementarng:

e ERO1 - Zamiana dwo6ch wierszy macierzy: odpowiada pomnozeniu przez macierz elementarng F;;,
ktora jest macierza jednostkowa z zamienionymi wierszami i oraz j.

e ERO2 - Pomnozenie wiersza przez liczbe ¢ r6zna od zera: odpowiada pomnozeniu przez macierz
elementarng F;(c), ktora powstaje z macierzy jednostkowej przez zastapienie elementu na pozycji
(i,1) liczba c.

¢ ERO3 — Dodanie do danego wiersza wielokrotnosci innego wiersza: odpowiada pomnozeniu przez

macierz elementarna E;;(c), ktora jest macierza jednostkowa z dodatkowym, niezerowym elementem

¢ na pozycji (i, 7).

Metoda Gaussa-Jordana

Wyznaczanie macierzy odwrotnej do macierzy nieosobliwej A metoda Gaussa-Jordana polega na wie-
lokrotnym stosowaniu przeksztalcerni elementarnych jednoczesnie na danej macierzy A i na macierzy
jednostkowej I tego samego stopnia, tak dlugo, az macierz A przeksztalci sie w macierz jednostkowsa.

Formalnie, proces ten mozna zapisaé¢ jako:

Ey--EsE A =1, (1)

gdzie macierze Iy, Es, ..., E; to macierze elementarne reprezentujace kolejne operacje elementarne wy-
konywane na macierzy A.
Mnozac obustronnie réwnoéé (1) przez macierz odwrotng A~! z prawej strony, otrzymujemy:

E.---FyE I=A"1

Oznacza to, ze stosujac te same przeksztalcenia elementarne na macierzy jednostkowej I, otrzymujemy
macierz odwrotna AL,

Dzieki tej metodzie macierz odwrotna jest wyznaczana w sposob efektywny, a caly proces mozna
zautomatyzowaé, co jest szczegblnie przydatne w obliczeniach numerycznych. W praktyce, zamiast jawnie
mnozy¢ macierze elementarne, wykonuje sie operacje bezposrednio na wierszach macierzy rozszerzonej

[A|T], co prowadzi do uzyskania postaci [I|A~1].
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ayy - Qip | 1 0 0 0 | aip -+ Qin
asy -+ Q2p | o1 --- 0 0 - 0 | 21 -+ Q2n

A= . CoLL . | =mAaty
Gp1 o Gpn | 0 0 oo 1 00 -~ 1 | @ - ann

2.1. Algorytm w praktyce
Podsumowujac, wyznaczanie macierzy odwrotnej metoda Gaussa-Jordana przebiega wedtug nastepu-

jacych krokéow:

1. Konstruujemy macierz rozszerzona [A | I], gdzie I jest macierza jednostkows tego samego stopnia
co A.

2. Stosujgc operacje elementarne na wierszach, przeksztalcamy macierz rozszerzona, dobierajac kroki
Gaussa tak, aby lewa cze$¢ (macierz A) przeksztalcila sie w macierz jednostkowa. Rownoczesnie
przeksztalcana jest rowniez prawa cze$¢ macierzy rozszerzonej (macierz I).

3. Po zakoriczeniu przeksztalcenn prawa cze$é macierzy rozszerzonej zawiera macierz odwrotna A 1.

W praktyce oznacza to systematyczne dazenie do postaci [I | A~1] poprzez eliminacje elementéow poza
przekatna glowng (doprowadzanie ich do wartosci 0) i sprowadzenie elementéw na przekatnej do warto-
ci 1.

3. Przyklady

1 0 1
Przyklad 1. Znalezé macierz odwrotng do macierzy A = [-2 1 —-2].
3 2 2
Zaczynamy od zestawienia macierzy A z macierza jednostkowa tego samego stopnia, tworzac macierz
rozszerzona;
1 0 1] 100
AlL])j=|-2 1 -2 | 0 1 0
3 2 2 | 0 01

Przystepujemy do przeksztalcania tak zbudowanej macierzy (nalezy pamietaé¢ o wykonaniu tych sa-
mych przeksztalcenn rowniez na macierzy po prawej stronie)

Krok 1: Eliminacja w pierwszej kolumnie
Wyzerujemy elementy pod pierwszym elementem gtéwnym:
wo+wi-2

1 0 1
-2 1 -2 | 0 1 o ™35 o
0 1 3

o = O
N = O
o = O
= o O
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Kontynuujemy eliminacje w pierwszej kolumnie:

1 01 1 00 10 1 | 100
010210 211 0] 210
322 1] 001 0 2 -1 | -3 01
Krok 2: Eliminacja w drugiej kolumnie
Wyzerujemy element pod drugim elementem gtownym:
1 0 1 | 1 00 1 0 1 | 1 00
IU3+11)2~(72)
01 o0 210 2"2"Zlo1 0] 2 1
02 -1 | =3 01 00 -1 | -7 -2 1
Krok 3: Normalizacja trzeciego wiersza
Sprowadzamy element na przekatnej do wartosci 1:
10 1 | 1 00 101 | 10 O
wsz-(—1
01 o] 2 1ol 10]21 o0
00 -1 | =7 =21 001 ]| 7 2 -1
Krok 4: Eliminacja wsteczna
Wyzerujemy element nad trzecim elementem gléwnym:
101 | 10 O 100 | -6 -2
1 (=1
0010 21 o™iy 1 0] 2 1 o0
001 1] 7 2 -1 0 0 1 | 7T 2 -1

-6 -2 1
Otrzymaliémy macierz jednostkows po lewej stronie ostatniej macierzy, wiec A~! = 2 1 0f.
7T 2 -1

Weryfikacja wyniku

Sprawdzmy czy faktycznie uzyskana macierz jest macierza odwrotna do A.

Majac pewnoéé, ze macierz jest odwracalna, wystarczy sprawdzié tylko jedna z réwnogci A - A~' =1
lubA-'-A=1

10 1| |[-6 -2 1 1 0 0
A-At'=]-2 1 -2/ 2 1 ol=]|010
3 2 2 702 -1 0 0 1

Wynik potwierdza poprawno$é obliczen.

Przyklad 2. Znale7¢ macierz odwrotng do macierzy B =

2 1
1 1]

Zaczynamy od budowy macierzy rozszerzonej, czyli zestawienia macierzy B z macierza jednostkowa

tego samego stopnia:
21 ] 10
B|L]= .
w0
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Krok 1: Normalizacja pierwszego wiersza

Sprowadzamy pierwszy element gléwny' do wartosci 1:

2 1 | 1 0] wi |1
ey
11|01 1

Krok 2: Eliminacja w pierwszej kolumnie

— N
O W=
— O
—

Wyzerujemy element pod pierwszym elementem gltownym:

1 1| 0| wotwi-(-1) |1
1 1] 01 0

Krok 3: Normalizacja drugiego wiersza

O NI
N|— N =
N[ N[ =
—= O
I —

Sprowadzamy drugi element gléwny do wartosci 1:

f

Krok 4: Eliminacja wsteczna

N[ bl
N N
e
§
DN
[
DO
— N[
N O

Wyzerujemy element nad drugim elementem gléwnym:

1 32| 3 0] witwa(-%) |1 O | 1 -1
— .
0 1 | -1 2 01| -1 2

1 -1
Otrzymaliémy macierz jednostkows po lewej stronie, wiec B™! = [ ] .

Weryfikacja wyniku

Sprawdzmy czy faktycznie uzyskana macierz jest macierza odwrotna do B:

sa=[ 2=

Wynik potwierdza poprawno$é obliczen.

01 2
Przyklad 3. Znalezé¢é macierz odwrotng do macierzy C= |1 0 3|.
2 11

Zaczynamy od zestawienia macierzy C z macierza jednostkowa tego samego stopnia:

12 |1
03] 0
110

1 Normalizacje pierwszego wiersza tej macierzy mozna réwniez osiagnaé zamieniajac miejscami wiersze pierwszy i drugi
Pozwoliloby to uniknaé¢ dzielenia, ktore prowadzi do pojawienia si¢ utamkéw.

[CiL] =

N = O
o = O

0
0
1
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Krok 1: Zamiana wierszy

Pierwszy element macierzy jest zerem, wiec musimy zastosowaé¢ operacje ERO1 (zamiane wierszy):

012 ] 100 103 | 010
103|010 2012|100
21 1] 001 2 1 1 ] 001
Krok 2: Eliminacja w pierwszej kolumnie
Wyzerujemy element pod pierwszym elementem gltéwnym:
103 | 010 10 3 | 0 1 0
0012 100 211 21 00
2 1 1] 001 01 -5 | 0 -2 1
Krok 3: Eliminacja w drugiej kolumnie
Wyzerujemy element pod drugim elementem gtéwnym:
10 3 |0 1 0 1 0 3 | 0 1 0
w3+wsz-(—1
001 2|1 oo 2=Clg 1 2 1 00
01 -5 ] 0 -2 1 00 -7 ] -1 =21
Krok 4: Normalizacja trzeciego wiersza
Sprowadzamy trzeci element gltéwny do wartosci 1:
10 3 0 1 0 1 10 3 | 0 1 0
01 2] 1 oo —=-"%o12 |10 0
12 1
00 -7 | -1 -2 1 001 | = = —=
Krok 5: Eliminacja wsteczna
Wyzerujemy elementy nad trzecim elementem gltéwnym:
1 03] 0 1 0 1 300 1 0
wotwsz-(—2
012 | 10 of=edg g 0 5 2 2
102 1 1 2 1
00 1 [ 7 5 —7] 0 1|+ 2 -3
Kontynuujemy eliminacje wsteczna:
1 03] 0 1 0 100 | -2 L 3
1 5 4 2| witws(=3) 1 54 5
SR IS A S 4 Il PO S A A
00 1| 7 5 —7 oo 1| + 2 -3
_3 1 3
7 7 7
Otrzymaliémy macierz jednostkows po lewej stronie, wiec C~1 = 2 —% %
1 2 1
7 7T
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Weryfikacja wyniku

Sprawdzmy czy faktycznie uzyskana macierz jest macierza odwrotna do C:

3 1 3
) 01 2 —Z Z Z 1 00
Wynik potwierdza poprawnos¢ obliczen.
1 2 3
Przyklad 4. Znalezé macierz odwrotna do macierzy D = (2 4 6].
1 1 2

Zaczynamy od zestawienia macierzy D z macierza jednostkowa tego samego stopnia:

123 | 100
D:L]=(2 4 6 | 0 1 0
112 | 001
Krok 1: Eliminacja w pierwszej kolumnie
Wyzerujemy elementy pod pierwszym elementem gtéwnym:
123 | 100 1 2 3 | 1
2 46010 2o 00| 2
112 | 001 11 2 | 0 0

‘Whiosek

Drugi wiersz sktada sie z samych zer po lewej stronie macierzy rozszerzonej, co oznacza, ze macierz

D jest osobliwa i nie posiada macierzy odwrotne;j.

Ten przyklad pokazuje dodatkowa zalete metody Gaussa-Jordana: pozwala ona nie tylko wyznaczy¢

macierz odwrotna, ale rowniez sprawdzi¢, czy macierz jest odwracalna. Jesli w trakcie przeksztalcen

otrzymamy wiersz ztozony z samych zer po lewej stronie macierzy rozszerzonej, oznacza

to, ze macierz

nie jest odwracalna. Dzieki temu nie musimy wczesniej oblicza¢ wyznacznika — informacja o odwracalnosci

macierzy wynika naturalnie z procesu przeksztalcen.

4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Wyznacz macierze odwrotne do podanych macierzy metoda Gaussa-Jordana:

31
a)AlZ 1], b) B =

1 2
3 7

4 0 0 3
ge- [t oo-[2 7
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Zadanie 2. Wyznacz macierze odwrotne do podanych macierzy metoda Gaussa-Jordana:

110 2 0 1
a)A= |0 1 1/, b)B=|[1 1 0],
10 1 0 1 1]
[0 2 1] 31 2
c)C=1[1 0 1/, d)D=|0 2 1
110 101

Zadanie 3. Sprawdz, ktére z podanych macierzy sa odwracalne, uzywajac metody Gaussa-Jordana:

g 11 1
A= b)B =
a) 5 4|’ ) 0o 1 1/,
L 0 0 1]
(2 4 6 [1 0 2]
c)C=1[1 2 3|, dD=|0 1 3
3 6 9 2 3 1

Zadanie 4. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy, ktoére sa odwracalne z zadania 3.

5. Odpowiedzi

Odpowiedz 1.

1 -1 7T =2
a) A7l = , b)B~ ! = ,
-2 3 -3 1
1 11
C)C_IZ[ 4 1 d)D‘lzl 6 21.
11 19
8 2 3
Odpowiedz 2.
1 1 17] r
2 2 2 1 1 -1
a)A'=1| 3 1 —3|, b)B™'=|-1 2 1,
_1 1 1 1 -2 2
L~ 2 2 2 L
1 _1 _2] [ 2 _1 _3
3 3 3 5 5 5
-1 _ 1 1 1 -1 _ 1 1 3
)C = -3 3 -3 QD™ =| 5 5 -3
1 _2 2 _2 1 6
L™ 3 3 3. L™ 5 5 5
Odpowiedz 3.
a) Macierz nie jest odwracalna, b) Macierz jest odwracalna,
¢) Macierz nie jest odwracalna, d) Macierz jest odwracalna.

Odpowiedz 4.
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1 -1 0 -8 6 -1
byBl=]0 1 -1, d)D =] 3 -1 -3|.
0 0 1 -2 -3 1
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