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Egzamin z teorii matematyki na kierunkach in»ynierskich
� czy i jak warto go przeprowadza¢?

Streszczenie. W dobie natychmiastowego dost¦pu do informacji i wszechobecnych narz¦dzi
wspomagaj¡cych rozwi¡zywanie zada« matematycznych coraz cz¦±ciej pojawiaj¡ si¦ pytania o sens
i form¦ egzaminowania teorii matematyki, zwªaszcza na kierunkach in»ynierskich. Czy nadal war-
to sprawdza¢ znajomo±¢ de�nicji, twierdze« i ich wªasno±ci? A je±li tak, to w jaki sposób, aby
egzamin nie byª jedynie testem pami¦ci, lecz rzeczywistym narz¦dziem wspieraj¡cym zrozumienie
i praktyczne zastosowanie poj¦¢ teoretycznych?
W artykule analizujemy zarówno argumenty przeciwko egzaminom teoretycznym (problemy z tra-
dycyjn¡ form¡, bariery psychologiczne, wyzwania technologiczne), jak i przemawiaj¡ce za ich utrzy-
maniem (motywacyjna rola, rozwój umiej¦tno±ci argumentowania, diagnostyka trudno±ci). Prezen-
tujemy wªasne propozycje mody�kacji egzaminów teoretycznych i dzielimy si¦ przykªadami pyta«,
które mamy nadziej¦, rozwijaj¡ umiej¦tno±¢ my±lenia matematycznego. Szczególn¡ uwag¦ po±wi¦-
camy nieoczywistym efektom utrzymania komponentu teoretycznego w procesie ksztaªcenia oraz
problemom zwi¡zanym z umiej¦tno±ci¡ czytania i rozumienia tekstów matematycznych.
Sªowa kluczowe: dydaktyka matematyki, egzaminowanie, teoria matematyki, kierunki in»ynier-
skie

1.Wprowadzenie

Wspóªczesne nauczanie matematyki na uczelniach technicznych odbywa si¦ w warunkach dynamicz-

nych zmian. Studenci maj¡ natychmiastowy dost¦p do informacji i coraz powszechniej korzystaj¡ z na-

rz¦dzi wspomagaj¡cych rozwi¡zywanie problemów matematycznych, pocz¡wszy od systemów obliczenio-

wych typu Wolfram Alpha czy GeoGebra, po aplikacje wykorzystuj¡ce sztuczn¡ inteligencj¦, takie jak

ChatGPT. Wpªywa to nie tylko na sposób rozwi¡zywania zada«, ale równie» na sposób uczenia si¦ i przy-

swajania wiedzy teoretycznej.

St¡d pojawia si¦ pytanie: czy � a je±li tak, to w jakiej formie � warto nadal egzaminowa¢ opanowa-

nie teorii matematyki na kierunkach in»ynierskich? Tradycyjny model sprawdzania wiedzy teoretycznej,

polegaj¡cy na odtwarzaniu de�nicji, twierdze« i ich dowodów, coraz cz¦±ciej postrzegany jest jako prze-

starzaªy lub maªo funkcjonalny. Z drugiej strony rezygnacja z tej cz¦±ci egzaminowania mo»e prowadzi¢

do dalszego ograniczenia rozwoju zdolno±ci do dedukcji, analizowania i logicznego my±lenia.
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Mogªoby si¦ wydawa¢, »e w czasach, gdy ka»de twierdzenie mo»na bªyskawicznie znale¹¢ w Internecie,

wery�kowanie wiedzy teoretycznej traci racj¦ bytu. Cz¦sto padaj¡ pytania o sens sprawdzania umiej¦tno-

±ci r¦cznego caªkowania nietrywialnych funkcji lub odtworzenia z pami¦ci znanych twierdze«, np. o regule

de'Hospitala. Czy jednak wi¦ksz¡ warto±ci¡ nie jest dzisiaj to, aby student rozumiaª, do czego caªka mo»e

by¢ przydatna i w jakim kontek±cie mo»na si¦ jej spodziewa¢?

W niniejszym artykule najpierw omawiamy argumenty przeciwko egzaminowaniu teorii. Nast¦pnie

wskazujemy powody, dla których naszym zdaniem, utrzymanie elementu teoretycznego w procesie egza-

minowania jest istotne, cho¢ wymaga znacz¡cych mody�kacji w zakresie formy i tre±ci pyta«.

2. Argumenty przeciwko egzaminom z teorii

Krytyka egzaminów teoretycznych w matematyce nie jest bezpodstawna. Istnieje szereg powa»nych

argumentów przemawiaj¡cych przeciwko ich przeprowadzaniu (szczególnie w tradycyjnej formie), które

warto szczerze rozwa»y¢.

2.1. Problemy z tradycyjn¡ form¡ egzaminowania

Tradycyjne pytania typu �podaj de�nicj¦� czy �sformuªuj twierdzenie� promuj¡ gªównie pami¦ciowe

odtwarzanie tre±ci, bez ich rzeczywistego zrozumienia. Studenci ucz¡ si¦ de�nicji na pami¦¢, aby zda¢

egzamin, po czym szybko je zapominaj¡, realizuj¡c w ten sposób popularn¡ zasad¦ 3 × Z: �zapami¦ta¢,

zda¢, zapomnie¢�. Taka forma egzaminowania mo»e prowadzi¢ do postrzegania matematyki jako zbioru

oderwanych faktów, a nie spójnego systemu poj¦ciowego.

Ograniczenia czasowe w nauczaniu matematyki na studiach technicznych pogª¦biaj¡ te problemy.

Zmniejszona liczba godzin wykªadów zmusza wykªadowców do skupienia si¦ na przekazaniu poj¦¢ i ich

zastosowa« kosztem gª¦bszego zrozumienia struktury matematycznej. W efekcie studenci maj¡ ogromne

trudno±ci z odró»nieniem de�nicji od twierdze« czy z rozpoznaniem, co w twierdzeniu stanowi zaªo»enie,

a co wniosek. Prowadzi to do sytuacji, któr¡ D. Tall i S. Vinner [4] opisali jako kon�ikt mi¦dzy intuicyjnym

obrazem poj¦cia a jego formaln¡ de�nicj¡.

Gdy na egzaminie pojawia si¦ pytanie � jak brzmi twierdzenie X?�, student cz¦sto odtwarza tekst, nie

rozumiej¡c jego logicznej struktury ani tego, kiedy twierdzenie mo»na zastosowa¢. To mechaniczne podej-

±cie sprawia, »e nawet �poprawnie� zaliczona teoria nie przekªada si¦ na umiej¦tno±¢ jej wykorzystania.

2.2. Niewystarczaj¡ce przygotowanie studentów

Znacz¡c¡ barier¡ w egzaminowaniu teorii s¡ braki w przygotowaniu studentów wynikaj¡ce z charakteru

wcze±niejszej edukacji. Polskie szkolnictwo podstawowe i ±rednie koncentruje si¦ gªównie na opanowaniu

algorytmów obliczeniowych kosztem rozumienia poj¦¢ i ich wzajemnych relacji.

Student po maturze cz¦sto nie potra� odpowiedzie¢ na pytanie �co to jest rozwi¡zanie równania�.

Automatycznie zaczyna rozwi¡zywa¢, nie rozumiej¡c, »e pyta si¦ go o de�nicj¦, a nie o sposób post¦-

powania. A na pytanie o de�nicj¦ wyznacznika otrzymujemy opis metody jego obliczania, co ±wiadczy

o fundamentalnym niezrozumieniu ró»nicy mi¦dzy tym, czym dany obiekt matematyczny jest, a tym, jak

si¦ go oblicza. Cz¦sto niezrozumiaªe pozostaje dla nich równie» samo poj¦cie funkcji, przez co zdarza si¦,

»e nie potra�¡ odró»ni¢ funkcji od równania.

Brak nawyku pracy z teori¡ oraz niemo»no±¢ odró»nienia de�nicji od procedury sprawia, »e zwykªe

zadania z tre±ci¡, b¦d¡ce najprostszymi przykªadami modelowania matematycznego, budz¡ przera»enie,
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nawet gdy s¡ banalnie ªatwe. Ta fundamentalna luka w rozumieniu natury poj¦¢ matematycznych czyni

egzaminy teoretyczne szczególnie trudnymi i mo»e prowadzi¢ do ich postrzegania jako sztucznych czy

niepraktycznych.

2.3. Bariery psychologiczne i praktyczne

�wiadomo±¢ wªasnych braków w przygotowaniu i brak do±wiadczenia w obcowaniu z teori¡ mog¡

zwi¦ksza¢ l¦k przed matematyk¡, szczególnie u studentów, którzy skupiaj¡ si¦ na pami¦ciowym zapami¦-

tywaniu procedur zamiast na rozwijaniu zrozumienia konceptów. Badania pokazuj¡, »e studenci uczeni

w sposób konceptualny wykazuj¡ nie tylko lepsze rozumienie, ale tak»e mniejszy poziom l¦ku matema-

tycznego.

Niech¦¢ studentów do egzaminów teoretycznych oraz pojawiaj¡ce si¦ postulaty ich upraszczania lub

caªkowitego wyeliminowania ±wiadcz¡ o tym, »e studenci cz¦sto nie dostrzegaj¡ praktycznego zastosowa-

nia wiedzy teoretycznej w swojej przyszªej pracy zawodowej.

Przeprowadzanie egzaminu z teorii, obok zaliczenia cz¦±ci praktycznej (zada«), znacz¡co wydªu»a

te» proces zaliczania przedmiotu. Dodaje to dodatkowe obci¡»enie zarówno studentom, którzy musz¡

przygotowa¢ si¦ do dwóch ró»nych typów sprawdzianów, jak i prowadz¡cym. Dla nauczycieli akademickich

oznacza to podwójn¡ prac¦: przygotowanie odpowiednich pyta« teoretycznych (co wymaga szczególnej

dbaªo±ci o jako±¢ i przejrzysto±¢) oraz czasochªonne sprawdzanie i ocenianie odpowiedzi, które cz¦sto nie

poddaj¡ si¦ tak ªatwemu zobiektywizowaniu jak zadania rachunkowe.

2.4. Wyzwania wspóªczesnej epoki

Nowoczesna technologia sprawia, »e tradycyjne egzaminy teoretyczne staj¡ si¦ coraz trudniejsze do

kontrolowania. Przy obecnej miniaturyzacji urz¡dze« elektronicznych studentom bardzo ªatwo jest ±ci¡ga¢

� wystarczy znale¹¢ w sieci odpowiedni¡ de�nicj¦ czy twierdzenie i wy±wietli¢ je na zegarku, okularach

czy innych trudno wykrywalnych urz¡dzeniach. Prowadz¡cy podczas egzaminu nie s¡ w stanie skutecznie

kontrolowa¢ wszystkich mo»liwych sposobów dost¦pu do informacji.

W tej sytuacji pytanie �czy student zna de�nicj¦� traci sens. Wa»niejsze staje si¦ pytanie �czy student

rozumie, jak de�nicj¦ zastosowa¢�. Podobne obserwacje formuªuje M. Maªolepszy [2], który podkre±la, »e

�prawdziwa matematyczna warto±¢� to raczej umiej¦tno±¢ logicznego my±lenia, kojarzenia faktów i wy-

korzystania wiedzy w nowych sytuacjach, ni» zapami¦tywanie wzorów i de�nicji.

2.5. Presja systemowa na uªatwienie zaliczania

Wspóªczesne szkolnictwo wy»sze funkcjonuje w warunkach nasilaj¡cej si¦ konkurencji mi¦dzy uczel-

niami, pogª¦bionej przez ni» demogra�czny i system �nansowania, w którym ±rodki �id¡ za studentem�.

W obliczu malej¡cej liczby absolwentów szkóª ±rednich ka»dy student staje si¦ szczególnie cenny dla uczel-

ni zarówno z powodów ekonomicznych, jak równie» ze wzgl¦du na konieczno±¢ utrzymania prowadzonych

kierunków studiów i miejsc pracy dla kadry akademickiej.

Wªadze uczelni, ±wiadome »e najwi¦kszy �odsiew� sªuchaczy wyst¦puje na pierwszym roku, wywieraj¡

presj¦ na prowadz¡cych zaj¦cia, aby zwi¦kszy¢ �sprawno±¢� systemu, a niestety matematyka powszechnie

postrzegana jest jako gªówna przyczyna ubywania studentów. Rezygnacja z trudniejszej cz¦±ci zaliczenia,

za jak¡ uwa»any jest egzamin teoretyczny, mo»e przyczyni¢ si¦ do zwi¦kszenia odsetka osób zaliczaj¡cych

matematyk¦, co z perspektywy zarz¡dzania uczelni¡ wydaje si¦ racjonalnym rozwi¡zaniem.
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3. Dlaczego mimo wszystko warto egzaminowa¢ teori¦?

Pomimo powy»szych argumentów pozostajemy przekonane, »e egzaminowanie wiedzy teoretycznej

ma istotn¡ warto±¢. Nie chodzi przy tym o obron¦ tradycyjnych form egzaminowania, które rzeczywi±cie

maj¡ swoje ograniczenia, lecz o potraktowanie dobrze zaprojektowanego egzaminu z teorii jako wa»nego

elementu ksztaªcenia przyszªego in»yniera.

Kluczowe jest jednak podej±cie do tej cz¦±ci egzaminu: sprawdzian teoretyczny nie powinien by¢ testem

pami¦ci, ale narz¦dziem wspieraj¡cym rozwój umiej¦tno±ci, które b¦d¡ przydatne zarówno w dalszej

edukacji, jak i w praktyce zawodowej.

Nasz¡ rol¡ jako nauczycieli matematyki nie jest bowiem przygotowanie studentów do odtworzenia

gotowych rozwi¡za«, lecz do ±wiadomego posªugiwania si¦ narz¦dziami matematycznymi przy rozwi¡zy-

waniu problemów in»ynierskich. Studenci cz¦sto bezre�eksyjnie stosuj¡ metody lub twierdzenia, traktuj¡c

je jako algorytmy, które maj¡ �da¢ wynik�. Tymczasem ugruntowana wiedza teoretyczna pozwala nie tyl-

ko stosowa¢ metody, lecz równie» oceni¢ ich zalety i ograniczenia oraz ±wiadomie wybiera¢ odpowiednie

narz¦dzia do konkretnych problemów.

Nieoczywiste efekty utrzymania komponentu teoretycznego

Egzaminowanie teorii mo»e przynosi¢ korzy±ci, które nie s¡ widoczne na pierwszy rzut oka i cz¦sto

umykaj¡ uwadze w dyskusji o sensie takich sprawdzianów. Zanim przedstawimy gªówne argumenty za

utrzymaniem egzaminów teoretycznych, omówimy krótko te mniej oczywiste, ale istotne efekty.

Wymuszenie gª¦bszego przetwarzania tre±ci. Nawet je±li student uczy si¦ de�nicji czy twierdze-

nia na pami¦¢, musi je wcze±niej przeczyta¢, a cz¦sto tak»e przetworzy¢ ich struktur¦ logiczn¡. Mo»e to

prowadzi¢ do gª¦bszego zrozumienia, mimo braku peªnej ±wiadomo±ci poznawczej. Badania A.Seldena [3]

pokazuj¡, »e studenci rzadko czytaj¡ uwa»nie teksty matematyczne, je±li nie s¡ do tego zmuszeni.

Ujawnienie trudno±ci w czytaniu i rozumieniu poj¦¢. Pytania teoretyczne obna»aj¡ bª¦dy,

które mog¡ nie by¢ widoczne w zadaniach rachunkowych, np. mylenie de�nicji z twierdzeniami, brak

rozró»nienia mi¦dzy warunkami a wnioskami czy uto»samianie przykªadu z dowodem [5].

Rozwój j¦zyka formalnego i my±lenia poj¦ciowego. Kontakt z teori¡ wymusza posªugiwanie si¦

j¦zykiem formalnym oraz rozumienie struktury logicznej dowodów. Nawet cz¦±ciowa ekspozycja na ten

sposób my±lenia mo»e mie¢ wpªyw na pó¹niejsze rozumienie bardziej zaawansowanych tre±ci.

Budowanie zasobu poj¦¢ potrzebnych w pó¹niejszych kursach. Zapami¦tanie nazw i ogólnego

sensu twierdze« mo»e pomóc w pó¹niejszym rozpoznawaniu i stosowaniu tych idei w innych przedmiotach,

nawet je±li pocz¡tkowe rozumienie byªo powierzchowne.

4. Korzy±ci egzaminów z teorii � argumenty za ich utrzymaniem

4.1. Ugruntowanie podstaw i przenoszenie wiedzy

Znajomo±¢ de�nicji, twierdze« oraz ich zaªo»e« stanowi niezb¦dny fundament do rozumienia bardziej

zªo»onych zagadnie«. Przygotowania do egzaminu teoretycznego zmuszaj¡ co najmniej do ich przeczy-

tania, a u cz¦±ci studentów (mamy tak¡ nadziej¦) do ich przemy±lenia i zinternalizowania. Sprzyja to

gª¦bszemu zrozumieniu, dostrzeganiu zale»no±ci, ocenie u»yteczno±ci metod oraz wyznaczaniu granic ich

stosowalno±ci.



4.2. Motywacyjna rola egzaminu teoretycznego

Nie bez znaczenia jest równie» to, »e student o solidnie ugruntowanej wiedzy teoretycznej ªatwiej

�ª¡czy kropki�, a tak»e zapami¦tuje procedury i metody w sposób bardziej trwaªy i ±wiadomy.

Jako przyszªy in»ynier, student powinien dysponowa¢ baz¡ wiedzy teoretycznej, z której b¦dzie mógª

korzysta¢ podczas tworzenia modeli zjawisk rzeczywistych. Powinien na przykªad rozumie¢: jak¡ interpre-

tacj¦ ma pochodna oraz caªka oznaczona, jaka jest ró»nica mi¦dzy rozwi¡zaniem szczególnym a ogólnym

równania ró»niczkowego oraz w jakich zbiorach spodziewa¢ si¦ wyników oblicze«, itp.

Solidne podstawy przekªadaj¡ si¦ bezpo±rednio na zdolno±¢ do przenoszenia wiedzy. Studenci, którzy

dobrze rozumiej¡ podstawy teoretyczne, znacznie lepiej radz¡ sobie z adaptacj¡ wiedzy do nowych kontek-

stów, nawet wtedy, gdy zadanie egzaminacyjne ró»ni si¦ od tych wcze±niej ¢wiczonych. Egzamin z teorii

mo»e by¢ okazj¡ do sprawdzenia, czy student potra� �wyj±¢ poza schemat� i samodzielnie przetworzy¢

znane poj¦cia w nowej sytuacji. Znana wcze±niej studentom forma egzaminu, z pewno±ci¡ wpªynie na

ich sposób przygotowywania si¦, zmotywuje do gª¦bokiego przeanalizowania poj¦¢ i ich wªasno±ci. A to

przekªada si¦ zarówno na ich zrozumienie, jak i zapami¦tanie.

Aby pomóc studentom ju» na etapie nauki, warto unika¢ nadmiernej schematyczno±ci, równie» w war-

stwie symbolicznej. Zamiast klasycznych zmiennych (x, y, z), mo»na celowo u»ywa¢ innych oznacze«, by

sprawdzi¢, czy student rzeczywi±cie rozumie struktur¦ matematyczn¡ problemu, a nie tylko �rozpoznaje

wzór�. Zadanie pokroju �oblicz caªk¦
∫ α2−1

α
2β dβ � zazwyczaj nie wymaga skomplikowanych rachunków,

ale zmusza do przemy±lenia sensu poj¦¢ oraz ±wiadomego operowania formalizmem.

Takie pytanie sprawdza, czy student rzeczywi±cie zinternalizowaª struktur¦ matematyczn¡, czy jedynie

zapami¦taª powierzchowne schematy rozwi¡zywania.

4.2. Motywacyjna rola egzaminu teoretycznego

Sama ±wiadomo±¢ istnienia egzaminu z teorii wywiera istotny wpªyw na sposób uczenia si¦ studentów.

W przypadku rezygnacji z egzaminu teoretycznego lub innej formy sprawdzania tej wiedzy, studenci cz¦sto

w ogóle lekcewa»¡ tre±ci teoretyczne, skupiaj¡c si¦ wyª¡cznie na przyswojeniu � jak to zrobi¢�, ignoruj¡c

przy tym �dlaczego to dziaªa�.

Perspektywa egzaminu z teorii powoduje, »e studenci wi¦ksz¡ wag¦ przykªadaj¡ do ±ledzenia tre±ci

teoretycznych, analizuj¡ niuanse de�nicji, rozwa»aj¡ rol¦ zaªo»e« twierdze« i ich konsekwencje. Warto±ci¡

dodan¡ nie jest przy tym znajomo±¢ de�nicji i twierdze« jako takich, ale wyrobienie nawyku my±lenia

analitycznego.

W trakcie przygotowa« studenci rozwijaj¡ �±cie»ki� my±lenia obejmuj¡ce analiz¦, syntez¦, uogólnianie,

wskazywanie przykªadów i kontrprzykªadów. To umiej¦tno±ci nie do przecenienia, a ich rozwijanie stanowi

wedªug nas zasadnicze zadanie i sens nauczania matematyki na poziomie wy»szym.

Do±wiadczenia dydaktyczne potwierdzaj¡ warto±¢ wieloetapowego podej±cia do egzaminowania teorii.

Mimo »e studenci maj¡ dost¦p do przykªadowych pyta« teoretycznych na platformie zdalnej edukacji,

cz¦sto dopiero podczas kolejnych terminów egzaminacyjnych (zerowego, pierwszego, a czasem nawet dru-

giego) zaczynaj¡ rozumie¢, jak wªa±ciwie podej±¢ do nauki teorii. Stopniowo ucz¡ si¦ zwraca¢ uwag¦ na

kluczowe aspekty twierdze«: jakie s¡ zaªo»enia i jak wpªywaj¡ na stosowalno±¢. Zastanawiaj¡ si¦, co si¦

dzieje, gdy które± z zaªo»e« usuniemy, jak sprawdzi¢, czy twierdzenie mo»na zastosowa¢ w konkretnej

sytuacji, a tak»e co wskazuje na to, »e jego warunki nie s¡ speªnione. Ten proces �dojrzewania� do teo-

rii matematycznej nie nast¦puje automatycznie � wymaga czasu, wielokrotnego kontaktu z materiaªem

i re�eksji nad bª¦dami.

Paradoksalnie, wªa±nie te �niepowodzenia� na pierwszych terminach cz¦sto okazuj¡ si¦ najbardziej

warto±ciowe dla rozwoju rozumienia matematycznego. Efekty takich zmaga« z egzaminem teoretycznym

wyra¹nie wida¢ w podej±ciu studentów do podobnych wyzwa«. W kolejnych semestrach przychodz¡ ju»
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z innym nastawieniem, lepiej rozumiej¡c, czego si¦ od nich oczekuje i jak skutecznie przygotowa¢ si¦ do

cz¦±ci teoretycznej.

4.3. Rozwój umiej¦tno±ci argumentowania i ±cisªego rozumowania

Egzamin z teorii to cz¦sto jedyne miejsce, w którym student musi przedstawi¢ rozumowanie krok po

kroku, posªuguj¡c si¦ precyzyjnym i ±cisªym j¦zykiem matematycznym. Musi nie tylko poda¢ odpowied¹,

ale j¡ uzasadni¢, powoªuj¡c si¦ na konkretne tre±ci, a nie intuicj¦ czy zasªyszane stwierdzenia. To kompe-

tencja, która nie rozwija si¦ podczas rutynowego rozwi¡zywania zada« rachunkowych, w których liczy si¦

gªównie uzyskanie poprawnego wyniku, czasami sposób doj±cia do niego, a nigdy to �dlaczego tak wªa±nie

si¦ liczy�.

Tymczasem to wªa±nie zdolno±¢ prowadzenia logicznego, uzasadnionego rozumowania, z odwoªaniem

do de�nicji, zaªo»e« i twierdze«, stanowi fundament pracy in»yniera, analityka, a tak»e naukowca. Te

same elementy rozumowania: analiza, synteza, identy�kacja kluczowych zaªo»e«, stanowi¡ fundament

pracy in»yniera podejmuj¡cego decyzje projektowe w ró»norodnych warunkach.

Przeprowadzanie rozumowa«, w których wyci¡gaj¡c wnioski z jakich± przesªanek, nale»y powoªa¢ si¦

na obowi¡zuj¡ce prawa i wªasno±ci, tak powszechne w matematyce, jest równie» umiej¦tno±ci¡ niezb¦dn¡

w »yciu codziennym. Dotyczy to analizy umów prawnych, zasad reklamacyjnych, zgód i umów przy

zakupie i u»ywaniu aplikacji, czy oceny argumentacji w mediach. To s¡ te kompetencje, których rozwojowi

sprzyja operowanie wiedz¡ teoretyczn¡.

4.4. Ujawnienie trudno±ci w rozumieniu poj¦¢ matematycznych

Egzaminy teoretyczne peªni¡ wa»n¡ funkcj¦ diagnostyczn¡, poniewa» obna»aj¡ problemy, które mog¡

nie by¢ widoczne w zadaniach rachunkowych. Ujawniaj¡ charakterystyczne trudno±ci studentów, takie

jak:

• mylenie de�nicji z twierdzeniami i wªasno±ciami,

• brak rozró»nienia mi¦dzy warunkami a wnioskami,

• uto»samianie przykªadu z dowodem,

• traktowanie symboli i poj¦¢ formalnych jako zbioru faktów do zapami¦tania, a nie narz¦dzi do

rozumowania.

Okazuje si¦, »e wielu studentów ma powa»ne trudno±ci z czytaniem i rozumieniem tekstów mate-

matycznych, co jest umiej¦tno±ci¡ kluczow¡ dla rozwoju kompetencji matematycznych, a jednocze±nie

rzadko rozwijan¡ wprost na zaj¦ciach [3].

Przykªadowo, student mo»e ªatwo znale¹¢ de�nicj¦ wyznacznika macierzy, ale nie umie na jej podstawie

obliczy¢ wyznacznika konkretnej macierzy, wyra¹nie ma trudno±¢ z odró»nieniem tego, jak zastosowa¢

de�nicj¦ od poznanych wcze±niej metod obliczeniowych. Takie problemy ujawniaj¡ si¦ dopiero podczas

egzaminu teoretycznego, podczas gdy w zadaniach rachunkowych mog¡ pozosta¢ niezauwa»one.

Warto podkre±li¢, »e nawet pozornie �pami¦ciowe� pytania o podanie tre±ci de�nicji czy twierdzenia

mog¡ mie¢ znaczn¡ warto±¢ diagnostyczn¡. Sposób formuªowania wypowiedzi matematycznej �wªasny-

mi sªowami�, to co student uznaª za wa»ne, a co pomin¡ª, daje dobry obraz tego, jak rozumie dane

stwierdzenie. Praktyka pokazuje, »e studenci maj¡ problemy nawet z materiaªem wyra¹nie wskazanym

jako egzaminacyjny. Nie potra�¡ odró»ni¢ tego, co kluczowe, od tego, co drugorz¦dne. Podczas czytania

wydaje im si¦, »e wszystko dobrze rozumiej¡ � klasyczny przypadek � jak patrz¦, to umiem, jak nie



patrz¦, to nie umiem�. Dopiero próba samodzielnego wyja±nienia na egzaminie ujawnia, »e pomijaj¡ klu-

czowe informacje. Na przykªad uwa»aj¡, »e wystarczy napisa¢, i» wyznacznik to funkcja, która macierzy

przypisuje liczb¦, »eby w peªni go zde�niowa¢.

5.Mi¦dzy ideaªem a praktyk¡

Zanim przejdziemy do analizy problematycznych form egzaminowania, warto zauwa»y¢, »e jedn¡ z me-

tod cz¦sto wskazywanych jako optymalna jest bezpo±rednia rozmowa ze studentem. Tradycyjny egzamin,

powszechny niegdy± na uczelniach, wci¡» uznawany jest za najbardziej adekwatny sposób sprawdza-

nia wiedzy teoretycznej i rozumowania matematycznego. Pozwala na elastyczne dostosowanie pyta« do

poziomu studenta, sprawdzenie gª¦boko±ci rozumienia poprzez pytania uzupeªniaj¡ce oraz ocen¦ spon-

taniczno±ci my±lenia matematycznego. Umo»liwia równie» natychmiastowe skorygowanie bª¦dnego toku

rozumowania i ukierunkowanie studenta na wªa±ciwe tory my±lowe.

Niestety, realia wspóªczesnego szkolnictwa wy»szego czyni¡ t¦ form¦ w praktyce trudn¡ do zrealizowa-

nia. Po pierwsze, wspóªczesne grupy studenckie s¡ znacznie liczniejsze, a przeprowadzenie kilkuset indywi-

dualnych rozmów przekracza mo»liwo±ci czasowe prowadz¡cych. Po drugie, obecne standardy akademickie

wymagaj¡ obiektywnych i przejrzystych kryteriów oceny, z jasno okre±lonymi punktami za poszczególne

elementy odpowiedzi. Egzamin ustny, mimo niew¡tpliwej warto±ci dydaktycznej, pozostaje z natury su-

biektywny, a zapewnienie porównywalno±ci mi¦dzy ró»nymi studentami staje si¦ problematyczne. Nie bez

znaczenia pozostaje równie» obowi¡zek dokumentowania przebiegu egzaminu, który obecnie spoczywa na

egzaminatorze. Egzamin ustny musiaªby by¢ nagrywany lub w inny sposób protokoªowany, co utrudnia

jego organizacj¦.

Dodatkowo, wspóªcze±ni studenci wykazuj¡ znaczny l¦k przed egzaminami ustnymi, postrzegaj¡c je

jako bardziej stresuj¡ce ni» formy pisemne. Paradoksalnie, egzamin ustny mo»e by¢ ªatwiejszy, bo po-

zwala na natychmiastow¡ korekt¦ bª¦dów na podstawie reakcji egzaminatora i elastyczne dostosowanie

odpowiedzi do przebiegu rozmowy. Jednak brak do±wiadczenia z t¡ form¡ oraz obawy przed �pustk¡

w gªowie� w sytuacji bezpo±redniej konfrontacji sprawiaj¡, »e studenci cz¦sto kategorycznie odrzucaj¡

tak¡ mo»liwo±¢, nawet gdy jest im oferowana jako alternatywa.

W rezultacie egzamin ustny, mimo niezaprzeczalnych zalet, rzadko bywa wykorzystywany w naucza-

niu masowym. Musimy zatem poszukiwa¢ kompromisowych rozwi¡za« w formie pisemnej, speªniaj¡cych

wymogi praktyczne i metodologiczne wspóªczesnego egzaminowania oraz oczekiwania studentów.

5.1. Jaka forma egzaminu nie zdaje ju» egzaminu?

Tradycyjne pytania w stylu: �Podaj de�nicj¦, twierdzenie, wªasno±ci...� coraz sªabiej sprawdzaj¡ si¦

w realiach wspóªczesnego nauczania. Skoro student mo»e w ka»dej chwili sprawdzi¢ sformuªowanie twier-

dzenia, pytanie o jego dosªowne odtworzenie traci sens.

Zamiast tego, warto skupi¢ si¦ na sprawdzaniu rozumienia struktury i zastosowania poj¦¢ teo-

retycznych. Egzamin powinien wery�kowa¢, czy student potra�:

• rozpozna¢, kiedy dane twierdzenie mo»na zastosowa¢,

• wskaza¢, które zaªo»enia s¡ kluczowe i dlaczego,

• przewidzie¢ konsekwencje naruszenia warunków,

• zastosowa¢ poj¦cia w nietypowych kontekstach.
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5.2. Zadania problemowe jako ideaª i ich ograniczenia

Najbardziej warto±ciow¡ form¡ sprawdzania wiedzy teoretycznej byªyby zadania problemowe osa-

dzone w kontek±cie in»ynierskim, gdzie studenci musz¡ wykaza¢ si¦ umiej¦tno±ci¡ doboru odpowiednich

metod matematycznych i ±wiadomego zastosowania de�nicji, twierdze« oraz ich zaªo»e« w praktycznych

sytuacjach. Takie podej±cie, zbli»one do egzaminu �open book� omawianego przez M. Maªolepszego [2],

sprawdzaªoby rzeczywiste rozumienie matematyki w jej naturalnym zastosowaniu.

W trakcie przygotowywania niniejszego artykuªu przeprowadziªy±my króciutk¡ ankiet¦ w±ród pracow-

ników naszego wydziaªu, w której wielu respondentów wskazywaªo wªa±nie tak¡ form¦ sprawdzania wiedzy

(w tym teorii) jako najlepsz¡ z mo»liwych. Zadania problemowe pozwalaj¡ bowiem na ocen¦ nie tylko

znajomo±ci poj¦¢, ale przede wszystkim sprawdzaj¡, czy student potra� zastosowa¢ teori¦ w praktyce, co

stanowi istot¦ matematycznej kompetencji in»yniera.

Niestety, tego typu zadania napotykaj¡ na istotne ograniczenia praktyczne. Po pierwsze, wymagaj¡

cz¦sto wiedzy z innych dziedzin (�zyka, mechanika, elektronika), co sprawia, »e gdy studentowi brakuje

tej wiedzy, w ogóle nie mo»e doj±¢ do etapu zastosowa« matematyki. Nie jest w stanie zrozumie¢ istoty

problemu czy sformuªowa¢ model matematyczny. Po drugie, s¡ bardzo czasochªonne zarówno w rozwi¡-

zywaniu, jak i w sprawdzaniu, co przy du»ych grupach studenckich staje si¦ niewykonalne. Po trzecie,

uproszczone, pojedyncze zadanie problemowe mo»e sprawdzi¢ tylko wybrany fragment materiaªu z caªego

kursu. Aby kompleksowo zwery�kowa¢ wiedz¦ teoretyczn¡ z semestru lub roku, potrzeba by byªo kilku

takich problemów lub jednego, bardzo rozbudowanego, co wydªu»yªoby egzamin do nieakceptowalnych

rozmiarów.

5.3. Praktyczny kompromis w projektowaniu egzaminów

Maj¡c ±wiadomo±¢ opisanych wcze±niej ogranicze« i trudno±ci, naszym celem powinno by¢ projekto-

wanie egzaminu, który b¦dzie praktycznym kompromisem mi¦dzy rzetelno±ci¡ sprawdzania wiedzy teo-

retycznej a �zdawalno±ci¡� i mo»liwo±ci¡ (wygod¡) realizacji w obecnych realiach.

Proponujemy skupienie si¦ na krótkich, konkretnych pytaniach wery�kuj¡cych rozumienie kluczo-

wych poj¦¢ teoretycznych. System ten koncentruje si¦ na najbardziej podstawowej wiedzy, ale promuje

jej ±wiadome i aktywne wykorzystanie. Pytania egzaminacyjne nie s¡ trudne w sensie zawiªo±ci czy skom-

plikowania, ale wymagaj¡ zrozumienia ich sensu i umiej¦tno±ci zastosowania wiedzy w nowych sytuacjach.

Na przykªad, student mo»e korzysta¢ z wzorów na caªki, ale powinien potra�¢ opisa¢ caªk¡ pole obszaru,

który nie jest normalny.

Takie podej±cie promuje aktywne my±lenie i integracj¦ wiedzy. Jednocze±nie motywuj¡c do nauki

poprzez jasne sygnaªy dotycz¡ce wymaga« egzaminacyjnych, nie stawiaj¡c przy tym barier uniemo»liwia-

j¡cych zaliczenie przy odpowiednim przygotowaniu.

5.4. Zasady projektowania dobrych pyta« teoretycznych

Skuteczne pytania teoretyczne powinny speªnia¢ kilka kluczowych zasad.

Sprawdzanie zrozumienia, nie pami¦ci. Zamiast pyta¢ � jak brzmi twierdzenie?�, lepiej zapy-

ta¢: �co si¦ stanie, je±li nie b¦dzie speªnione zaªo»enie X?� lub �dla której z poni»szych funkcji mo»na

zastosowa¢ dane twierdzenie i dlaczego?�

Unikanie schematyczno±ci. Warto celowo u»ywa¢ nietypowych oznacze« zmiennych (zamiast kla-

sycznych x, y, z) oraz kontekstów, by sprawdzi¢, czy student rzeczywi±cie rozumie struktur¦ matematycz-

n¡, a nie tylko �rozpoznaje wzór�.



�¡czenie teorii z intuicj¡. Dobre pytania pozwalaj¡ studentowi skorzysta¢ zarówno z formalnej

wiedzy, jak i z matematycznej intuicji, pokazuj¡c, »e teoria i praktyka si¦ uzupeªniaj¡.

Ró»nicowanie form pyta«. To samo zagadnienie mo»na sprawdzi¢ na kilka sposobów, które ujaw-

niaj¡ ró»ne poziomy zrozumienia lub jego braku:

• forma wprost � bezpo±rednie pytanie o wªa±ciwo±ci (�Czy funkcja mo»e mie¢ asymptot¦ pionow¡

i ograniczony zbiór warto±ci?�)

• wery�kacja bª¦dnych stwierdze« � ocena poprawno±ci gotowych twierdze« (�ChatGPT twierdzi, »e

funkcja o ograniczonej dziedzinie mo»e mie¢ asymptot¦ uko±n¡. Czy ma racj¦?�)

• konstrukcja przykªadów (�Podaj przykªad funkcji (wzór lub wykres), która ma ograniczony zbiór

warto±ci i ma asymptot¦ uko±n¡�)

Student, który naprawd¦ rozumie zagadnienie, poradzi sobie z ka»d¡ z form. Ten, który tylko zapami¦taª

procedury, cz¦sto b¦dzie miaª problem z dwiema ostatnimi.

Dostosowanie poziomu trudno±ci. Pytania powinny by¢ wymagaj¡ce, ale osi¡galne. Powinny

stawia¢ poprzeczk¦ na odpowiedniej wysoko±ci � na tyle wysoko, »eby wymaga¢ realnego wysiªku, ale

wystarczaj¡co nisko, »eby student miaª ±wiadomo±¢, »e przy zaanga»owaniu mo»e j¡ pokona¢.

Jasne kryteria oceniania. Ka»de pytanie powinno mie¢ przejrzyste kryteria pozwalaj¡ce na obiek-

tywn¡ ocen¦, z mo»liwo±ci¡ przyznania punktów cz¦±ciowych za poprawne rozumowanie. Badania nad

ocenianiem ksztaªtuj¡cym pokazuj¡ [1], »e jasne kryteria nie tylko usprawniaj¡ proces oceniania, ale te»

wspieraj¡ uczenie si¦.

Przykªadowe zadania, które naszym zdaniem speªniaj¡ przedstawione zasady, prezentujemy w Dodatku.

6. Kilka sªów o ocenianiu

Nawet najlepiej zaprojektowany egzamin nie speªni swojej roli, je±li sposób jego oceniania b¦dzie nie-

jasny, niespójny lub zbyt subiektywny. Szczególnie w przypadku egzaminów teoretycznych warto zadba¢

o to, aby ocenianie byªo mo»liwie obiektywne i transparentne.

Trzeba przy tym pami¦ta¢, »e wi¦kszo±¢ studentów przyzwyczajona jest do algorytmicznego systemu

oceniania, charakterystycznego dla egzaminu maturalnego. Odpowied¹ jest tam zazwyczaj �poprawna� lub

�niepoprawna�, czasem �cz¦±ciowo poprawna�. Takie podej±cie daje poczucie bezpiecze«stwa: wiadomo,

za co przyznawane s¡ punkty, a za co nie.

Aby zachowa¢ spójno±¢ z tym sposobem my±lenia, a jednocze±nie promowa¢ gª¦bsze rozumienie, warto

konstruowa¢ pytania, na które mo»na odpowiedzie¢ w sposób jednoznacznie poprawny, niepoprawny lub

cz¦±ciowo poprawny.

St¡d wnioski, »e:

• pytania teoretyczne warto formuªowa¢ tak, by umo»liwiaªy jednoznaczne rozró»nienie odpowiedzi

poprawnych, niepoprawnych i cz¦±ciowo poprawnych,

• w uzasadnieniach warto premiowa¢ poprawne rozumowanie, nawet je±li wynik ko«cowy zawiera bª¡d

rachunkowy,

• pomocne mo»e by¢ udost¦pnienie studentom przykªadowych odpowiedzi z punktacj¡,

• im bardziej jawny i przewidywalny system oceniania, tym wi¦ksza szansa, »e studenci potraktuj¡

egzamin jako narz¦dzie rozwojowe.
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7. Podsumowanie

Odpowiednio zaprojektowany egzamin teoretyczny nie musi by¢ jedynie testem pami¦ci. Mo»e, a na-

szym zdaniem wr¦cz powinien, sªu»y¢ jako narz¦dzie wspieraj¡ce rozwój umiej¦tno±ci analizy, argumen-

towania oraz przenoszenia wiedzy na nowe konteksty.

Cho¢ argumenty przeciwko egzaminom teoretycznym s¡ w peªni uzasadnione, uwa»amy, »e zalety

takiego sprawdzania wiedzy przewa»aj¡ nad kosztami. Problemy z tradycyjn¡ form¡, bariery psycholo-

giczne, czy wspóªczesne wyzwania technologiczne, wszystkie te trudno±ci mo»na przezwyci¦»y¢. Kluczowe

jest jednak przeformuªowanie podej±cia: od sprawdzania pami¦ci do wery�kacji rozumienia i umiej¦tno±ci

zastosowania.

Najwa»niejszym argumentem za utrzymaniem egzaminów teoretycznych jest ich rola motywacyjna.

Sama ±wiadomo±¢ ich istnienia powoduje, »e studenci wi¦ksz¡ wag¦ przykªadaj¡ do ±ledzenia tre±ci teo-

retycznych, analizuj¡ niuanse de�nicji i zastanawiaj¡ si¦ nad zaªo»eniami twierdze«.

Z my±l¡ o tych studentach, którzy ju» s¡ dociekliwi, ale tak»e o tych, którzy jeszcze nie wiedz¡, »e mog¡

tacy by¢, warto projektowa¢ egzaminy premiuj¡ce zrozumienie, dopinguj¡ce do gª¦bszego zastanowienia

i dojrzalszego podej±cia do procesu uczenia si¦. Proponujemy zatem sprawdziany z niestandardowymi

pytaniami, które s¡ niezbyt skomplikowane w tre±ci, trywialne rachunkowo lub w ogóle nie wymagaj¡ce

oblicze«, za to prowokuj¡ do analizy poj¦¢, ich wªa±ciwo±ci i wzajemnych relacji.

Przygotowanie do tak skonstruowanego egzaminu wymaga jednak odpowiedniego podej±cia ju» na

etapie wykªadu: poprzez omawianie podobnych pyta« na zaj¦ciach i przeprowadzanie krótkich quizów

sprawdzaj¡cych zrozumienie.

Podzi¦kowania

Autorki skªadaj¡ serdeczne podzi¦kowania Recenzentowi za niezwykle dokªadn¡ i wnikliw¡ recenzj¦,

przeprowadzon¡ w bªyskawicznym tempie. Szczegóªowe uwagi dotycz¡ce zarówno aspektów merytorycz-

nych, jak i redakcyjnych znacz¡co przyczyniªy si¦ do poprawy jako±ci niniejszego artykuªu.



Dodatek. Przykªady pyta« egzaminacyjnych

Zadania w dodatku zostaªy pogrupowane tematycznie, jednak podziaª ten ma wyª¡cznie orientacyj-

ny charakter. Wiele problemów ma przekrojow¡ natur¦ i ª¡czy zagadnienia z ró»nych dziaªów. Niektóre

z zada« mogªyby wi¦c równie dobrze znale¹¢ si¦ w innej sekcji. Sformuªowania u»ywane w zadaniach

odpowiadaj¡ konwencjom przyj¦tym w naszej praktyce dydaktycznej i mog¡ ró»ni¢ si¦ od terminologii

stosowanej przez innych autorów � na przykªad mówimy o �asymptotach funkcji�, podczas gdy niektórzy

preferuj¡ okre±lenie �asymptoty wykresu funkcji�. Zach¦camy do traktowania tego zbioru jako uzupeªnie-

nia tre±ci artykuªu, a nie jako zestawu sztywnych bloków tematycznych czy egzaminacyjnych.

Zadania, które wymagaj¡ szczególnej uwagi, oznaczono (!).

Funkcje

Zadanie 1. Czy przypisanie liczbie caªkowitej z ∈ Z jej odwrotno±ci jest funkcj¡ f : Z → R? Uzasadnij,

odnosz¡c si¦ do de�nicji.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ de�nicji funkcji i umiej¦tno±¢ sprawdzenia, czy dane przyporz¡dkowanie

speªnia warunki de�nicji.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zauwa»y¢, »e przyporz¡dkowanie nie jest funkcj¡, bo dla 0 ∈ Z
nie istnieje odwrotno±¢ w R.

Typowe bª¦dy:

• twierdzenie, »e to funkcja bez uwzgl¦dnienia problemu z zerem,

• mylenie �odwrotno±ci liczby� z �funkcj¡ odwrotn¡�,

• brak odwoªania do de�nicji funkcji.

Zadanie 2. Czy przyporz¡dkowanie K2, które ka»dej funkcji kwadratowej y = ax2+ bx+c (gdzie a ̸= 0)

przypisuje jej wspóªczynnik a, jest funkcj¡?

1. Je±li nie, wska» i uzasadnij, który warunek de�nicji funkcji nie jest speªniony.

2. Podaj dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ oraz zapisz w postaci: K2 : . . . → . . ..

3. Okre±l zbiór warto±ci i uzupeªnij zapis: K2 : . . .
na−→ . . . .

4. Podaj przykªad pojedynczego argumentu (np. x0 = . . .) i warto±ciK2(x0) = . . . dla tego argumentu.

5. Czy to przyporz¡dkowanie jest ró»nowarto±ciowe? Uzasadnij.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ de�nicji funkcji i umiej¦tno±¢ jej zastosowania w kontek±cie abstrakcyjnym,

gdzie argumentami s¡ funkcje; rozumienie poj¦¢ dziedziny, przeciwdziedziny, zbioru warto±ci oraz ró»nowarto-

±ciowo±ci w nietypowym kontek±cie.

Oczekiwane podej±cie: student powinien stwierdzi¢, »e K2 jest funkcj¡, poprawnie okre±li¢ dziedzin¦

jako zbiór wszystkich funkcji kwadratowych, przeciwdziedzin¦ jako R \ {0} lub R, zbiór warto±ci jako R \ {0},
poda¢ konkretny przykªad oraz uzasadni¢, »e przyporz¡dkowanie nie jest ró»nowarto±ciowe (ró»ne funkcje

mog¡ mie¢ ten sam wspóªczynnik a).
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Typowe bª¦dy:

• mylne przekonanie, »e przyporz¡dkowanie nie jest funkcj¡ z powodu wieloznaczno±ci argumentów,

• bª¦dne okre±lenie dziedziny jako zbioru wspóªczynników zamiast funkcji,

• pomijanie warunku a ̸= 0 przy okre±laniu zbioru warto±ci,

• bª¦dne twierdzenie o ró»nowarto±ciowo±ci bez podania kontrprzykªadu,

• nierozumienie, »e argumentami tej funkcji s¡ funkcje, nie liczby,

• mylenie dziedziny ze zbiorem warto±ci.

Zadanie 3. Która z podanych funkcji jest równa funkcji f okre±lonej na swojej dziedzinie naturalnej Df ,

je±li:

f : Df → R, f(x) =
1

1− x
.

Je±li uwa»asz, »e jest ich wi¦cej, wska» wszystkie.

a) g1(x) =
1

1− x
, x ∈ (1,+∞),

b) g2(v) =
1

1− v
, v ∈ Dg2 ,

c) g3(p) =
1− p

1− p2
, p ∈ Dg3 ,

d) g4(x) = (1− x)−1, x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞),

e) g5(q) = (1 + q)(1− q2)−1, q ∈ Dg5 ,

f) g6(w) =
1 + x

1− w2
, w ∈ Dg6 .

Co sprawdzamy: rozumienie równo±ci funkcji jako równo±ci dziedzin i przyporz¡dkowa«; umiej¦tno±¢

przeksztaªcania wyra»e« algebraicznych i rozró»niania argumentów funkcji od parametrów .

Oczekiwane podej±cie: student powinien sprawdzi¢ dla ka»dej funkcji zarówno dziedzin¦, jak i wzór,

rozpoznaj¡c »e funkcje równe to g2, g4. Powinien zauwa»y¢, »e w g1, g3, g5, g6 s¡ ró»ne wzory, inna dziedzina

lub parametr zamiast zmiennej).

Typowe bª¦dy:

• sprawdzanie tylko wzorów bez uwzgl¦dnienia dziedzin,

• nieuwzgl¦dnienie, »e funkcje o identycznych wzorach mog¡ by¢ ró»ne ze wzgl¦du na ró»ne dziedziny,

• nierozpoznanie w g6 , »e pojawia si¦ parametr x oprócz zmiennej w,

• bª¦dne uproszczenie g3 i g5 bez sprawdzenia równowa»no±ci,

• mylenie równo±ci funkcji z podobie«stwem wzorów.

Zadanie 4. Wska» poprawne doko«czenie zdania.

Odwzorowanie f : N −→ R przyporz¡dkowuj¡ce liczbie naturalnej n pierwiastek drugiego stopnia z liczby

n2 − 1

a) nie jest funkcj¡,

b) jest funkcj¡ ale nie ró»nowarto±ciow¡,

c) jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡.



Co sprawdzamy: rozumienie de�nicji funkcji; znajomo±¢ poj¦cia funkcji ró»nowarto±ciowej oraz umie-

j¦tno±¢ analizy wªasno±ci odwzorowania w kontek±cie dziedziny liczb naturalnych.

Oczekiwane podej±cie: student powinien sprawdzi¢, czy odwzorowanie jest dobrze okre±lone dla wszyst-

kich n ∈ N i oceni¢ ró»nowarto±ciowo±¢.

Typowe bª¦dy:

• stwierdzenie, »e skoro dla n = 1 mamy
√
0 = 0, to funkcja nie istnieje,

• przyj¦cie, »e skoro jest kwadrat, to funkcja nie mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa,

• nieprawidªowa analiza ró»nowarto±ciowo±ci funkcji,

• nierozró»nienie mi¦dzy N z zerem i bez zera.

Zadanie 5. Dana jest funkcja f(x) = tg (x) dla x ∈
(
−π

2 , 0
)
. Funkcja do niej odwrotna to: (uwa»aj na

dziedzin¦ podanej funkcji)

a) y = arc tg (x) dla x ∈ (−1, 1),

b) y = arc tg (x) dla x ∈ R,

c) nie istnieje,

d) y = arc tg (x) dla x ∈ ⟨−1, 1⟩,

e) y = arc tg (x) dla x ∈ (−∞, 0),

f) y =
1

tg(x)
dla x ∈

(
−π

2 , 0
)
.

Co sprawdzamy: rozumienie poj¦cia funkcji odwrotnej; umiej¦tno±¢ wyznaczania jej dziedziny i prze-

ciwdziedziny na podstawie wªasno±ci funkcji wyj±ciowej; znajomo±¢ funkcji tg i arc tg na ograniczonych prze-

dziaªach.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e funkcja f(x) = tg (x) na przedziale
(
−π

2
, 0
)
jest

ró»nowarto±ciowa, wi¦c ma funkcj¦ odwrotn¡. Powinna to by¢ funkcja y = arc tg x dla x ∈ (−∞, 0), poniewa»

zbiorem warto±ci tg na tym przedziale jest (−∞, 0).

Typowe bª¦dy:

• mylenie dziedziny funkcji odwrotnej ze zbiorem warto±ci funkcji wyj±ciowej,

• u»ywanie standardowej dziedziny arc tg bez uwzgl¦dnienia ograniczonej dziedziny funkcji wyj±ciowej,

• mylenie funkcji odwrotnej z odwrotno±ci¡ funkcji (opcja f),

• nierozpoznanie, »e tg na przedziale
(
−π

2
, 0
)
przyjmuje wszystkie warto±ci ujemne,

• bª¦dne okre±lenie zbioru warto±ci funkcji tg na danym przedziale.

Ci¡gi i ich granice

Zadanie 6. O ci¡gu (an) wiemy tylko, »e ma granic¦ 5. Co to oznacza w j¦zyku potocznym? Które

stwierdzenie jest poprawne dla ka»dego takiego ci¡gu:

a) wszystkie wyrazy ci¡gu s¡ równe 5,

b) wyrazy ci¡gu od pewnego momentu s¡ coraz bli»sze 5,

c) niesko«czenie wiele wyrazów jest równych 5,
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d) dla dostatecznie du»ego n wyraz an ci¡gu jest dowolnie bliski 5 ,

e) |an − 5| jest dowolnie maªe dla ka»dego n ∈ N,

f) ci¡g stale ro±nie, ale nie przekracza warto±ci 5.

Co sprawdzamy: intuicyjne rozumienie de�nicji granicy ci¡gu i umiej¦tno±¢ odró»nienia poprawnego

sformuªowania potocznego od nieprecyzyjnych lub bª¦dnych stwierdze«.

Oczekiwane podej±cie: student powinien wybra¢ odpowied¹ b) oraz d) jako poprawne, rozumiej¡c »e

granica oznacza mo»liwo±¢ uczynienia wyrazów dowolnie bliskimi granicy dla dostatecznie du»ych numerów,

niezale»nie od zachowania wcze±niejszych wyrazów.

Typowe bª¦dy:

• mylenie granicy ze staªo±ci¡ ci¡gu (opcja a).

• przekonanie, »e ci¡g musi by¢ monotoniczny wzgl¦dem granicy (opcja f),

• mylenie granicy z niesko«czon¡ liczb¡ wyrazów równych granicy (opcja c),

• nierozumienie ró»nicy mi¦dzy �dla ka»dego n�, a �dla dostatecznie du»ego n� � bª¦dne przekonanie, »e

wszystkie wyrazy musz¡ by¢ blisko granicy (opcja e),

• nieprecyzyjne rozumienie poj¦cia �dowolnie bliski� i �dostatecznie du»y�.

Zadanie 7. Je±li wiemy, »e lim
n→∞

an = 3, lim
n→∞

bn = 0, lim
n→∞

cn = +∞, to ile wynosi:

1. lim
n→∞

(an − 3) = . . .

2. lim
n→∞

(an − bn) = . . .

3. lim
n→∞

(an − cn) = . . .

4. lim
n→∞

(an · bn) = . . .

5. lim
n→∞

(bn · cn) = . . .

6. lim
n→∞

an

bn
= . . .

7. lim
n→∞

an

cn
= . . .

8. lim
n→∞

bn
cn

= . . .

9. lim
n→∞

an−3
bn

= . . .

10. lim
n→∞

cn
an

= . . .

11. lim
n→∞

cn
bn

= . . .

Co sprawdzamy: znajomo±¢ twierdze« o granicach ci¡gów (suma, ró»nica, iloczyn, iloraz) oraz roz-

poznawanie symboli nieoznaczonych; umiej¦tno±¢ stosowania reguª dziaªa« na granicach i identy�kowania

przypadków, gdy twierdzenia nie maj¡ zastosowania.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie obliczy¢ granice stosuj¡c twierdzenia o dziaªaniach

na granicach tam, gdzie to mo»liwe (punkty 1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11) oraz rozpozna¢ symbole nieoznaczone

wymagaj¡ce dodatkowej analizy (punkty 5, 6, 9).

Typowe bª¦dy:

• mechaniczne stosowanie wzorów bez sprawdzenia warunków ich stosowalno±ci,

• nierozpoznanie symboli nieoznaczonych typu [∞−∞], [0 · ∞],
[
0
0

]
,

• bª¦dne twierdzenie, »e lim
n→+∞

an
bn

=
[
3
0

]
= +∞ bez analizy znaku bn,

• pomijanie faktu, »e niektóre granice wymagaj¡ dodatkowych informacji o ci¡gach.



Zadanie 8. Ci¡g (an) o wyrazie ogólnym an = n2 jest:

a) zbie»ny, bo jest rosn¡cy,

b) rozbie»ny, bo nie jest ograniczony,

c) (!) zbie»ny do niesko«czono±ci,

d) rozbie»ny, bo nie jest monotoniczny,

e) je»eli uwa»asz, »e jest zbie»ny lub rozbie»ny, ale z innego powodu ni» podane powy»ej, to podaj

swoje uzasadnienie.

Co sprawdzamy: rozumienie poj¦¢ zbie»no±ci i rozbie»no±ci ci¡gów oraz znajomo±¢ kryteriów zbie»no±ci;

umiej¦tno±¢ odró»nienia zbie»no±ci do granicy sko«czonej od rozbie»no±ci do niesko«czono±ci.

Oczekiwane podej±cie: student powinien wybra¢ odpowied¹ b) rozpoznaj¡c, »e ci¡g o wyrazie ogólnym

an = n2 jest nieograniczony i d¡»y do +∞, co oznacza rozbie»no±¢; powinien rozumie¢, »e �zbie»no±¢ do

niesko«czono±ci� to nieprecyzyjne okre±lenie rozbie»no±ci.

Typowe bª¦dy:

• mylne przekonanie, »e ka»dy ci¡g rosn¡cy jest zbie»ny (opcja a),

• u»ywanie nieprecyzyjnego sformuªowania �zbie»ny do niesko«czono±ci� zamiast �rozbie»ny do +∞�

(opcja c),

• bª¦dne twierdzenie, »e podany ci¡g nie jest monotoniczny (opcja d),

• nierozumienie ró»nicy mi¦dzy zbie»no±ci¡ a rozbie»no±ci¡,

• mylenie warunków koniecznych z wystarczaj¡cymi w kryteriach zbie»no±ci.

Zadanie 9. Ci¡g (an) jest rosn¡cy i ograniczony z góry przez 10. �ci¡gBot twierdzi, »e jest zbie»ny

i lim
n→∞

an = 10.

1. Czy ci¡g (an) faktycznie jest zbie»ny? Uzasadnij.

2. Czy je±li jest zbie»ny to rzeczywi±cie do 10? Uzasadnij.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ twierdzenia o zbie»no±ci ci¡gu monotonicznego i ograniczonego oraz ro-

zumienie ró»nicy mi¦dzy ograniczeniem górnym a granic¡ ci¡gu; umiej¦tno±¢ krytycznej analizy bª¦dnych

stwierdze«.

Oczekiwane podej±cie: student powinien potwierdzi¢ zbie»no±¢ ci¡gu na podstawie twierdzenia o zbie»-

no±ci ci¡gu monotonicznego i ograniczonego (punkt a � tak), ale zauwa»y¢ bª¡d �ci¡gBota w punkcie b �

granica nie musi równa¢ si¦ 10, lecz mo»e by¢ mniejsza od 10.

Typowe bª¦dy:

• nieznajomo±¢ twierdzenia o zbie»no±ci ci¡gu rosn¡cego i ograniczonego z góry,

• mylenie ograniczenia górnego z granic¡ ci¡gu,

• przekonanie, »e je±li ci¡g jest ograniczony przez liczb¦ M , to koniecznie d¡»y do M ,

• poleganie na informacjach z sieci bez ich krytycznej wery�kacji (±ci¡ga¢ te» trzeba umie¢ :) ),

• brak umiej¦tno±ci skonstruowania kontrprzykªadu.
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Granice funkcji

Zadanie 10. Funkcja f okre±lona w s¡siedztwie punktu x0, ma granic¦ w punkcie x0 wtedy i tylko

wtedy, gdy:

a) istniej¡ granice jednostronne funkcji w punkcie x0 i s¡ ró»ne,

b) istniej¡ granice jednostronne funkcji w punkcie x0 i s¡ równe,

c) funkcja jest okre±lona w punkcie x0,

d) funkcja jest ci¡gªa w punkcie x0,

e) istniej¡ granice jednostronne funkcji w punkcie x0 i s¡ równe warto±ci funkcji w x0.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ warunków koniecznych i wystarczaj¡cych istnienia granicy funkcji w punk-

cie; rozumienie zwi¡zku mi¦dzy granicami jednostronnymi a istnieniem granicy oraz ró»nicy mi¦dzy istnieniem

granicy a ci¡gªo±ci¡.

Oczekiwane podej±cie: student powinien wybra¢ odpowied¹ b) rozpoznaj¡c, »e istnienie i równo±¢

granic jednostronnych jest warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym istnienia granicy tej funkcji w punkcie,

niezale»nie od tego czy funkcja jest okre±lona w tym punkcie.

Typowe bª¦dy:

• mylenie warunku istnienia granicy z warunkiem jej nieistnienia (opcja a),

• przekonanie, »e funkcja musi by¢ okre±lona w punkcie, aby miaªa granic¦ (opcja c),

• mylenie istnienia granicy z ci¡gªo±ci¡ funkcji (opcje d i e),

• nierozumienie, »e granica mo»e istnie¢ nawet gdy funkcja nie jest okre±lona w punkcie,

• nierozumienie ró»nicy mi¦dzy warunkami koniecznymi a wystarczaj¡cymi.

Zadanie 11. (!) Je±li wiadomo, »e funkcja f ma granic¦ w punkcie x0 to pewne jest, »e:

a) istniej¡ obie granice jednostronne tej funkcji w punkcie x0,

b) istnieje przynajmniej jedna granica jednostronna tej funkcji w punkcie x0,

c) o ile istniej¡ obie granice jednostronne w punkcie x0, to s¡ równe,

d) funkcja jest okre±lona w punkcie x0,

e) funkcja jest ci¡gªa w punkcie x0.

Co sprawdzamy: rozumienie wszystkich implikacji wynikaj¡cych z istnienia granicy funkcji; umiej¦tno±¢

analizy przypadków, gdy punkt le»y wewn¡trz dziedziny (mog¡ istnie¢ obie granice jednostronne) oraz gdy

punkt le»y na brzegu dziedziny (mo»e istnie¢ tylko jedna granica jednostronna).



Oczekiwane podej±cie: student powinien wybra¢ odpowiedzi b) i c) rozpoznaj¡c, »e z istnienia granicy

wynika istnienie przynajmniej jednej granicy jednostronnej oraz równo±¢ granic jednostronnych (gdy obie

istniej¡). Powinien odrzuci¢ opcje sugeruj¡ce automatyczne okre±lenie funkcji w punkcie czy ci¡gªo±¢.

Typowe bª¦dy:

• przekonanie, »e istnienie granicy automatycznie oznacza istnienie obu granic jednostronnych (opcja a)

� nieuwzgl¦dnienie sytuacji, gdy punkt x0 le»y na brzegu dziedziny funkcji i tylko jedna granica jedno-

stronna ma sens,

• mylenie istnienia granicy z okre±leniem funkcji w punkcie (opcja d),

• mylenie istnienia granicy z ci¡gªo±ci¡ funkcji (opcja e),

• nieprecyzyjne rozumienie warunków koniecznych wynikaj¡cych z istnienia granicy.

Zadanie 12. Z poni»szego wykresu funkcji w odczytaj potrzebne informacje i doko«cz podane stwier-

dzenia:

x

y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4
y = w(x)

0

1. Funkcja w ma minimum/minima lokalne w: x = . . ..

2. Funkcja w ma nieci¡gªo±¢ typu luka w: . . . .

3. punkt, w którym funkcja w jest ci¡gªa, ale nie ma pochodnej, to: . . ..

4. w punkcie x0 = −4 pochodna funkcji w wynosi . . . .

5. w punkcie x1 = −2 pochodna funkcji w . . . .

6. w punkcie x2 = 2 pochodna funkcji w . . . .

7. Funkcja w ma maksimum/maksima lokalne lokalne w: . . . . . . .

8. Funkcja w ma asymptot¦ pionow¡ jednostronna w: . . . .

9. Funkcja w ma asymptot¦ poziom¡ o równaniu: . . . .

10. w′(x) = 0 dla x = . . ..
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Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ odczytywania wªasno±ci funkcji z wykresu: ekstremów lokalnych, nieci¡gªo-

±ci, punktów nieró»niczkowalno±ci, asymptot oraz warto±ci pochodnej; rozumienie zwi¡zku mi¦dzy �wygl¡dem

wykresu� a warto±ci¡ pochodnej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie odczyta¢ z wykresu: minima lokalne, maksima

lokalne, punkty nieci¡gªo±ci, punkty, w których funkcja jest ci¡gªa ale nie jest ró»niczkowalna, asymptoty oraz

miejsca zerowe pochodnej, powinien rozumie¢ interpretacj¦ pochodnej funkcji w punkcie.

Typowe bª¦dy:

• mylenie minimum/maksimum lokalnego z globalnym,

• nierozró»nianie ró»nych typów nieci¡gªo±ci,

• bª¦dne identy�kowanie punktów, w których funkcja nie jest ró»niczkowalna (np. mylenie z punktami

nieci¡gªymi),

• nieprawidªowe odczytywanie warto±ci pochodnej,

• mylenie asymptoty pionowej lewostronnej z prawostronn¡,

• nierozpoznanie miejsc zerowych pochodnej (punkty o poziomej stycznej),

• bª¦dne okre±lenie równania asymptoty poziomej.

Zadanie 13. Dla funkcji g(x) =

x2, dla x < 1

2x, dla x ≥ 1
okre±l dziedzin¦ Dg = . . . . . .

i wska» wszystkie poprawne stwierdzenia:

a) lim
x→1

g(x) = 1,

b) lim
x→1+

g(x) = 1,

c) lim
x→1−

g(x) = 1,

d) lim
x→1

g(x) = 2,

e) lim
x→1+

g(x) = 2,

f) lim
x→1−

g(x) = 2,

g) lim
x→1

g(x) nie istnieje,

h) lim
x→1

g(x) = g(1).

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ obliczania granic jednostronnych funkcji nieelementarnej oraz sprawdzania

istnienia granicy obustronnej; rozumienie ró»nicy mi¦dzy granic¡ a warto±ci¡ funkcji w punkcie.

Oczekiwane podej±cie: student powinien okre±li¢ Dg = R, obliczy¢ lim
x→1−

g(x) = 1 i lim
x→1+

g(x) = 2;

stwierdzi¢, »e granica obustronna nie istnieje oraz »e g(1) = 2. Poprawne odpowiedzi to c), e), g).

Typowe bª¦dy:

• bª¦dne obliczenie granic jednostronnych � mylenie wzorów dla ró»nych przedziaªów,

• twierdzenie, »e granica obustronna istnieje mimo ró»nych granic jednostronnych,

• mylenie warto±ci funkcji g(1) = 2 z granic¡ lewostronn¡,

• nieprecyzyjne okre±lenie dziedziny funkcji,

• mechaniczne stosowanie wzorów bez uwzgl¦dnienia przedziaªów okre±lono±ci,

• mylenie granicy z warto±ci¡ funkcji w punkcie (opcja h).



Ci¡gªo±¢ i asymptoty

Zadanie 14. Funkcja g : R \ {0, 2} → R, ci¡gªa w swojej dziedzinie, mo»e mie¢ (niepotrzebne skre±li¢):

a) co najwy»ej/dokªadnie jedn¡ asymptot¦ pio-

now¡,

b) co najwy»ej/dokªadnie dwie asymptoty pio-

nowe,

c) dowoln¡ liczb¦ asymptot pionowych,

d) co najwy»ej/dokªadnie jedn¡ asymptot¦ po-

ziom¡,

e) co najwy»ej/dokªadnie dwie asymptoty pozio-

me,

f) dowoln¡ liczb¦ asymptot poziomych,

g) co najwy»ej/dokªadnie jedn¡ asymptot¦ uko-

±n¡,

h) co najwy»ej/dokªadnie dwie asymptoty uko-

±ne,

i) dowoln¡ liczb¦ asymptot uko±nych.

Co sprawdzamy: rozumienie zwi¡zku mi¦dzy dziedzin¡ funkcji ci¡gªej a liczb¡ mo»liwych asymptot pio-

nowych; znajomo±¢ ogranicze« dotycz¡cych liczby asymptot poziomych i uko±nych dla funkcji jednej zmiennej;

rozumienie, »e asymptota pozioma to szczególny przypadek asymptoty uko±nej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e funkcja ci¡gªa mo»e mie¢ asymptoty pionowe

tylko w punktach wyª¡czonych z dziedziny (opcja b), co najwy»ej dwie asymptoty poziome � po jednej dla

x → +∞ i x → −∞ (opcja e) oraz co najwy»ej dwie asymptoty uko±ne (opcja h). Opcje dla asymptot

poziomych i uko±nych powinien traktowa¢ jako równowa»ne.

Typowe bª¦dy:

• mylne przekonanie, »e liczba asymptot pionowych jest nieograniczona mimo sko«czonej liczby punktów

wyª¡czonych z dziedziny,

• mylenie asymptot pionowych z punktami nieci¡gªo±ci (nie ka»dy punkt wyª¡czony z dziedziny daje

asymptot¦ pionow¡),

• nierozumienie, »e asymptoty uko±ne mog¡ by¢ co najwy»ej dwie w kierunkach −∞ lub +∞,

• nierozumienie, »e asymptota pozioma to szczególny przypadek asymptoty uko±nej,

• bª¦dne twierdzenie, »e funkcja mo»e mie¢ jednocze±nie asymptot¦ poziom¡ i uko±n¡ w tym samym

kierunku niesko«czono±ci.

Zadanie 15. (!) Wykorzystuj¡c wyra»enia: co najmniej (jedn¡, dwie, ...), dokªadnie, co najwy»ej, dowoln¡

liczb¦, okre±l dla funkcji f : R \ {0} → R mo»liw¡ liczb¦ asymptot:

a) pionowych � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

b) poziomych � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

c) uko±nych � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

d) uko±nych plus pionowych � . . . . . . . . . . . . . . . . ,

e) uko±nych plus poziomych � . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f) w kierunku +∞ � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Co sprawdzamy: rozumienie zwi¡zku mi¦dzy dziedzin¡ funkcji a liczb¡ mo»liwych asymptot pionowych;

znajomo±¢ ogranicze« dotycz¡cych liczby asymptot poziomych i uko±nych; rozumienie relacji mi¦dzy ró»nymi

typami asymptot; wpªyw braku zaªo»enia o ci¡gªo±ci funkcji na istnienie asymptot; rozumienie, »e asymptota

pozioma to szczególny przypadek asymptoty uko±nej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e funkcja mo»e mie¢ dowoln¡ liczb¦ asymptot

pionowych (w punktach wyª¡czonych z dziedziny oraz w punktach nieci¡gªo±ci drugiego rodzaju); co najwy»ej

dwie asymptoty poziome i co najwy»ej dwie asymptoty uko±ne; zrozumie¢ ró»nic¦ mi¦dzy punktami wyª¡czo-

nymi z dziedziny a punktami nieci¡gªo±ci; zrozumie¢, »e asymptoty poziome to jednocze±nie asymptoty uko±ne;

wªa±ciwie okre±li¢ liczb¦ asymptot w kierunku +∞.

Typowe bª¦dy:

• ograniczanie asymptot pionowych tylko do punktów wyª¡czonych z dziedziny,

• nieuwzgl¦dnienie mo»liwo±ci asymptot pionowych w punktach nieci¡gªo±ci drugiego rodzaju nale»¡cych

do dziedziny,

• nierozumienie ró»nicy mi¦dzy funkcj¡ ci¡gª¡ a dowoln¡ funkcj¡ w kontek±cie asymptot,

• bª¦dne zaªo»enie, »e brak ci¡gªo±ci wpªywa na liczb¦ asymptot poziomych lub uko±nych,

• nierozumienie, »e asymptoty poziome to szczególny przypadek uko±nych,

• bª¦dne zsumowanie asymptot poziomych i uko±nych jako niezale»nych,

• nieuwzgl¦dnienie ogranicze« kierunkowych asymptot.

Zadanie 16. (!) 3Z-Chat zapytany o liczb¦ asymptot funkcji l o dziedzinie Dl = (0,+∞) i zbiorze

warto±ci Wl = (0, 5)
(
l : (0,+∞)

na−−→ (0, 5)
)
odpowiedziaª, »e ta funkcja mo»e mie¢

a) jedn¡ asymptot¦ pionow¡: x = 0,

b) jedn¡ asymptot¦ poziom¡,

c) jedn¡ asymptot¦ uko±n¡ ró»n¡ od poziomej.

Które z jego stwierdze« s¡ poprawne (mo»liwe, »e wszystkie)? Uzasadnij odpowied¹ do ka»dego stwier-

dzenia.

Co sprawdzamy: analiza mo»liwych asymptot funkcji o nieograniczonej dziedzinie i ograniczonym zbiorze

warto±ci; rozumienie zwi¡zku mi¦dzy ograniczono±ci¡ zbioru warto±ci a mo»liwo±ci¡ istnienia ró»nych typów

asymptot; krytyczna ocena informacji z AI.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e tylko stwierdzenie b) jest poprawne - funkcja

mo»e mie¢ jedn¡ asymptot¦ poziom¡, w +∞. Stwierdzenia a) i c) s¡ bª¦dne: ograniczony zbiór warto±ci (0, 5)

wyklucza asymptoty pionowe i asymptoty uko±ne o wspóªczynniku kierunkowym ró»nym od zera, lewostronnie

ograniczona dziedzina wyklucza asymptot¦ uko±n¡ w −∞.

Typowe bª¦dy:

• nierozumienie, »e ograniczony zbiór warto±ci wyklucza asymptoty pionowe,

• mylne przekonanie, »e punkt brzegowy dziedziny automatycznie daje asymptot¦ pionow¡,



• brak ±wiadomo±ci, »e asymptota uko±na o wspóªczynniku kierunkowym ró»nym od zera wymaga nie-

ograniczono±ci zbioru warto±ci funkcji,

• nieuwzgl¦dnienie, »e dziedzina (0,+∞) wyklucza asymptoty w kierunku −∞,

• bezre�eksyjne przyjmowanie odpowiedzi z aplikacji internetowych bez wery�kacji.

Zadanie 17. (!) Czy istnieje funkcja, która ma tylko jedn¡ asymptot¦ pionow¡ i tylko jedn¡ asymptot¦

uko±n¡ y = ax + b o wspóªczynniku a ̸= 0, a jej zbiór warto±ci jest ograniczony. Je±li tak, to podaj

przykªad takiej funkcji, podaj¡c wzór lub rysuj¡c wykres. Je±li nie, to uzasadnij, dlaczego.

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ analizy zgodno±ci warunków dotycz¡cych asymptot i ograniczono±ci funk-

cji; rozumienie, »e istnienie asymptoty uko±na, która nie jest pozioma (a ̸= 0 ), wyklucza ograniczono±¢ zbioru

warto±ci funkcji.

Oczekiwane podej±cie: student powinien stwierdzi¢, »e taka funkcja nie istnieje i uzasadni¢, »e asymp-

tota uko±na y = ax + b (gdzie a ̸= 0) oznacza, oznacza, »e funkcja jest nieograniczona (dla x → +∞ lub

x → −∞), co wyklucza ograniczono±¢ zbioru warto±ci.

Typowe bª¦dy:

• mylenie asymptoty uko±nej z poziom¡,

• nierozumienie, »e asymptota uko±na z a ̸= 0 implikuje nieograniczono±¢ funkcji,

• pomijanie dokªadnej analizy de�nicji asymptoty uko±nej,

• nierozpoznanie, »e w przypadku ograniczonego zbioru warto±ci mog¡ istnie¢ jedynie asymptoty poziome.

Zadanie 18. Funkcja h : R \ {2} → R ma asymptot¦ pionow¡ x = 2.

1. Czy mo»e by¢ ci¡gªa w swojej dziedzinie?

2. Czy mo»e mie¢ dokªadnie jeden punkt nieci¡gªo±ci? Je±li tak, to wska» przykªad (przykªady) podaj¡c

wzór lub rysuj¡c wykres.

3. Czy mo»e mie¢ dwa punkty nieci¡gªo±ci. Je±li tak, to wska» przykªad (przykªady).

4. Czy mo»e by¢ ograniczona?

5. Czy mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa?

Uzasadnij ka»d¡ odpowied¹.

Co sprawdzamy: rozumienie poj¦cia asymptoty pionowej i jej zwi¡zku z ci¡gªo±ci¡ funkcji w dziedzinie,

umiej¦tno±¢ analizowania wªasno±ci funkcji z asymptot¡ pionow¡ oraz konstruowania odpowiednich przykªa-

dów.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zrozumie¢, »e asymptota pionowa nie wyklucza ci¡gªo±ci

w dziedzinie (punkt 1 - tak); mie¢ ±wiadomo±¢, »e funkcja ma punkt nieci¡gªo±ci w x = 2 i mo»e on by¢

jedyny (punkt 2 � tak, ale, mo»e wspóªistnie¢ z innymi nieci¡gªo±ciami (punkt 3 � tak, z przykªadami); asymp-

tota pionowa wyklucza ograniczono±¢ (punkt 4 � nie), ale nie wyklucza równowarto±ciowo±ci (punkt 5 � tak).

Ka»da odpowied¹ powinna by¢ uzasadniona.
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Typowe bª¦dy:

• mylenie ci¡gªo±ci w dziedzinie z ci¡gªo±ci¡ w caªym R,

• twierdzenie, »e asymptota pionowa automatycznie oznacza nieci¡gªo±¢ w dziedzinie,

• nieumiej¦tno±¢ skonstruowania przykªadu funkcji z asymptot¡ pionow¡ i dodatkow¡ nieci¡gªo±ci¡,

• bª¦dne rozumowanie o ograniczono±ci � uznanie, »e asymptota pionowa oznacza nieograniczono±¢,

• mylenie równowarto±ciowo±ci z ci¡gªo±ci¡ lub monotoniczno±ci¡.

Zadanie 19. Funkcja h : R → R ma asymptot¦ pionow¡ lewostronn¡ x = 2.

1. Czy mo»e by¢ ci¡gªa w swojej dziedzinie?

2. Czy mo»e mie¢ punkt nieci¡gªo±ci? Je±li tak, to wska» przykªad (przykªady) podaj¡c wzór lub

rysuj¡c wykres.

3. Czy mo»e by¢ ograniczona?

4. Czy mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa?

Uzasadnij ka»d¡ odpowied¹.

Co sprawdzamy: rozumienie poj¦cia asymptoty pionowej lewostronnej i jej wpªywu na wªasno±ci funk-

cji; umiej¦tno±¢ analizowania ci¡gªo±ci funkcji z asymptot¡ jednostronn¡ oraz konstruowania odpowiednich

przykªadów.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zauwa»y¢, »e asymptota pionowa lewostronna w x = 2 oznacza

nieci¡gªo±¢ w tym punkcie, wi¦c funkcja nie mo»e by¢ ci¡gªa w caªej dziedzinie (punkt 1 - nie); mo»e mie¢

dodatkowe nieci¡gªo±ci (punkt 2 - tak, z przykªadami); nie mo»e by¢ ograniczona (punkt 3 - nie), ale mo»e by¢

ró»nowarto±ciowa (punkt 4 - tak).

Typowe bª¦dy:

• nierozumienie, »e asymptota pionowa lewostronna w tym przypadku automatycznie oznacza nieci¡gªo±¢

w punkcie x = 2,

• mylenie asymptoty lewostronnej z prawostronn¡ w kontek±cie ci¡gªo±ci,

• bª¦dne konstruowanie przykªadów funkcji z dodatkowymi nieci¡gªo±ciami,

• nierozpoznanie, »e asymptota pionowa (nawet jednostronna) wyklucza ograniczono±¢,

• bª¦dne wnioskowanie o ró»nowarto±ciowo±ci na podstawie istnienia asymptoty.

Zadanie 20. Widz¡c, »e funkcja k : (−2, 2) → (0,+∞) jest suriekcj¡ na (0,+∞), podaj odpowiedzi na

poni»sze pytania wraz z uzasadnieniami, najlepiej podaj¡c przykªady (mog¡ by¢ w postaci gra�cznej)

konkretnych funkcji.

1. Czy ta funkcja mo»e nie mie¢ »adnej asymptoty?

2. Czy mo»e mie¢ dokªadnie jedn¡ asymptot¦ pionow¡?

3. Czy mo»e mie¢ asymptot¦ poziom¡ y = 0?



4. Czy mo»e by¢ ci¡gªa i osi¡ga¢ maksimum globalne (przyjmowa¢ warto±¢ najwi¦ksz¡)?

5. Czy je±li jest ci¡gªa to ,zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa, musi osi¡gn¡¢ minimum globalne

(przyj¡¢ warto±¢ najmniejsz¡)?

Co sprawdzamy: rozumienie poj¦cia suriekcji; umiej¦tno±¢ analizy mo»liwych asymptot funkcji na prze-

dziale otwartym z lewostronnie ograniczonym zbiorem warto±ci; rozumienie zwi¡zku mi¦dzy dziedzin¡ zbiorem

warto±ci a istnieniem ekstremów globalnych w`przypadku funkcji ci¡gªych; znajomo±¢ twierdzenia Weierstrassa

i umiej¦tno±¢ oceny czy s¡ speªnione jego zaªo»enia.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e funkcja mo»e nie mie¢ asymptot (punkt 1 �

tak), mo»e mie¢ jedn¡ asymptot¦ pionow¡ (punkt 2 � tak), nie mo»e mie¢ asymptoty y = 0 ze wzgl¦du na

dziedzin¦, nie mo»e osi¡ga¢ maksimum globalnego ze wzgl¦du na zbiór warto±ci (punkt 4 � nie); zauwa»y¢, »e

nie jest speªnione zaªo»enie twierdzenia Weierstrassa bo funkcja jest ci¡gªa na przedziale otwartym (punkt 5 �

nie).

Typowe bª¦dy:

• nieuwzgl¦dnienie ogranicze« wynikaj¡cych z przeciwdziedziny (0,+∞) przy analizie asymptot pozio-

mych,

• mylne przekonanie, »e funkcja na przedziale otwartym musi mie¢ asymptoty pionowe,

• brak znajomo±ci zaªo»e« twierdzenia Weierstrassa (lub caªego twierdzenia),

• mylenie maksimum globalnego z lokalnym,

• nierozumienie znaczenia suriekcji,

• nieuwzgl¦dnienie dziedziny i zbioru warto±ci w rozumowaniu na temat ekstremów globalnych.

Pochodne funkcji

Zadanie 21. Okre±l, które z podanych zda« s¡ prawdziwe, a które faªszywe.

a) Je»eli funkcja nie ma pochodnej w x0, to nie ma w tym punkcie ekstremum.

b) Je»eli f ′(x0) = 0, to funkcja jest w tym punkcie ci¡gªa.

c) Je»eli f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) = 3, to funkcja f ma w punkcie x0 minimum lokalne.

d) Je»eli funkcja jest ci¡gªa w x0, to jest w tym punkcie ró»niczkowalna.

e) Je±li f ′(x0) > 0, to funkcja jest rosn¡ca w pewnym otoczeniu punktu x0 .

f) Je±li funkcja jest rosn¡ca w pewnym otoczeniu punktu x0, to f ′(x0) > 0.

g) Je±li f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) = 0, to nie mo»na okre±li¢ charakteru punktu x0.

h) Funkcja f(x) = x3 ma w x0 = 0 punkt przegi¦cia.

i) Styczna do wykresu funkcji f(x) = x3 w x0 = 0 jest równolegªa do osi Ox.
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j) Funkcja f(x) = |x| jest w x0 = 0 ró»niczkowalna.

k) Funkcja f(x) = |x| nie ma w x0 = 0 pochodnej.

l) Styczna do wykresu funkcji f(x) = |x| w x0 = 0 jest równolegªa do osi Ox.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ zwi¡zków mi¦dzy ci¡gªo±ci¡, ró»niczkowalno±ci¡, ekstremami lokalnymi

i monotoniczo±ci¡ funkcji; umiej¦tno±¢ stosowania testów na ekstrema i rozpoznawania typowych bª¦dów w ro-

zumowaniu o pochodnych; rozumienie poj¦cia stycznej do wykresu funkcji.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie oceni¢ prawdziwo±¢ ka»dego zdania, rozumiej¡c

»e: ró»niczkowalno±¢ implikuje ci¡gªo±¢, ale nie na odwrót, ekstrema mog¡ istnie¢ bez pochodnej, test dru-

giej pochodnej ma ograniczenia; powinien powi¡za¢ brak pochodnej w punkcie z brakiem stycznej oraz mie¢

±wiadomo±¢, »e styczna mo»e przecina¢ wykres funkcji.

Typowe bª¦dy:

• mylenie warunków koniecznych z wystarczaj¡cymi dla ekstremów,

• nierozumienie, »e ró»niczkowalno±¢ jest warunkiem silniejszym ni» ci¡gªo±¢,

• bª¦dne stosowanie testu drugiej pochodnej bez sprawdzenia warunków,

• mylenie monotoniczno±ci lokalnej z globaln¡ i jej zwi¡zku z pochodn¡,

• nieznajomo±¢ klasycznych przykªadów funkcji nieró»niczkowalnych (y = |x|) i punktów przegi¦cia

(y = x3)

• bª¦dne przekonanie, »e styczna do wykresu funkcji nie mo»e przecina¢ tego wykresu.

Zadanie 22. Wiadomo, »e funkcja y = g(x)ma pochodn¡ g′(x) = x2−4. Odpowiedz na poni»sze pytania:

1. Czy g jest rosn¡ca w (−∞, 2) ∪ (2,+∞)?

2. W jakim przedziale/przedziaªach g jest malej¡ca?

3. Czy mo»na wskaza¢ ekstrema funkcji g? Je±li tak, to podaj w jakim punkcie i jakie to ekstrema?

(Bez obliczania samej funkcji g)

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ analizy monotonno±ci i ekstremów funkcji na podstawie znaku pochodnej;

rozumienie zwi¡zku mi¦dzy miejscami zerowymi pochodnej a ekstremami lokalnymi oraz mi¦dzy znakiem

pochodnej a monotoniczno±ci¡.

Oczekiwane podej±cie: student powinien wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji g′, przeanalizowa¢ znak

pochodnej na przedziaªach i stwierdzi¢: 1) nie � funkcja nie jest rosn¡ca na podanym zbiorze; 2) g jest malej¡ca

na (−2, 2); 3) minimum lokalne w x = 2, maksimum lokalne w x = −2.

Typowe bª¦dy:

• bª¦dne wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej,

• nieprawidªowa analiza znaku wielomianu x2 − 4 na ró»nych przedziaªach,

• nierozumienie, »e funkcja mo»e by¢ rosn¡ca na dwóch rozª¡cznych przedziaªach, ale nie na ich sumie,

• pomijanie analizy punktów, gdzie pochodna zmienia znak.

• bª¦dne okre±lenie typu ekstremum na podstawie znaku pochodnej.



Zadanie 23. Naszkicuj wykres funkcji f : [−3,+∞)
na−−→ (−1,+∞) speªniaj¡cej równocze±nie wszystkie

nast¦puj¡ce wymagania:

1. f ma punkt nieci¡gªo±ci pierwszego rodzaju typu luka w x = 0,

2. f ma punkt nieci¡gªo±ci drugiego rodzaju typu skok niesko«czony,

3. f jest ci¡gªa w x = −1, ale f ′(−1) nie istnieje,

4. f ma jedno minimum lokalne,

5. f ma dwa maksima lokalne,

6. f ma asymptot¦ pionow¡ jednostronn¡.

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ szkicowania wykresu funkcji na podstawie zadanych warunków dotycz¡-

cych ci¡gªo±ci, ró»niczkowalno±ci, ekstremów lokalnych i asymptot; rozumienie ró»nych typów nieci¡gªo±ci i ich

gra�cznej reprezentacji.

Oczekiwane podej±cie: student powinien naszkicowa¢ wykres uwzgl¦dniaj¡cy wszystkie podane warun-

ki: luk¦, skok niesko«czony, punkt, w którym funkcja jest ci¡gªa ale nieró»niczkowalna, odpowiedni¡ liczb¦

ekstremów lokalnych oraz asymptot¦ pionow¡ jednostronn¡; powinien pami¦ta¢ o ograniczeniach dziedziny

i zbioru warto±ci.

Typowe bª¦dy:

• mylenie nieci¡gªo±ci pierwszego i drugiego rodzaju,

• rysowanie asymptoty pionowej obustronnej zamiast jednostronnej,

• nieuwzgl¦dnienie ogranicze« dziedziny [−3,+∞) i zbioru warto±ci (−1,+∞),

• bª¦dne umieszczenie ekstremów lokalnych lub ich niewªa±ciwa liczba,

• brak wiedzy, jak wygl¡da wykres funkcji w punkcie, w którym jest ci¡gªa, ale nie ró»niczkowalna.

Zadanie 24. Wska», w których przypadkach mo»na bezpo±rednio zastosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala.

Uzasadnij odpowied¹.

a) lim
x→0

sinx

x
, x ∈ [− 5, 5] \ {0},

b) lim
x→0

x2 + 1

x+ 1
,

c) lim
x→∞

ex

x2
,

d) lim
x→0

sinx

cosx
,

e) lim
n→∞

n2 − 3n+ 7

−2n2 + 5
, n ∈ N,

f) lim
x→+∞

ex

x3 + 1
, x ∈ N.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ warunków stosowania reguªy de l'Hospitala i umiej¦tno±¢ rozpoznawania

symboli nieoznaczonych; rozumienie ró»nicy mi¦dzy granicami funkcji i ci¡gów.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢ symbole nieoznaczone
[
0
0

]
i
[∞
∞

]
; powinien zauwa-

»y¢, »e: reguª¦ mo»na zastosowa¢ bezpo±rednio w przypadkach: a) i c); przypadki b) i d) nie maj¡ symboli

nieoznaczonych; przypadki e) i f) to granice ci¡gów � reguªy nie mo»na zastosowa¢ bezpo±rednio.
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Typowe bª¦dy:

• mechaniczne stosowanie reguªy bez sprawdzenia symbolu nieoznaczonego,

• nierozpoznanie, »e przypadki b) i d) maj¡ okre±lone granice bez symboli nieoznaczonych,

• mylne przekonanie, »e reguª¦ mo»na stosowa¢ do ka»dej granicy typu f(x)
g(x)

,

• próba stosowania reguªy de l'Hospitala do granic ci¡gów (przypadki e, f),

• nierozumienie, »e reguªa de l'Hospitala wymaga ró»niczkowalno±ci, której nie ma na zbiorach dyskret-

nych,

• pomijanie analizy typu granicy (funkcja vs ci¡g).

Caªki

Zadanie 25. Zaproponuj podstawienia, które pomog¡ wyznaczy¢ caªk¦, a nast¦pnie zapisz j¡ przy u»yciu

nowych zmiennych.

1.
∫

ln2 u

2u
du = . . . 2.

∫ √
a+ 1 + a
3
√
a+ 1

da = . . .

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ rozpoznania struktury wyra»enia podcaªkowego i dobrania odpowiedniego

podstawienia upraszczaj¡cego caªk¦; umiej¦tno±¢ poprawnej zamiany zmiennej w caªce, czyli wyra»enia funkcji

podcaªkowej za pomoc¡ nowej zmiennej, pami¦taj¡c o uwzgl¦dnieniu nowej ró»niczki.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zaproponowa¢ dobre podstawienia i zapisa¢ caªki przy u»yciu

nowych zmiennych, pami¦taj¡c o zmianie ró»niczek.

Typowe bª¦dy:

• w pierwszym przykªadzie brak rozpoznania funkcji zªo»onej typu lnu, bª¦dne podstawienie, np. z = u2.

• pomini¦cie ró»niczkowania, zapisanie podstawienia bez przeksztaªcenia du na dz.

• w drugim przykªadzie bª¦dne podstawienie albo mieszanie zmiennych w jednej caªce, b¦d¡ce efektem

braku zmiany wszystkich skªadników na nowe zmienne.

• bª¦dne operacje na pot¦gach przy upraszczaniu wyra»enia po podstawieniu.

Zadanie 26. Wska¹, do których caªek NIE mo»na zastosowa¢ twierdzenie Newtona-Leibniza. Uzasadnij

odpowied¹, wskazuj¡c które zaªo»enia twierdzenia nie s¡ speªnione.

a)

1∫
−1

1

x
dx

b)

2∫
0

x2 dx

c)
∫ 3

1

1√
x− 2

dx

d)

2∫
−2

|x| dx

e)

+∞∫
0

e−x dx

f)

1∫
0

ln(x) dx

g)

2∫
−2

1

x+ 5
dx

h)

1∫
−1

1√
1− x2

dx

i)

2π∫
0

sin(x) dx



Co sprawdzamy: rozumienie zaªo»e« twierdzenia Newtona-Leibniza i umiej¦tno±¢ rozpoznawania przy-

padków, gdy nie mo»na go stosowa¢; rozró»nianie caªek wªa±ciwych od niewªa±ciwych; identy�kowanie punktów

nieci¡gªo±ci funkcji podcaªkowej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien rozpozna¢, »e twierdzenia Newtona-Leibniza nie mo»na stoso-

wa¢ do caªek a), c), e), f), h) ze wzgl¦du na naruszenie zaªo»e«: nieci¡gªo±¢ funkcji w przedziale caªkowania (a,

c, f, h) lub niesko«czone granice caªkowania (e). Powinien zauwa»y¢, »e caªki b), d), g), i) speªniaj¡ wszystkie

zaªo»enia.

Typowe bª¦dy:

• nierozpoznanie punktów nieci¡gªo±ci funkcji podcaªkowej,

• mylne przekonanie, »e funkcja |x| nie jest caªkowalna,

• bª¦dne identy�kowanie nieci¡gªo±ci tam, gdzie jej nie ma (np. w przykªadzie g),

• pomijanie sprawdzenia ci¡gªo±ci funkcji w caªym przedziale caªkowania,

• nieuwzgl¦dnienie ograniczenia do przedziaªów sko«czonych w twierdzeniu Newtona-Leibniza,

• mechaniczne stosowanie wzoru bez analizy zaªo»e«.

Zadanie 27. (!) Wiedz¡c, »e funkcje f i w s¡ klasy C1 oraz funkcj¡ pierwotn¡ do w jestW , a pierwotn¡ do

f jest F , zastosuj metod¦ caªkowania przez cz¦±ci lub przez podstawienie i zapisz jeden krok caªkowania

1.

1∫
0

(2 ex + x) · w′(x) dx = . . . 2.

1∫
0

x · f(x2 + 7) dx = . . .

Co sprawdzamy: znajomo±¢ poj¦cia funkcji pierwotnych i umiej¦tno±¢ zastosowania odpowiednich metod

caªkowania.

Oczekiwane podej±cie: poprawne zastosowanie metod caªkowania; uwzgl¦dnienie granic caªkowania

oraz ich zmiana, je±li jest taka potrzeba.

Typowe bª¦dy:

• niewªa±ciwe podstawienie funkcji do wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci, co prowadzi do bardziej skompli-

kowanej caªki,

• nieuwzgl¦dnienie granic przy caªce oznaczonej,

• mieszanie w jednym ci¡gu oblicze« (wykorzystuj¡c znak równo±ci) caªek nieoznaczonych i oznaczonych,

• nieprawidªowe obliczenie pochodnej lub funkcji pierwotnej przy caªkowaniu przez cz¦±ci,

• brak przeliczenia granic caªkowania przy podstawianiu,

• nieprawidªowy zapis funkcji podcaªkowej po podstawieniu, np. pozostawienie gdzie± starej zmiennej.
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Zadanie 28. Je±li
2∫

0

f(x) dx = 4,

5∫
2

f(x) dx = −2,

4∫
1

f(x) dx = 1,

to

1.

5∫
4

f(x) dx = . . . 2.

0∫
5

f(x) dx = . . . 3.

3∫
3

f(x) dx = . . .

Co sprawdzamy: znajomo±¢ podstawowych wªasno±ci caªki oznaczonej, w tym addytywno±ci na przedzia-

ªach, konieczno±ci zmiany znaku przy zmianie orientacji granic, warto±ci caªki po przedziale zdegenerowanym

(gdzie dolna i górna granica s¡ równe).

Oczekiwane podej±cie: student powinien prawidªowo wykorzysta¢ wªasno±ci caªki oznaczonej.

Typowe bª¦dy:

• nieuwzgl¦dnienie zmiany znaku przy odwrotnych granicach caªkowania, np. bª¦dne zaªo»enie, »e
0∫
5

f(x) dx =
5∫
0

f(x) dx.

• traktowanie caªki po przedziale o zerowej dªugo±ci jako warto±ci funkcji, np.
3∫
3

f(x) dx = f(3), zamiast 0.

• niewªa±ciwe ª¡czenie caªek, np. bª¦dne sumowanie caªek po nieprzylegaj¡cych przedziaªach lub w zªym

kierunku.

Zadanie 29. Za pomoc¡ caªki opisz pole zaznaczonego obszaru:



Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ interpretacji gra�cznej poj¦cia caªki jako pola pod wykresem funkcji oraz

zdolno±¢ do poprawnego zapisania pola obszaru ograniczonego wykresami funkcji jako ró»nicy caªek.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zauwa»y¢, »e zaznaczony obszar skªada si¦ z dwóch cz¦±ci,

rozpozna¢, która z funkcji znajduje si¦ wy»ej i odpowiednio zapisa¢ pole jako ró»nic¦ funkcji pod caªk¡,

prawidªowo okre±li¢ granice caªkowania i umie¢ zapisa¢ pole zaznaczonego obszaru jako sum¦ dwóch caªek.

Typowe bª¦dy:

• bª¦dna kolejno±¢ funkcji podcaªkowych (np. g(x)− h(x) zamiast h(x)− g(x), co prowadzi do ujemnego

pola.

• nieuwzgl¦dnienie podziaªu obszaru na dwa ró»ne przedziaªy z ró»nymi dolnymi funkcjami.

• zªe okre±lenie granic caªkowania.

• przekonanie, »e wystarczy �odejmowa¢ wykresy� bez sprawdzenia, który znajduje si¦ wy»ej.

Zadanie 30. (!) Czy twierdzenie Newtona-Leibniza mo»na wykorzysta¢ do obliczenia caªki

1∫
−1

1

x
dx?

Je±li tak, to oblicz j¡. Je±li nie, to wska», co nale»aªoby zmieni¢, by móc z tego twierdzenia skorzysta¢.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ i rozumienie zaªo»e« w twierdzeniu Newtona-Leibniza; umiej¦tno±¢ dostrze-

»enia, »e funkcja podcaªkowa ma osobliwo±¢ (niesko«czono±¢) w punkcie nale»¡cym do przedziaªu caªkowania.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zauwa»y¢, »e funkcja y = 1
x
nie jest ci¡gªa w przedziale [−1, 1]

i dlatego twierdzenie Newtona-Leibniza nie mo»e zosta¢ zastosowane bezpo±rednio (bo zakªada ono ci¡gªo±¢

funkcji podcaªkowej na caªym przedziale caªkowania). Student mo»e zaproponowa¢ rozbicie caªki na sum¦

dwóch caªek niewªa±ciwych i dopiero wtedy zauwa»y¢, »e podana caªka jest niewªa±ciwa i rozbie»na. Student

powinien zaproponowa¢, »e aby mo»na byªo zastosowa¢ twierdzenie Newtona-Leibniza, nale»aªoby caªkowa¢

po przedziale nie zawieraj¡cym punktu osobliwego, np.
b∫
a

1
x
dx dla 0 < a < b albo a < b < 0.

Typowe bª¦dy:

• bezre�eksyjne zastosowanie twierdzenia Newtona-Leibniza mimo nieci¡gªo±ci funkcji w punkcie x = 0,

• obliczenie [ln |x|]1−1 = ln 1− ln 1 = 0, co sugeruje bª¦dnie, »e caªka istnieje i jest równa zero,

• nieuwzgl¦dnienie faktu, »e caªka oznaczona z funkcji nieograniczonej w punkcie wewn¦trznym wymaga

interpretacji jako caªki niewªa±ciwej,

• nieumiej¦tno±¢ zapisu caªki jako granicy sumy dwóch caªek niewªa±ciwych.

Liczby zespolone

Zadanie 31. Spo±ród liczb zespolonych

a) z1 =
√
2

(
sin

2π

3
+ i cos

2π

3

)
,

b) z2 = π
(
cos

π

5
+ i sin

π

5

)
,

c) z3 = −
(
cos

2π

5
+ i sin

2π

5

)
,

d) z4 = 2(cos
π

7
− i sin

π

7
),
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e) z5 = cos 3 + i sin 3,

f) z6 = cos
2π

11
+ i sin

13π

11
,

g) z7 = ieπ,

h) z8 = 2ei
π
7 .

wska» wszystkie, które s¡ liczbami w postaci

1. algebraicznej: . . . 2. trygonometrycznej: . . . 3. wykªadniczej: . . .

Co sprawdzamy: znajomo±¢ i umiej¦tno±¢ rozpoznawania trzech gªównych postaci liczby zespolonej:

algebraicznej (kartezja«skiej), trygonometrycznej i wykªadniczej oraz jej argumentu i moduªu w ró»nych kon-

tekstach.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie zidenty�kowa¢ posta¢ podanych liczb,powinien te»

rozpozna¢ bª¦dy w skªadni (np. zamiana cos i sin).

Typowe bª¦dy:

• bª¦dne uto»samianie ka»dej liczby z funkcjami trygonometrycznymi jako postaci trygonometrycznej (np.

sin+i cos zamiast cos+i sin albo sin i cos liczony dla ró»nych argumentów),

• niezwracanie uwagi na to, »e w strukturze postaci trygonometrycznej r(cosφ + i sinφ), moduª r musi

by¢ dodatni,

• nieuwzgl¦dnienie, »e posta¢ wykªadnicza musi mie¢ wykªadnik zespolony iφ, a nie np. eπ,

• nierozró»nianie, »e a + ib to forma algebraiczna niezale»nie od tego jak zapisano a, b (np. gdy cz¦±¢

rzeczywista lub urojona dane s¡ jako warto±ci funkcji trygonometrycznych).

Zadanie 32. Dana jest liczba

w =

(
r (cosα+ i sinα)

cosβ + i sinβ

)12

.

Podaj:

1. moduª liczby w,

2. argument liczby w,

3. posta¢ wykªadnicz¡ liczby w,

4. Re(w) i Im(w),

5. posta¢ trygonometryczn¡ liczby w.

Co sprawdzamy: znajomo±¢ ró»nych postaci liczby zespolonej, wykonywanie dziaªa« w postaci trygo-

nometrycznej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie obliczy¢ moduª, argument liczby zespolonej, Re(w)

i Im(w), skorzysta¢ ze wzorów w postaci trygonometrycznej lub wykªadniczej.

Typowe bª¦dy:

• nieuwzgl¦dnienie zasad dziaªania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej (np. dodawanie

argumentów zamiast ich odejmowania),



• niewªa±ciwe przeksztaªcenie wyra»enia przed pot¦gowaniem (np. nieobliczenie moduªu i argumentu ilo-

razu),

• niepoprawne stosowanie wzoru Moivre'a,

• bª¦dne okre±lenie Re(w) i Im(w), w tym nierozró»nienie cz¦±ci urojonej od liczby urojonej.

Zadanie 33. LastChanceGPT twierdzi, »e liczba 2i jest pierwiastkiem równania z3 = 8i.

1. Sprawd¹, czy ma racj¦. Uzasadnij odpowied¹.

2. Ile rozwi¡za« ma to równanie?

3. Okre±l, w których ¢wiartkach ukªadu wspóªrz¦dnych le»¡ pierwiastki równania.

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ sprawdzenia, czy dana liczba zespolona jest rozwi¡zaniem równania (trze-

ba wykona¢ pot¦gowanie liczby zespolonej); wiedz¦ o liczbie i rozmieszczeniu pierwiastków na pªaszczy¹nie

zespolonej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien sprawdzi¢, czy (2i)3 = 8i; zauwa»y¢, »e równanie z3 = 8i ma

dokªadnie trzy pierwiastki zespolone (bo stopie« równania to 3) i »e jednym z nich jest −2i, który le»y na

ujemnej cz¦±ci osi urojonej. Na tej podstawie powinien stwierdzi¢, »e dwa pozostaªe (jako wierzchoªki trójk¡ta

równobocznego) musz¡ le»e¢ w pierwszej i drugiej ¢wiartce pªaszczyzny zespolonej.

Typowe bª¦dy:

• bª¦dne obliczenia,

• uznanie, »e skoro jedna liczba speªnia równanie, to jest ona jedynym rozwi¡zaniem,

• bª¦dna interpretacja geometryczna liczby −2i,

• brak wiedzy o rozmieszczeniu pierwiastków w wierzchoªkach wielok¡ta foremnego,

• niepoprawne okre±lenie ¢wiartek, wynikaj¡ce z bª¦dnego oszacowania k¡ta lub nieznajomo±ci ukªadu

wspóªrz¦dnych zespolonych.

Dziaªania na macierzach

Zadanie 34. Niech A2×3, B3×2 oraz C3×3. Dla ka»dego z poni»szych wyra»e«:

1. ATC,

2. CB+BACT ,

3. det (CT ) ·A,

4. det (ATA+BBT ),

5. AC+B,

6. AB+BTB,

7. CB−ATAAT ,

8. det (C) ·C−1AT .

zdecyduj, czy dziaªanie jest wykonalne, je±li tak, okre±l typ wyniku (liczba lub macierz), w przypadku

macierzy podaj jej wymiar.
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Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ okre±lania wykonalno±ci dziaªa« na macierzach na podstawie ich rozmiarów

(wymiarów), w szczególno±ci iloczynu i dodawania macierzy oraz obliczania wyznacznika; ±wiadomo±¢, »e nie

ka»da kombinacja macierzy daje sensown¡ (czyli wykonaln¡) operacj¦.

Oczekiwane podej±cie: student powinien dla ka»dego wyra»enia okre±li¢ wymiary wszystkich macierzy

wyst¦puj¡cych w dziaªaniu (w tym przeksztaªconych, np. transponowanych), zwery�kowa¢ zgodno±¢ wymiarów

dla mno»enia i dodawania macierzy; zauwa»y¢, »e wyznacznik mo»na obliczy¢ tylko dla macierzy kwadratowej;

przeprowadzi¢ analiz¦ skªadniow¡ bez wykonywania oblicze«.

Typowe bª¦dy:

• nieuwzgl¦dnienie zmiany wymiarów po transpozycji,

• zakªadanie, »e je±li pojedyncze operacje s¡ wykonalne, to caªe wyra»enie tak»e (np. brak sprawdzenia,

czy skªadniki sumy maj¡ ten sam rozmiar),

• traktowanie mno»enia macierzy jako przemiennego,

• intuicyjne �dopasowywanie� wymiarów zamiast formalnej analizy (np. zakªadanie, »e �na pewno si¦ da�,

bo �co± si¦ upraszcza�),

• uwzgl¦dnienie wyznacznika macierzy niekwadratowej.

Zadanie 35. Niech A = [aij ]2×3 i B = [bij ]3×2 oraz aij = (−1)i+j , bij =


1, i < j

2, i = j

0, i > j

.

Je±li C = A+BT oraz D = AB to:

1. c12 = . . .

2. c23 = . . .

3. d12 = . . .

4. d22 = . . .

Przyjmujemy, »e C = [cij ], D = [dij ].

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ budowy macierzy na podstawie podanego wzorca, analizowania wymia-

rów macierzy w kontek±cie wykonalno±ci dziaªa«, stosowanie reguª rachunku macierzowego oraz ±wiadomego

operowania transpozycj¡ i jej wpªywem na wymiary, wskazanie elementu macierzy na podstawie jego pozycji.

Oczekiwane podej±cie: student powinien poprawnie zbudowa¢ macierze A i B oraz oceni¢, czy po-

dane dziaªania s¡ wykonalne; powinien przeprowadzi¢ poprawne obliczenia i poda¢ warto±ci elementów na

wskazanych pozycjach.

Typowe bª¦dy:

• niepoprawne zbudowanie macierzy A i B,

• bª¦dne obliczenie wymiarów macierzy po transpozycji,

• dodawanie macierzy o niezgodnych wymiarach,

• traktowanie mno»enia macierzy jako przemiennego,

• bª¦dne pozycjonowanie indeksów przy odczycie elementów z macierzy.



Wyznaczniki i macierz odwrotna

Zadanie 36. Z tego, »e

det

a b c

d e f

g h j

 = −3

wynika:

1. det

3a 3b 3c

−d −e −f

4g 4h 4j

 = . . . 2. det

 a b c

g − a h− b j − c

2d+ a 2e+ b 2f + c

 = . . .

Co sprawdzamy: znajomo±¢, rozumienie i umiej¦tno±¢ zastosowania podstawowych wªasno±ci wyznacz-

nika; ±wiadomo±¢ »e operacje na wierszach wpªywaj¡ na warto±¢ wyznacznika w okre±lony sposób i nale»y te

zmiany uwzgl¦dni¢ w obliczeniach.

Oczekiwane podej±cie: student powinien zastosowa¢ przeksztaªcenia elementarne (Gaussa) i przeksztaª-

ci¢ podane macierze do postaci dla której znany jest wyznacznik, uwzgl¦dniaj¡c wpªyw operacji elementarnych

na warto±¢ wyznacznika.

Typowe bª¦dy:

• pomini¦cie wpªywu mno»enia wiersza przez skalar na warto±¢ wyznacznika,

• bª¦dne przeksztaªcenia przy zamianie kolejno±ci wierszy (np. brak zmiany znaku wyznacznika),

• niezrozumienie, »e dodanie wielokrotno±ci jednego wiersza do innego nie zmienia wyznacznika,

• problemy z rozwi¡zaniem zadania wynikaj¡ce z mechanicznego wykonywania oblicze« na macierzach

liczbowych.

Zadanie 37. Zakªadaj¡c, »e wszystkie macierze s¡ odwracalne oraz, »e wszystkie wymagane dziaªania

s¡ poprawnie zde�niowane, wyznacz X z równa«:

1. je±li XA+B = I, to X = . . .

2. je±li AXB = I, to X = . . .

3. je±li AX+X = B, to X = . . .

4. je±li AX = BA, to X = . . .

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ rozwi¡zywania prostych równa« macierzowych z wykorzystaniem wªasno±ci

dziaªa« na macierzach odwracalnych.

Oczekiwane podej±cie: student powinien przeksztaªci¢ równania tak, aby wyrazi¢ X jako kombinacj¦

dziaªa« odwrotnych (mno»enie przez macierz odwrotn¡ z lewej/prawej strony) i zastosowa¢ przemienno±¢ tylko

tam, gdzie jest to dopuszczalne.

Typowe bª¦dy:

• bª¦dne zaªo»enie przemienno±ci mno»enia macierzy i nieprawidªowe mno»enie stron równania przez ma-

cierz odwrotn¡ (np. z niewªa±ciwej strony),
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• niepoprawne wyci¡ganie X poza nawias (np. w przykªadzie 3),

• nieuwzgl¦dnianie faktu, »e dziaªanie odwrotne dotyczy caªego bloku macierzy, a nie tylko jednej z nich,

• bª¦dne �skrócenie� równania AX = BA do X = B, wynikaj¡ce z niepoprawnego skracania macierzy A

po przeciwnych stronach równania bez mno»enia przez macierz odwrotn¡ we wªa±ciwej kolejno±ci,

• próba zastosowania dziaªania dzielenia przez macierz.

Ukªady równa« liniowych

Zadanie 38. Macierz U = [A|b] =


1 1 0 0

0 1 1 1

0 −β −β −β

α α 0 0

 jest macierz¡ uzupeªnion¡ ukªadu równa«

AX = b.

Z tego, »e R(A) =........... oraz R(U) =.............., a liczba niewiadomych to ........... wynika, »e ukªad

a) nie ma rozwi¡za«,

b) ma jedno rozwi¡zanie,

c) ma dwa rozwi¡zania,

d) ma trzy rozwi¡zania,

e) ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«,

f) inna odpowied¹ � podaj jaka.

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ analizy ukªadu równa« liniowych metod¡ rz¦dów: wyznaczania rz¦du

macierzy gªównej i rozszerzonej oraz stosowanie twierdzenia Kroneckera-Capellego.

Oczekiwane podej±cie: student powinien przeprowadzi¢ przeksztaªcenia wierszowe lub wykorzysta¢ za-

le»no±ci mi¦dzy wierszami, aby prawidªowo okre±li¢ rz¡d macierzy gªównej i macierzy rozszerzonej, porówna¢ te

warto±ci i odnie±¢ je do liczby niewiadomych, a nast¦pnie poda¢ poprawny wniosek dotycz¡cy liczby rozwi¡za«

ukªadu.

Typowe bª¦dy:

• niewªa±ciwe okre±lenie rz¦du macierzy (np. nieuwzgl¦dnienie zale»no±ci liniowych mi¦dzy wierszami),

• pomini¦cie porównania R(A) i R(U), czyli nieuwzgl¦dnienie warunku istnienia rozwi¡zania,

• bª¦dna interpretacja zale»no±ci mi¦dzy rz¦dem a liczb¡ niewiadomych (np. przyj¦cie, »e je±li rz¦dy

R(A)uR(U) s¡ równe, ale mniejsze od liczby niewiadomych, to ukªad nie ma rozwi¡zania),

• uto»samianie rz¦du lub liczby niewiadomych z liczb¡ rozwi¡za«.



Zadanie 39. Istniej¡ trzy �popularne� metody rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych.

A metoda eliminacji Gaussa,

B twierdzenie Cramera,

C metoda wykorzystuj¡ca macierz odwrotn¡.

Wska» wszystkie metody, których mo»na u»y¢ do rozwi¡zania podanych ukªadów równa«. Odpowied¹

uzasadnij.

1.


x+ y + z = 1

2x+ 2y + 2z = 2

2x− y + z = 3

A B C

2.


x+ y + z = 1

x+ 2y + 2z = 2

2x− y + z = 3

A B C

3.


x+ y + z = 1

2x+ 2y + 2z = 2

x+ 2y + 2z = 2

2x− y + z = 3

A B C

Co sprawdzamy: umiej¦tno±¢ rozró»niania metod rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych i znajomo±¢

warunków ich stosowalno±ci: eliminacji Gaussa, wzorów Cramera i metody macierzy odwrotnej.

Oczekiwane podej±cie: student powinien przeanalizowa¢ ka»dy z podanych ukªadów, okre±li¢, czy jego

macierz gªówna jest kwadratowa i odwracalna. Na tej podstawie powinien poprawnie wskaza¢, które metody

(spo±ród A, B, C) mog¡ by¢ u»yte w danym przypadku.

Typowe bª¦dy:

• zakªadanie, »e wszystkie metody s¡ zawsze stosowalne niezale»nie od rodzaju ukªadu,

• stosowanie wzorów Cramera lub macierzy odwrotnej do ukªadu nieoznaczonego lub sprzecznego,

• nieuwzgl¦dnienie wymogu, »e metoda z macierz¡ odwrotn¡ i wzory Cramera wymagaj¡ kwadratowej

i odwracalnej macierzy gªównej,

• traktowanie metody Gaussa jako maj¡cej te same ograniczenia co pozostaªe, mimo »e mo»e by¢ stosowana

tak»e do ukªadów nieoznaczonych lub sprzecznych,

• mechaniczne podejmowanie decyzji bez uprzedniej analizy rz¦du macierzy lub liczby równa« i niewia-

domych,

• nieuwzgl¦dnienie, »e metody B i C maj¡ identyczne ograniczenia stosowalno±ci (obie wymagaj¡, aby

macierz gªówna byªa kwadratowa i odwracalna) i mog¡ by¢ stosowane zamiennie.
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