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Egzamin z teorii matematyki na kierunkach inzynierskich
— czy i jak warto go przeprowadzac?

Streszczenie. W dobie natychmiastowego dostepu do informacji i wszechobecnych narzedzi
wspomagajacych rozwigzywanie zadan matematycznych coraz czesciej pojawiaja sie pytania o sens
i forme egzaminowania teorii matematyki, zwlaszcza na kierunkach inzynierskich. Czy nadal war-
to sprawdzaé¢ znajomo$¢ definicji, twierdzen i ich wlasnosci? A jesli tak, to w jaki sposob, aby
egzamin nie byl jedynie testem pamieci, lecz rzeczywistym narzedziem wspierajacym zrozumienie
i praktyczne zastosowanie pojeé teoretycznych?

W artykule analizujemy zaréwno argumenty przeciwko egzaminom teoretycznym (problemy z tra-
dycyjna forma, bariery psychologiczne, wyzwania technologiczne), jak i przemawiajace za ich utrzy-
maniem (motywacyjna rola, rozwo6j umiejetno$ci argumentowania, diagnostyka trudnosci). Prezen-
tujemy wlasne propozycje modyfikacji egzamindéw teoretycznych i dzielimy sie przyktadami pytan,
ktére mamy nadzieje, rozwijaja umiejetnosé myslenia matematycznego. Szczegdlna uwage poswie-
camy nieoczywistym efektom utrzymania komponentu teoretycznego w procesie ksztalcenia oraz
problemom zwigzanym z umiejetnoscia czytania i rozumienia tekstow matematycznych.

Slowa kluczowe: dydaktyka matematyki, egzaminowanie, teoria matematyki, kierunki inzynier-
skie

1. Wprowadzenie

Wspoélczesne nauczanie matematyki na uczelniach technicznych odbywa sie¢ w warunkach dynamicz-
nych zmian. Studenci majg natychmiastowy dostep do informacji i coraz powszechniej korzystaja z na-
rzedzi wspomagajacych rozwigzywanie probleméw matematycznych, poczawszy od systeméw obliczenio-
wych typu Wolfram Alpha czy GeoGebra, po aplikacje wykorzystujace sztuczna inteligencje, takie jak
ChatGPT. Wplywa to nie tylko na sposob rozwigzywania zadan, ale rowniez na sposéb uczenia sie i przy-
swajania wiedzy teoretycznej.

Stad pojawia sie pytanie: czy — a jesli tak, to w jakiej formie — warto nadal egzaminowaé¢ opanowa-
nie teorii matematyki na kierunkach inzynierskich? Tradycyjny model sprawdzania wiedzy teoretycznej,
polegajacy na odtwarzaniu definicji, twierdzen i ich dowodoéw, coraz czeSciej postrzegany jest jako prze-
starzaly lub malo funkcjonalny. Z drugiej strony rezygnacja z tej czesci egzaminowania moze prowadzié
do dalszego ograniczenia rozwoju zdolnosci do dedukcji, analizowania i logicznego myslenia.
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Mogtoby sie wydawac, ze w czasach, gdy kazde twierdzenie mozna btyskawicznie znalez¢é w Internecie,
weryfikowanie wiedzy teoretycznej traci racje bytu. Czesto padaja pytania o sens sprawdzania umiejetno-
Sci recznego catkowania nietrywialnych funkcji lub odtworzenia z pamieci znanych twierdzeri, np. o regule
de’Hospitala. Czy jednak wieksza wartoscia nie jest dzisiaj to, aby student rozumial, do czego catka moze
by¢ przydatna i w jakim kontek$cie mozna sie jej spodziewacé?

W niniejszym artykule najpierw omawiamy argumenty przeciwko egzaminowaniu teorii. Nastepnie
wskazujemy powody, dla ktérych naszym zdaniem, utrzymanie elementu teoretycznego w procesie egza-
minowania jest istotne, cho¢ wymaga znaczacych modyfikacji w zakresie formy i tresci pytan.

2. Argumenty przeciwko egzaminom z teorii

Krytyka egzaminéw teoretycznych w matematyce nie jest bezpodstawna. Istnieje szereg powaznych
argumentow przemawiajacych przeciwko ich przeprowadzaniu (szczegélnie w tradycyjnej formie), ktore

warto szczerze rozwazyc.

2.1. Problemy z tradycyjna forma egzaminowania

Tradycyjne pytania typu ,podaj definicje” czy ,sformutuj twierdzenie” promuja gltéwnie pamieciowe
odtwarzanie tresci, bez ich rzeczywistego zrozumienia. Studenci ucza sie definicji na pamieé, aby zdac
egzamin, po czym szybko je zapominaja, realizujac w ten sposéb popularng zasade 3 x Z: ,zapamietaé,
zdaé, zapomnie¢”. Taka forma egzaminowania moze prowadzi¢ do postrzegania matematyki jako zbioru
oderwanych faktow, a nie spdjnego systemu pojeciowego.

Ograniczenia czasowe w nauczaniu matematyki na studiach technicznych poglebiaja te problemy.
Zmniejszona liczba godzin wykladéw zmusza wykladowcéw do skupienia sie na przekazaniu pojeé i ich
zastosowan kosztem glebszego zrozumienia struktury matematycznej. W efekcie studenci maja ogromne
trudnosci z odréznieniem definicji od twierdzen czy z rozpoznaniem, co w twierdzeniu stanowi zalozenie,
a co wniosek. Prowadzi to do sytuacji, ktora D. Tall i S. Vinner [4] opisali jako konflikt miedzy intuicyjnym
obrazem pojecia a jego formalng definicja.

Gdy na egzaminie pojawia sie pytanie ,,jak brzmi twierdzenie X?”, student czesto odtwarza tekst, nie
rozumiejac jego logicznej struktury ani tego, kiedy twierdzenie mozna zastosowa¢. To mechaniczne podej-
Scie sprawia, ze nawet ,poprawnie” zaliczona teoria nie przeklada sie na umiejetnosc¢ jej wykorzystania.

2.2. Niewystarczajace przygotowanie studentéow

Znaczaca bariera w egzaminowaniu teorii sa braki w przygotowaniu studentéw wynikajace z charakteru
wczesniejszej edukacji. Polskie szkolnictwo podstawowe i Srednie koncentruje sie gtéwnie na opanowaniu
algorytmow obliczeniowych kosztem rozumienia pojec¢ i ich wzajemnych relacji.

Student po maturze czesto nie potrafi odpowiedzie¢ na pytanie ,co to jest rozwigzanie réwnania”.
Automatycznie zaczyna rozwigzywac, nie rozumiejac, ze pyta sie go o definicje, a nie o sposéb poste-
powania. A na pytanie o definicje wyznacznika otrzymujemy opis metody jego obliczania, co $wiadczy
o fundamentalnym niezrozumieniu réznicy miedzy tym, czym dany obiekt matematyczny jest, a tym, jak
sie go oblicza. Czesto niezrozumiate pozostaje dla nich réwniez samo pojecie funkcji, przez co zdarza sie,
ze nie potrafig odrdznié¢ funkcji od réwnania.

Brak nawyku pracy z teoria oraz niemozno$é odréznienia definicji od procedury sprawia, ze zwykle
zadania z trescia, bedace najprostszymi przyktadami modelowania matematycznego, budza przerazenie,



2.3. Bariery psychologiczne i praktyczne

nawet gdy sg banalnie tatwe. Ta fundamentalna luka w rozumieniu natury poje¢ matematycznych czyni
egzaminy teoretyczne szczeg6lnie trudnymi i moze prowadzi¢ do ich postrzegania jako sztucznych czy
niepraktycznych.

2.3. Bariery psychologiczne i praktyczne

Swiadomosé whasnych brakéw w przygotowaniu i brak doswiadczenia w obcowaniu z teoria moga
zwiekszaé lek przed matematyka, szczegélnie u studentéw, ktorzy skupiaja sie na pamieciowym zapamie-
tywaniu procedur zamiast na rozwijaniu zrozumienia konceptéw. Badania pokazuja, ze studenci uczeni
w sposéb konceptualny wykazuja nie tylko lepsze rozumienie, ale takze mniejszy poziom leku matema-
tycznego.

Niecheé¢ studentéw do egzaminéw teoretycznych oraz pojawiajace sie postulaty ich upraszczania lub
calkowitego wyeliminowania §wiadcza o tym, ze studenci czesto nie dostrzegaja praktycznego zastosowa-
nia wiedzy teoretycznej w swojej przysztej pracy zawodowej.

Przeprowadzanie egzaminu z teorii, obok zaliczenia czesci praktycznej (zadan), znaczaco wydluza
tez proces zaliczania przedmiotu. Dodaje to dodatkowe obcigzenie zaréwno studentom, ktérzy musza
przygotowac sie do dwoch réznych typéw sprawdzianéw, jak i prowadzacym. Dla nauczycieli akademickich
oznacza to podwdjng prace: przygotowanie odpowiednich pytan teoretycznych (co wymaga szczegdlnej
dbalosci o jako$¢ i przejrzystosé) oraz czasochtonne sprawdzanie i ocenianie odpowiedzi, ktore czesto nie
poddaja sie tak tatwemu zobiektywizowaniu jak zadania rachunkowe.

2.4. Wyzwania wspélczesnej epoki

Nowoczesna technologia sprawia, ze tradycyjne egzaminy teoretyczne staja sie coraz trudniejsze do
kontrolowania. Przy obecnej miniaturyzacji urzadzen elektronicznych studentom bardzo tatwo jest $ciagac
— wystarczy znalezé¢ w sieci odpowiednig definicje czy twierdzenie i wyswietli¢ je na zegarku, okularach
czy innych trudno wykrywalnych urzadzeniach. Prowadzacy podczas egzaminu nie sa w stanie skutecznie
kontrolowa¢ wszystkich mozliwych sposobéw dostepu do informacji.

W tej sytuacji pytanie ,czy student zna definicje” traci sens. Wazniejsze staje sie pytanie ,czy student
rozumie, jak definicje zastosowa¢”. Podobne obserwacje formutuje M. Matolepszy [2], ktory podkresla, ze
sprawdziwa matematyczna warto$¢” to raczej umiejetnosé logicznego myslenia, kojarzenia faktow i wy-
korzystania wiedzy w nowych sytuacjach, niz zapamietywanie wzoréow i definicji.

2.5. Presja systemowa na ulatwienie zaliczania

Wspoétcezesne szkolnictwo wyzsze funkcjonuje w warunkach nasilajacej sie konkurencji miedzy uczel-
niami, poglebionej przez niz demograficzny i system finansowania, w ktorym srodki ,jidg za studentem”.
W obliczu malejacej liczby absolwentéw szkoét srednich kazdy student staje sie szczegdlnie cenny dla uczel-
ni zaréwno z powodéw ekonomicznych, jak réwniez ze wzgledu na koniecznosé utrzymania prowadzonych
kierunkéw studidéw i miejsc pracy dla kadry akademickie;j.

Wtadze uczelni, §wiadome ze najwiekszy ,,odsiew” stuchaczy wystepuje na pierwszym roku, wywieraja
presje na prowadzacych zajecia, aby zwiekszy¢ ,sprawno$¢” systemu, a niestety matematyka powszechnie
postrzegana jest jako gtéwna przyczyna ubywania studentéw. Rezygnacja z trudniejszej czesci zaliczenia,
za jaka uwazany jest egzamin teoretyczny, moze przyczynic¢ sie do zwiekszenia odsetka oséb zaliczajacych
matematyke, co z perspektywy zarzadzania uczelniag wydaje sie racjonalnym rozwigzaniem.
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3. Dlaczego mimo wszystko warto egzaminowaé teorie?

Pomimo powyzszych argumentéw pozostajemy przekonane, ze egzaminowanie wiedzy teoretycznej
ma istotng warto§é. Nie chodzi przy tym o obrone tradycyjnych form egzaminowania, ktére rzeczywiscie
maja swoje ograniczenia, lecz o potraktowanie dobrze zaprojektowanego egzaminu z teorii jako waznego
elementu ksztalcenia przysztego inzyniera.

Kluczowe jest jednak podejscie do tej czesci egzaminu: sprawdzian teoretyczny nie powinien by¢ testem
pamieci, ale narzedziem wspierajacym rozwéj umiejetnosci, ktére beda przydatne zaréwno w dalszej
edukacji, jak i w praktyce zawodowe;.

Nasza rola jako nauczycieli matematyki nie jest bowiem przygotowanie studentéw do odtworzenia
gotowych rozwiazan, lecz do swiadomego postugiwania sie narzedziami matematycznymi przy rozwiazy-
waniu problemoéw inzynierskich. Studenci czesto bezrefleksyjnie stosuja metody lub twierdzenia, traktujac
je jako algorytmy, ktore maja ,da¢ wynik”. Tymczasem ugruntowana wiedza teoretyczna pozwala nie tyl-
ko stosowaé metody, lecz réwniez ocenié ich zalety i ograniczenia oraz Swiadomie wybiera¢ odpowiednie
narzedzia do konkretnych problemoéw.

Nieoczywiste efekty utrzymania komponentu teoretycznego

Egzaminowanie teorii moze przynosi¢ korzysci, ktoére nie sa widoczne na pierwszy rzut oka i czesto
umykaja uwadze w dyskusji o sensie takich sprawdzianéw. Zanim przedstawimy gléwne argumenty za
utrzymaniem egzaminéw teoretycznych, oméwimy krotko te mniej oczywiste, ale istotne efekty.

Wymuszenie glebszego przetwarzania tresci. Nawet jesli student uczy sie definicji czy twierdze-
nia na pamieé¢, musi je wczesniej przeczytaé, a czesto takze przetworzy¢ ich strukture logiczna. Moze to
prowadzi¢ do glebszego zrozumienia, mimo braku pelnej §wiadomosci poznawczej. Badania A.Seldena [3]
pokazuja, ze studenci rzadko czytaja uwaznie teksty matematyczne, jesli nie sa do tego zmuszeni.

Ujawnienie trudnosci w czytaniu i rozumieniu pojeé. Pytania teoretyczne obnazaja bledy,
ktoére moga nie by¢ widoczne w zadaniach rachunkowych, np. mylenie definicji z twierdzeniami, brak
rozroznienia miedzy warunkami a wnioskami czy utozsamianie przyktadu z dowodem [5].

Rozwdj jezyka formalnego i myslenia pojeciowego. Kontakt z teoriag wymusza postugiwanie sie
jezykiem formalnym oraz rozumienie struktury logicznej dowodéw. Nawet czesSciowa ekspozycja na ten
sposOb my§lenia moze mie¢ wplyw na pédzniejsze rozumienie bardziej zaawansowanych tresci.

Budowanie zasobu poje¢ potrzebnych w pé6zniejszych kursach. Zapamietanie nazw i ogélnego
sensu twierdzen moze pomoéc w pozniejszym rozpoznawaniu i stosowaniu tych idei w innych przedmiotach,
nawet jesli poczatkowe rozumienie byto powierzchowne.

4. Korzys$ci egzaminéw z teorii — argumenty za ich utrzymaniem

4.1. Ugruntowanie podstaw i przenoszenie wiedzy

Znajomo$¢ definicji, twierdzen oraz ich zatozen stanowi niezbedny fundament do rozumienia bardziej
ztozonych zagadnien. Przygotowania do egzaminu teoretycznego zmuszaja co najmniej do ich przeczy-
tania, a u czesci studentéw (mamy taka nadzieje) do ich przemyslenia i zinternalizowania. Sprzyja to
glebszemu zrozumieniu, dostrzeganiu zalezno$ci, ocenie uzytecznosci metod oraz wyznaczaniu granic ich
stosowalnosci.



4.2.  Motywacyjna rola egzaminu teoretycznego

Nie bez znaczenia jest roéwniez to, ze student o solidnie ugruntowanej wiedzy teoretycznej latwiej
»aczy kropki”, a takze zapamietuje procedury i metody w sposéb bardziej trwaty i §wiadomy.

Jako przyszly inzynier, student powinien dysponowaé¢ baza wiedzy teoretycznej, z ktérej bedzie mogt
korzysta¢ podczas tworzenia modeli zjawisk rzeczywistych. Powinien na przyktad rozumieé: jaka interpre-
tacje ma pochodna oraz catka oznaczona, jaka jest réznica miedzy rozwiazaniem szczegélnym a ogélnym
réwnania rézniczkowego oraz w jakich zbiorach spodziewaé sie wynikéw obliczen, itp.

Solidne podstawy przektadaja sie bezposrednio na zdolnosé¢ do przenoszenia wiedzy. Studenci, ktorzy
dobrze rozumieja podstawy teoretyczne, znacznie lepiej radzg sobie z adaptacja wiedzy do nowych kontek-
stow, nawet wtedy, gdy zadanie egzaminacyjne rézni sie od tych wczesniej éwiczonych. Egzamin z teorii
moze by¢ okazja do sprawdzenia, czy student potrafi ,wyj$¢ poza schemat” i samodzielnie przetworzy¢
znane pojecia w nowej sytuacji. Znana wczesniej studentom forma egzaminu, z pewnoscia wplynie na
ich sposob przygotowywania sie, zmotywuje do glebokiego przeanalizowania pojeé¢ i ich wlasnosci. A to
przektada sie zaré6wno na ich zrozumienie, jak i zapamietanie.

Aby pomoc studentom juz na etapie nauki, warto unika¢ nadmiernej schematyczno$ci, rowniez w war-
stwie symbolicznej. Zamiast klasycznych zmiennych (z, y, z), mozna celowo uzywac innych oznaczen, by
sprawdzié, czy student rzeczywiscie rozumie strukture matematyczna problemu, a nie tylko ,rozpoznaje
wzo6r”. Zadanie pokroju ,,0blicz catke f;271 28 dp 7 zazwyczaj nie wymaga skomplikowanych rachunkéw,
ale zmusza do przemyS§lenia sensu poje¢ oraz §wiadomego operowania formalizmem.

Takie pytanie sprawdza, czy student rzeczywiscie zinternalizowat strukture matematyczna, czy jedynie
zapamietal powierzchowne schematy rozwigzywania.

4.2. Motywacyjna rola egzaminu teoretycznego

Sama $wiadomo$¢ istnienia egzaminu z teorii wywiera istotny wplyw na sposob uczenia sie studentow.
W przypadku rezygnacji z egzaminu teoretycznego lub innej formy sprawdzania tej wiedzy, studenci czesto
w ogdle lekcewaza tresci teoretyczne, skupiajac sie wytacznie na przyswojeniu ,,jak to zrobi¢”, ignorujac
przy tym ,dlaczego to dziata”.

Perspektywa egzaminu z teorii powoduje, ze studenci wieksza wage przykladaja do Sledzenia tresci
teoretycznych, analizuja niuanse definicji, rozwazaja role zatozen twierdzen i ich konsekwencje. Wartoscia
dodang nie jest przy tym znajomo$¢ definicji i twierdzen jako takich, ale wyrobienie nawyku myslenia
analitycznego.

W trakcie przygotowan studenci rozwijaja ,,Sciezki” mys$lenia obejmujace analize, synteze, uogélnianie,
wskazywanie przyktadéw i kontrprzyktadéw. To umiejetnosci nie do przecenienia, a ich rozwijanie stanowi
wedlug nas zasadnicze zadanie i sens nauczania matematyki na poziomie wyzszym.

Doswiadczenia dydaktyczne potwierdzaja wartosé¢ wieloetapowego podejicia do egzaminowania teorii.
Mimo ze studenci maja dostep do przyktadowych pytan teoretycznych na platformie zdalnej edukacji,
czesto dopiero podczas kolejnych terminéw egzaminacyjnych (zerowego, pierwszego, a czasem nawet dru-
giego) zaczynaja rozumieé, jak wtasciwie podej$¢ do nauki teorii. Stopniowo ucza sie zwraca¢ uwage na
kluczowe aspekty twierdzen: jakie sa zalozenia i jak wplywaja na stosowalno$¢. Zastanawiaja sie, co sie
dzieje, gdy ktores z zalozen usuniemy, jak sprawdzié, czy twierdzenie mozna zastosowaé¢ w konkretnej
sytuacji, a takze co wskazuje na to, ze jego warunki nie sg spelnione. Ten proces ,dojrzewania” do teo-
rii matematycznej nie nastepuje automatycznie — wymaga czasu, wielokrotnego kontaktu z materiatem
i refleksji nad bledami.

Paradoksalnie, wlasnie te ,niepowodzenia” na pierwszych terminach czesto okazuja sie najbardziej
wartosciowe dla rozwoju rozumienia matematycznego. Efekty takich zmagan z egzaminem teoretycznym
wyraznie wida¢ w podejiciu studentéw do podobnych wyzwari. W kolejnych semestrach przychodza juz
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z innym nastawieniem, lepiej rozumiejac, czego sie od nich oczekuje i jak skutecznie przygotowaéc sie¢ do
czesci teoretycznej.

4.3. Rozwd6j umiejetnoséci argumentowania i §cistego rozumowania

Egzamin z teorii to czesto jedyne miejsce, w ktorym student musi przedstawic¢ rozumowanie krok po
kroku, postugujac sie precyzyjnym i $cistym jezykiem matematycznym. Musi nie tylko podaé¢ odpowiedz,
ale ja uzasadnié, powotujac sie na konkretne treéci, a nie intuicje czy zastyszane stwierdzenia. To kompe-
tencja, ktora nie rozwija sie podczas rutynowego rozwigzywania zadan rachunkowych, w ktérych liczy sie
gltéwnie uzyskanie poprawnego wyniku, czasami sposéb dojscia do niego, a nigdy to ,dlaczego tak wlasnie
sie liczy”.

Tymeczasem to wlasnie zdolnosé prowadzenia logicznego, uzasadnionego rozumowania, z odwolaniem
do definicji, zalozen i twierdzein, stanowi fundament pracy inzyniera, analityka, a takze naukowca. Te
same elementy rozumowania: analiza, synteza, identyfikacja kluczowych zalozen, stanowia fundament
pracy inzyniera podejmujacego decyzje projektowe w réznorodnych warunkach.

Przeprowadzanie rozumowan, w ktérych wyciagajac wnioski z jakich§ przestanek, nalezy powotaé sie
na obowiazujace prawa i wlasnosci, tak powszechne w matematyce, jest rowniez umiejetnoscia niezbedna
w zyciu codziennym. Dotyczy to analizy umoéw prawnych, zasad reklamacyjnych, zgdéd i uméw przy
zakupie i uzywaniu aplikacji, czy oceny argumentacji w mediach. To sa te kompetencje, ktoérych rozwojowi
sprzyja operowanie wiedzg teoretyczna.

4.4. Ujawnienie trudno$ci w rozumieniu pojeé¢ matematycznych

Egzaminy teoretyczne pelniag wazng funkcje diagnostyczna, poniewaz obnazaja problemy, ktére moga
nie by¢ widoczne w zadaniach rachunkowych. Ujawniaja charakterystyczne trudnosci studentow, takie
jak:

e mylenie definicji z twierdzeniami i wtasno§ciami,
e brak rozréznienia miedzy warunkami a wnioskami,
e utozsamianie przyktadu z dowodem,

e traktowanie symboli i poje¢ formalnych jako zbioru faktéow do zapamietania, a nie narzedzi do

rozumowania.

Okazuje sie, ze wielu studentéw ma powazne trudnosci z czytaniem i rozumieniem tekstow mate-
matycznych, co jest umiejetnoscia kluczowa dla rozwoju kompetencji matematycznych, a jednoczesnie
rzadko rozwijana wprost na zajeciach [3].

Przyktadowo, student moze tatwo znalezé definicje wyznacznika macierzy, ale nie umie na jej podstawie
obliczy¢é wyznacznika konkretnej macierzy, wyraznie ma trudno$¢ z odréznieniem tego, jak zastosowaé
definicje od poznanych wczesniej metod obliczeniowych. Takie problemy ujawniaja sie dopiero podczas
egzaminu teoretycznego, podczas gdy w zadaniach rachunkowych moga pozosta¢ niezauwazone.

Warto podkresli¢, ze nawet pozornie ,pamieciowe” pytania o podanie tresci definicji czy twierdzenia
moga mie¢ znaczng warto§¢ diagnostyczng. Sposéb formulowania wypowiedzi matematycznej ,wlasny-
mi stowami”, to co student uznal za wazne, a co pominal, daje dobry obraz tego, jak rozumie dane
stwierdzenie. Praktyka pokazuje, ze studenci maja problemy nawet z materialem wyraznie wskazanym
jako egzaminacyjny. Nie potrafig odrézni¢ tego, co kluczowe, od tego, co drugorzedne. Podczas czytania
wydaje im sie, ze wszystko dobrze rozumiejag — klasyczny przypadek ,jak patrze, to umiem, jak nie



patrze, to nie umiem”. Dopiero proba samodzielnego wyjasnienia na egzaminie ujawnia, ze pomijaja klu-
czowe informacje. Na przyklad uwazaja, ze wystarczy napisaé, iz wyznacznik to funkcja, ktéra macierzy
przypisuje liczbe, zeby w pelni go zdefiniowaé.

5. Mliedzy idealem a praktyka

Zanim przejdziemy do analizy problematycznych form egzaminowania, warto zauwazy¢, ze jedng z me-
tod czesto wskazywanych jako optymalna jest bezposrednia rozmowa ze studentem. Tradycyjny egzamin,
powszechny niegdy$ na uczelniach, wciaz uznawany jest za najbardziej adekwatny sposéb sprawdza-
nia wiedzy teoretycznej i rozumowania matematycznego. Pozwala na elastyczne dostosowanie pytan do
poziomu studenta, sprawdzenie glebokosci rozumienia poprzez pytania uzupelniajace oraz ocene spon-
tanicznosci myslenia matematycznego. Umozliwia rowniez natychmiastowe skorygowanie blednego toku
rozumowania i ukierunkowanie studenta na wtasciwe tory myslowe.

Niestety, realia wspolczesnego szkolnictwa wyzszego czynig te forme w praktyce trudng do zrealizowa-
nia. Po pierwsze, wspoétczesne grupy studenckie sa znacznie liczniejsze, a przeprowadzenie kilkuset indywi-
dualnych rozméw przekracza mozliwosci czasowe prowadzacych. Po drugie, obecne standardy akademickie
wymagaja obiektywnych i przejrzystych kryteriéw oceny, z jasno okre§lonymi punktami za poszczegdlne
elementy odpowiedzi. Egzamin ustny, mimo niewatpliwej wartoéci dydaktycznej, pozostaje z natury su-
biektywny, a zapewnienie poréwnywalnosci miedzy ré6znymi studentami staje sie problematyczne. Nie bez
znaczenia pozostaje rowniez obowiazek dokumentowania przebiegu egzaminu, ktoéry obecnie spoczywa na
egzaminatorze. Egzamin ustny musialby by¢ nagrywany lub w inny sposéb protokolowany, co utrudnia
jego organizacje.

Dodatkowo, wspélczesni studenci wykazuja znaczny lek przed egzaminami ustnymi, postrzegajac je
jako bardziej stresujace niz formy pisemne. Paradoksalnie, egzamin ustny moze by¢ latwiejszy, bo po-
zwala na natychmiastowa korekte btedéw na podstawie reakcji egzaminatora i elastyczne dostosowanie
odpowiedzi do przebiegu rozmowy. Jednak brak doswiadczenia z ta forma oraz obawy przed ,pustka
w glowie” w sytuacji bezposredniej konfrontacji sprawiaja, ze studenci czesto kategorycznie odrzucaja
taka mozliwos¢, nawet gdy jest im oferowana jako alternatywa.

W rezultacie egzamin ustny, mimo niezaprzeczalnych zalet, rzadko bywa wykorzystywany w naucza-
niu masowym. Musimy zatem poszukiwaé¢ kompromisowych rozwigzan w formie pisemnej, spetniajacych
wymogi praktyczne i metodologiczne wspolczesnego egzaminowania oraz oczekiwania studentow.

5.1. Jaka forma egzaminu nie zdaje juz egzaminu?

b

Tradycyjne pytania w stylu: ,Podaj definicje, twierdzenie, wtasnosci...” coraz stabiej sprawdzaja sie

w realiach wspotczesnego nauczania. Skoro student moze w kazdej chwili sprawdzi¢ sformutowanie twier-
dzenia, pytanie o jego dostowne odtworzenie traci sens.

Zamiast tego, warto skupi¢ sie na sprawdzaniu rozumienia struktury i zastosowania poje¢ teo-
retycznych. Egzamin powinien weryfikowaé, czy student potrafi:

e rozpoznad, kiedy dane twierdzenie mozna zastosowac,

e wskazaé, ktére zalozenia sg kluczowe i dlaczego,

e przewidzie¢ konsekwencje naruszenia warunkow,

e zastosowaé pojecia w nietypowych kontekstach.
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5.2. Zadania problemowe jako ideal i ich ograniczenia

Najbardziej wartosciowa forma sprawdzania wiedzy teoretycznej bylyby zadania problemowe osa-
dzone w kontekscie inzynierskim, gdzie studenci muszg wykaza¢ sie umiejetnoscia doboru odpowiednich
metod matematycznych i §wiadomego zastosowania, definicji, twierdzen oraz ich zalozen w praktycznych
sytuacjach. Takie podejscie, zblizone do egzaminu ,open book” omawianego przez M. Matolepszego [2],
sprawdzaltoby rzeczywiste rozumienie matematyki w jej naturalnym zastosowaniu.

W trakcie przygotowywania niniejszego artykutu przeprowadzity§my kréciutka ankiete wéréd pracow-
nikéw naszego wydziatu, w ktorej wielu respondentéw wskazywato wlasnie taka forme sprawdzania wiedzy
(w tym teorii) jako najlepsza z mozliwych. Zadania problemowe pozwalaja bowiem na ocene nie tylko
znajomosci pojeé, ale przede wszystkim sprawdzaja, czy student potrafi zastosowaé teorie w praktyce, co
stanowi istote matematycznej kompetencji inzyniera.

Niestety, tego typu zadania napotykaja na istotne ograniczenia praktyczne. Po pierwsze, wymagaja
czesto wiedzy z innych dziedzin (fizyka, mechanika, elektronika), co sprawia, ze gdy studentowi brakuje
tej wiedzy, w ogoble nie moze dojsé do etapu zastosowan matematyki. Nie jest w stanie zrozumie¢ istoty
problemu czy sformutowaé¢ model matematyczny. Po drugie, sa bardzo czasochtonne zaréwno w rozwia-
zywaniu, jak i w sprawdzaniu, co przy duzych grupach studenckich staje sie niewykonalne. Po trzecie,
uproszczone, pojedyncze zadanie problemowe moze sprawdzi¢ tylko wybrany fragment materiatu z catego
kursu. Aby kompleksowo zweryfikowa¢ wiedze teoretyczng z semestru lub roku, potrzeba by byto kilku
takich probleméw lub jednego, bardzo rozbudowanego, co wydtuzytoby egzamin do nieakceptowalnych

rozmiarow.

5.3. Praktyczny kompromis w projektowaniu egzaminéw

Majac $wiadomo$¢ opisanych wczesniej ograniczen i trudnosci, naszym celem powinno by¢ projekto-
wanie egzaminu, ktoéry bedzie praktycznym kompromisem miedzy rzetelnoscia sprawdzania wiedzy teo-
retycznej a ,zdawalnoscig” i mozliwoscia (wygoda) realizacji w obecnych realiach.

Proponujemy skupienie sie na krétkich, konkretnych pytaniach weryfikujacych rozumienie kluczo-
wych poje¢ teoretycznych. System ten koncentruje sie na najbardziej podstawowej wiedzy, ale promuje
jej $wiadome i aktywne wykorzystanie. Pytania egzaminacyjne nie sa trudne w sensie zawilosci czy skom-
plikowania, ale wymagaja zrozumienia ich sensu i umiejetnosci zastosowania wiedzy w nowych sytuacjach.
Na przyktad, student moze korzysta¢ z wzoréw na calki, ale powinien potrafi¢ opisa¢ catka pole obszaru,
ktory nie jest normalny.

Takie podejscie promuje aktywne mys$lenie i integracje wiedzy. Jednoczesnie motywujac do nauki
poprzez jasne sygnaly dotyczace wymagan egzaminacyjnych, nie stawiajac przy tym barier uniemozliwia-
jacych zaliczenie przy odpowiednim przygotowaniu.

5.4. Zasady projektowania dobrych pytan teoretycznych

Skuteczne pytania teoretyczne powinny spetniaé kilka kluczowych zasad.

Sprawdzanie zrozumienia, nie pamieci. Zamiast pyta¢ ,jak brzmi twierdzenie?”, lepiej zapy-
ta¢: o sie stanie, jesli nie bedzie spetnione zatozenie X7” lub ,dla ktérej z ponizszych funkcji mozna
zastosowa¢ dane twierdzenie i dlaczego?”

Unikanie schematycznosci. Warto celowo uzywaé nietypowych oznaczen zmiennych (zamiast kla-
sycznych x,y, z) oraz kontekstow, by sprawdzié¢, czy student rzeczywiscie rozumie strukture matematycz-
na, a nie tylko ,rozpoznaje wzor”.



Laczenie teorii z intuicja. Dobre pytania pozwalaja studentowi skorzysta¢ zaréowno z formalnej
wiedzy, jak i z matematycznej intuicji, pokazujac, ze teoria i praktyka sie uzupelniaja.

Roéznicowanie form pytan. To samo zagadnienie mozna sprawdzi¢ na kilka sposobow, ktére ujaw-
niaja rézne poziomy zrozumienia lub jego braku:

e forma wprost — bezposrednie pytanie o wlasciwosci (,Czy funkcja moze mie¢ asymptote pionowa
i ograniczony zbior warto$ci?”’)

e weryfikacja blednych stwierdzen — ocena poprawnosci gotowych twierdzen (,ChatGPT twierdzi, ze
funkcja o ograniczonej dziedzinie moze mie¢ asymptote ukosna. Czy ma racje?”’)

e konstrukcja przyktadéw (,Podaj przyklad funkcji (wzér lub wykres), ktora ma ograniczony zbior
wartosci i ma asymptote ukosng”)

Student, ktory naprawde rozumie zagadnienie, poradzi sobie z kazda z form. Ten, ktory tylko zapamietat
procedury, czesto bedzie mial problem z dwiema ostatnimi.

Dostosowanie poziomu trudnosci. Pytania powinny byé wymagajace, ale osiggalne. Powinny
stawia¢ poprzeczke na odpowiedniej wysokosci — na tyle wysoko, zeby wymagaé realnego wysitku, ale
wystarczajaco nisko, zeby student miat §wiadomo$¢, ze przy zaangazowaniu moze ja pokonag.

Jasne kryteria oceniania. Kazde pytanie powinno mie¢ przejrzyste kryteria pozwalajace na obiek-
tywna ocene, z mozliwoscia przyznania punktéw czedciowych za poprawne rozumowanie. Badania nad
ocenianiem ksztaltujacym pokazuja [1], ze jasne kryteria nie tylko usprawniaja proces oceniania, ale tez
wspieraja uczenie sie.

Przyktadowe zadania, ktére naszym zdaniem spelniaja przedstawione zasady, prezentujemy w Dodatku.

6. Kilka sl6w o ocenianiu

Nawet najlepiej zaprojektowany egzamin nie spelni swojej roli, jesli sposoéb jego oceniania bedzie nie-
jasny, niespojny lub zbyt subiektywny. Szczegdlnie w przypadku egzaminéw teoretycznych warto zadbaé
o to, aby ocenianie byto mozliwie obiektywne i transparentne.

Trzeba przy tym pamietaé, ze wiekszo$¢ studentéw przyzwyczajona jest do algorytmicznego systemu
oceniania, charakterystycznego dla egzaminu maturalnego. Odpowiedz jest tam zazwyczaj ,,poprawna’” lub
,hiepoprawna”’; czasem ,czesciowo poprawna”. Takie podejscie daje poczucie bezpieczenistwa: wiadomo,
za co przyznawane sg punkty, a za co nie.

Aby zachowaé sp6jnosé z tym sposobem my§lenia, a jednocze$nie promowaé gltebsze rozumienie, warto
konstruowaé pytania, na ktére mozna odpowiedzie¢ w sposéb jednoznacznie poprawny, niepoprawny lub
czeSciowo poprawny.

Stad wnioski, ze:

e pytania teoretyczne warto formulowaé¢ tak, by umozliwialy jednoznaczne rozréznienie odpowiedzi
poprawnych, niepoprawnych i czeSciowo poprawnych,

e w uzasadnieniach warto premiowaé poprawne rozumowanie, nawet jesli wynik koicowy zawiera btad
rachunkowy,

e pomocne moze by¢ udostepnienie studentom przyktadowych odpowiedzi z punktacja,

e im bardziej jawny i przewidywalny system oceniania, tym wieksza szansa, ze studenci potraktuja
egzamin jako narzedzie rozwojowe.
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7. Podsumowanie

Odpowiednio zaprojektowany egzamin teoretyczny nie musi by¢ jedynie testem pamieci. Moze, a na-
szym zdaniem wrecz powinien, stuzyé¢ jako narzedzie wspierajace rozwdj umiejetnosci analizy, argumen-
towania oraz przenoszenia wiedzy na nowe konteksty.

Cho¢ argumenty przeciwko egzaminom teoretycznym sg w pelni uzasadnione, uwazamy, ze zalety
takiego sprawdzania wiedzy przewazaja nad kosztami. Problemy z tradycyjna forma, bariery psycholo-
giczne, czy wspoblczesne wyzwania technologiczne, wszystkie te trudnoséci mozna przezwyciezy¢. Kluczowe
jest jednak przeformultowanie podejscia: od sprawdzania pamieci do weryfikacji rozumienia i umiejetnosci
zastosowania.

Najwazniejszym argumentem za utrzymaniem egzamindéw teoretycznych jest ich rola motywacyjna.
Sama §wiadomos¢ ich istnienia powoduje, ze studenci wieksza wage przykladaja do §ledzenia tresci teo-
retycznych, analizujg niuanse definicji i zastanawiaja sie nad zatozeniami twierdzeri.

Z my$la o tych studentach, ktorzy juz sg dociekliwi, ale takze o tych, ktérzy jeszcze nie wiedza, ze moga
tacy by¢, warto projektowaé egzaminy premiujace zrozumienie, dopingujace do gtebszego zastanowienia
i dojrzalszego podejscia do procesu uczenia sie. Proponujemy zatem sprawdziany z niestandardowymi
pytaniami, ktore sa niezbyt skomplikowane w tresci, trywialne rachunkowo lub w ogéle nie wymagajace
obliczen, za to prowokuja do analizy poje¢, ich wlasciwosci i wzajemnych relacji.

Przygotowanie do tak skonstruowanego egzaminu wymaga jednak odpowiedniego podejscia juz na
etapie wyktadu: poprzez omawianie podobnych pytan na zajeciach i przeprowadzanie kréotkich quizéw

sprawdzajacych zrozumienie.

Podziekowania

Autorki sktadaja serdeczne podziekowania Recenzentowi za niezwykle doktadng i wnikliwg recenzje,
przeprowadzong w blyskawicznym tempie. Szczegélowe uwagi dotyczace zaréwno aspektoéw merytorycz-
nych, jak i redakcyjnych znaczaco przyczynily sie do poprawy jakosci niniejszego artykutu.



Dodatek. Przyklady pytan egzaminacyjnych

Zadania w dodatku zostaly pogrupowane tematycznie, jednak podzial ten ma wylacznie orientacyj-
ny charakter. Wiele probleméw ma przekrojowa nature i taczy zagadnienia z réznych dzialéw. Niektore
z zadaii moglyby wiec réwnie dobrze znalezé sie w innej sekcji. Sformulowania uzywane w zadaniach
odpowiadaja konwencjom przyjetym w naszej praktyce dydaktycznej i moga rézni¢ sie od terminologii
stosowanej przez innych autoréw — na przyktad méwimy o ,asymptotach funkeji”, podczas gdy niektorzy
preferuja okreslenie ,asymptoty wykresu funkcji”. Zachecamy do traktowania tego zbioru jako uzupetnie-
nia treéci artykutu, a nie jako zestawu sztywnych blokéw tematycznych czy egzaminacyjnych.

Zadania, ktore wymagaja szczegblnej uwagi, oznaczono (!).

Funkcje
Zadanie 1. Czy przypisanie liczbie catkowitej z € Z jej odwrotnosci jest funkcja f : Z — R? Uzasadnij,

odnoszac sie do definicji.

Co sprawdzamy: znajomosé¢ definicji funkcji i umiejetno$¢ sprawdzenia, czy dane przyporzadkowanie

spelnia warunki definicji.

Oczekiwane podejscie: student powinien zauwazy¢, ze przyporzadkowanie nie jest funkcja, bo dla 0 € Z
nie istnieje odwrotnosé w R.

Typowe bledy:

e twierdzenie, ze to funkcja bez uwzglednienia problemu z zerem,

e mylenie ,odwrotnosci liczby” z funkcja odwrotng”,

e brak odwotania do definicji funkeji.

Zadanie 2. Czy przyporzadkowanie K2, ktore kazdej funkcji kwadratowej y = ax? +bx + ¢ (gdzie a # 0)
przypisuje jej wspotcezynnik a, jest funkcja?

1. Jesli nie, wskaz i uzasadnij, ktory warunek definicji funkcji nie jest spelniony.

2. Podaj dziedzine i przeciwdziedzine oraz zapisz w postaci: K2 :... — ...
3. Okresl zbior wartosci i uzupelnij zapis: K2 : ... =
4. Podaj przyktad pojedynczego argumentu (np. xg = . ..) i wartosci K2(zg) = ... dla tego argumentu.

5. Czy to przyporzadkowanie jest réznowartosciowe? Uzasadnij.

Co sprawdzamy: znajomo$¢ definicji funkeji i umiejetnosé jej zastosowania w kontekscie abstrakcyjnym,
gdzie argumentami sa funkcje; rozumienie poje¢ dziedziny, przeciwdziedziny, zbioru wartosci oraz réznowarto-

$ciowosci w nietypowym kontekscie.

Oczekiwane podejscie: student powinien stwierdzi¢, ze K2 jest funkcja, poprawnie okresli¢ dziedzine
jako zbior wszystkich funkcji kwadratowych, przeciwdziedzine jako R\ {0} lub R, zbiér wartosci jako R\ {0},

podaé¢ konkretny przyklad oraz uzasadni¢, ze przyporzadkowanie nie jest réznowartosciowe (rézne funkcje

moga mieé¢ ten sam wspolczynnik a).
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Typowe bledy:

e mylne przekonanie, ze przyporzadkowanie nie jest funkcja z powodu wieloznacznosci argumentow,
e bledne okreslenie dziedziny jako zbioru wspoélczynnikow zamiast funkeji,

e pomijanie warunku a # 0 przy okreslaniu zbioru wartosci,

e bledne twierdzenie o réznowarto$ciowosci bez podania kontrprzyktadu,

e nierozumienie, ze argumentami tej funkcji sg funkcje, nie liczby,

e mylenie dziedziny ze zbiorem wartosci.

Zadanie 3. Ktéra z podanych funkcji jest rowna funkeji f okre$lonej na swojej dziedzinie naturalnej D,

jesli:
1
: D R = .
Jesli uwazasz, ze jest ich wiecej, wskaz wszystkie.
a) 91(1‘) = 1 : ) T € (L‘FOO): d) g4(m) = (1 - {L')_l, T e (—OO,].) U (17+OO);
-z
1 _
b) g2(v) = 7—, v €Dy, e) gs(a) = (1 +q)(1 —¢°)"", ¢ € Dy,
I—p 1+
C) 93(p):1_—p2a pEDgaa f) g6(w):ﬁ, WEDQG.

Co sprawdzamy: rozumienie réwnosci funkeji jako réwnosci dziedzin i przyporzadkowan; umiejetnosc

przeksztalcania wyrazen algebraicznych i rozrézniania argumentow funkcji od parametrow .

Oczekiwane podejscie: student powinien sprawdzi¢ dla kazdej funkcji zar6wno dziedzine, jak i wzor,
rozpoznajac ze funkcje réwne to go, gs. Powinien zauwazy¢, ze w g1, g3, gs, geé S3 rozne wzory, inna dziedzina

lub parametr zamiast zmiennej).

Typowe bledy:
e sprawdzanie tylko wzoréow bez uwzglednienia dziedzin,
e nieuwzglednienie, ze funkcje o identycznych wzorach moga by¢ rozne ze wzgledu na rozne dziedziny,

e nierozpoznanie w gg , Ze pojawia sie¢ parametr x oprocz zmiennej w,

bledne uproszczenie g3 i g5 bez sprawdzenia rownowaznosci,

e mylenie rownosci funkeji z podobieristwem wzorow.

Zadanie 4. Wskaz poprawne dokoriczenie zdania.

Odwzorowanie f : N — R przyporzadkowujace liczbie naturalnej n pierwiastek drugiego stopnia z liczby
2

nc—1

a) nie jest funkcja,
b) jest funkcja ale nie réznowartosciowa,

c) jest funkcja roznowartosciowa.



Co sprawdzamy: rozumienie definicji funkcji; znajomos¢ pojecia funkcji réznowartosciowej oraz umie-

jetnos¢ analizy wlasno$ci odwzorowania w kontekscie dziedziny liczb naturalnych.

Oczekiwane podejscie: student powinien sprawdzié, czy odwzorowanie jest dobrze okreslone dla wszyst-
kich n € N i oceni¢ réznowartosciowos¢.

Typowe bledy:

e stwierdzenie, ze skoro dla n = 1 mamy +/0 = 0, to funkcja nie istnieje,

e przyjecie, ze skoro jest kwadrat, to funkcja nie moze by¢ réoznowartosciowa,

e nieprawidlowa analiza roznowartosciowosci funkeji,

e nierozroznienie miedzy N z zerem i bez zera.

Zadanie 5. Dana jest funkcja f(z) = tg () dla z € (—%,0). Funkcja do niej odwrotna to: (uwazaj na
dziedzine podanej funkcji)

a) y=arctg(z) dla z € (—1,1), d) y =arctg(z) dla z € (-1,1),

b) y = arctg (z) dla z € R, e) y = arctg(z) dla z € (—00,0),
1 s

¢) nie istnieje, f) y= ta(z) dla z € (-3,0).

Co sprawdzamy: rozumienie pojecia funkcji odwrotnej; umiejetno$¢ wyznaczania jej dziedziny i prze-
ciwdziedziny na podstawie wlasnosci funkcji wyjsciowej; znajomosé funkcji tg i arc tg na ograniczonych prze-
dziatach.

Oczekiwane podejécie: student powinien rozpoznaé, ze funkcja f(x) = tg (z) na przedziale (—%,0) jest

roznowarto$ciowa, wiec ma funkcje odwrotng. Powinna to by¢ funkcja y = arctgx dla x € (—o0,0), poniewaz

zbiorem wartosci tg na tym przedziale jest (—oo,0).

Typowe bledy:

e mylenie dziedziny funkcji odwrotnej ze zbiorem wartosci funkcji wyjéciowej,

e uzywanie standardowej dziedziny arctg bez uwzglednienia ograniczonej dziedziny funkcji wyjsciowej,
e mylenie funkcji odwrotnej z odwrotnoscia funkcji (opcja f),

e nierozpoznanie, ze tg na przedziale (—%,0) przyjmuje wszystkie warto$ci ujemne,

bledne okreslenie zbioru wartosci funkcji tg na danym przedziale.

Ciagi i ich granice

Zadanie 6. O ciagu (a,) wiemy tylko, ze ma granice 5. Co to oznacza w jezyku potocznym? Ktore
stwierdzenie jest poprawne dla kazdego takiego ciagu:

a) wszystkie wyrazy ciagu sa rowne 5,
b) wyrazy ciaggu od pewnego momentu sa coraz blizsze 5,

c) nieskoriczenie wiele wyrazow jest rownych 5,
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d) dla dostatecznie duzego n wyraz a, ciagu jest dowolnie bliski 5 ,
e) |an, — 5| jest dowolnie mate dla kazdego n € N,

f) ciag stale rosnie, ale nie przekracza wartosci 5.

Co sprawdzamy: intuicyjne rozumienie definicji granicy ciagu i umiejetnosé¢ odréznienia poprawnego
sformutowania potocznego od nieprecyzyjnych lub blednych stwierdzen.
Oczekiwane podejscie: student powinien wybra¢ odpowiedz b) oraz d) jako poprawne, rozumiejac ze

granica oznacza mozliwo$¢ uczynienia wyrazéw dowolnie bliskimi granicy dla dostatecznie duzych numerdéw,

niezaleznie od zachowania wcze$niejszych wyrazow.

Typowe bledy:

e mylenie granicy ze staloscia ciagu (opcja a).

e przekonanie, ze ciag musi by¢ monotoniczny wzgledem granicy (opcja f),
e mylenie granicy z nieskoriczong liczba wyrazoéw réwnych granicy (opcja c),

e nierozumienie réznicy miedzy ,dla kazdego n”, a ,dla dostatecznie duzego n” — bledne przekonanie, ze

wszystkie wyrazy musza by¢ blisko granicy (opcja e),

e nieprecyzyjne rozumienie pojecia ,dowolnie bliski” i ,dostatecznie duzy”.

Zadanie 7. Jedli wiemy, ze lim a, =3, lim b, =0, lim ¢, = 400, to ile wynosi:
n—o00 n— 00 n—r00

1. nli_)rréo(an—?;):... 7. nli)néofé_::

2. nli_)rr;o(an—bn)z... S lim b —
o lim e =
3. lim (an —cp) = ...
n—oo 3

9. lim %=3 — .
4. lim (a, -b,) = ... R0
n—oo
5. lim<bn~cn):___ 10. nILI&ﬁ:"'
n— oo
6. lim 3= =... 11. lim & = ...
n—oo “n n—oo “°n

Co sprawdzamy: znajomos¢ twierdzeri o granicach ciagoéw (suma, roznica, iloczyn, iloraz) oraz roz-
poznawanie symboli nieoznaczonych; umiejetno$¢ stosowania regul dzialan na granicach i identyfikowania
przypadkéw, gdy twierdzenia nie maja zastosowania.

Oczekiwane podejscie: student powinien poprawnie obliczy¢ granice stosujac twierdzenia o dziataniach

na granicach tam, gdzie to mozliwe (punkty 1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11) oraz rozpozna¢ symbole nieoznaczone

wymagajace dodatkowej analizy (punkty 5, 6, 9).

Typowe bledy:
e mechaniczne stosowanie wzoréw bez sprawdzenia warunkéw ich stosowalnosci,

e nierozpoznanie symboli nieoznaczonych typu [co — o], [0 - o0], [%],

Lnf[é

nll}r_r‘rloo = 0] = +o00 bez analizy znaku b,,

bledne twierdzenie, ze

e pomijanie faktu, ze niektore granice wymagaja dodatkowych informacji o ciggach.




Zadanie 8. Ciag (a,) o wyrazie ogblnym a,, = n? jest:
a) zbiezny, bo jest rosnacy,
b) rozbiezny, bo nie jest ograniczony,
c) (!) zbiezny do nieskoniczonosci,
d) rozbiezny, bo nie jest monotoniczny,

e) jezeli uwazasz, ze jest zbiezny lub rozbiezny, ale z innego powodu niz podane powyzej, to podaj
swoje uzasadnienie.

Co sprawdzamy: rozumienie poje¢ zbieznosci i rozbieznosci ciagdéw oraz znajomosé kryteriow zbieznosci;

umiejetno$¢ odréznienia zbieznosci do granicy skoiiczonej od rozbiezno$ci do nieskonczonosci.

Oczekiwane podejscie: student powinien wybrac¢ odpowiedz b) rozpoznajac, ze ciag o wyrazie ogolnym

an n? jest nieograniczony i dazy do +oo, co oznacza rozbieznosé; powinien rozumieé, ze ,zbieznosé do

nieskoriczonosci” to nieprecyzyjne okreslenie rozbieznosci.

Typowe bledy:

e mylne przekonanie, ze kazdy ciag rosnacy jest zbiezny (opcja a),

e uzywanie nieprecyzyjnego sformulowania ,zbiezny do nieskoriczono$ci, zamiast ,rozbiezny do +oo”
(opcja c),

e bledne twierdzenie, ze podany ciag nie jest monotoniczny (opcja d),

e nierozumienie ro6znicy miedzy zbieznoscia a rozbieznoscia,

e mylenie warunkéw koniecznych z wystarczajacymi w kryteriach zbieznosci.

Zadanie 9. Ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony z gory przez 10. SciagBot twierdzi, ze jest zbiezny
i lim a, = 10.
n—o0

1. Cuzy ciag (a,) faktycznie jest zbiezny? Uzasadnij.
2. Czy jesli jest zbiezny to rzeczywiscie do 107 Uzasadnij.

Co sprawdzamy: znajomo$¢ twierdzenia o zbieznosci ciaggu monotonicznego i ograniczonego oraz ro-
zumienie réznicy miedzy ograniczeniem gérnym a granica ciagu; umiejetnos¢ krytycznej analizy blednych

stwierdzen.

Oczekiwane podejscie: student powinien potwierdzi¢ zbieznosé ciagu na podstawie twierdzenia o zbiez-
noéci ciggu monotonicznego i ograniczonego (punkt a — tak), ale zauwazy¢ btad SciaggBota w punkcie b —
granica nie musi réwnac sie 10, lecz moze by¢ mniejsza od 10.

Typowe bledy:

e nieznajomo$¢ twierdzenia o zbieznosci ciagu rosnacego i ograniczonego z gory,

e mylenie ograniczenia gornego z granica ciagu,

e przekonanie, ze jesli ciag jest ograniczony przez liczbe M, to koniecznie dazy do M,

e poleganie na informacjach z sieci bez ich krytycznej weryfikacji ($ciggac tez trzeba umieé :) ),

e brak umiejetnosci skonstruowania kontrprzyktadu.
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Granice funkcji

Zadanie 10. Funkcja f okreslona w sasiedztwie punktu zg, ma granice w punkcie xqg wtedy i tylko
wtedy, gdy:

a) istnieja granice jednostronne funkcji w punkcie xg i sa rozne,

b) istnieja granice jednostronne funkcji w punkcie zq i sa rowne,

c¢) funkcja jest okreslona w punkcie xq,

d) funkcja jest ciagta w punkcie xq,

e) istnieja granice jednostronne funkcji w punkcie zg i sa réowne wartosci funkcji w .

Co sprawdzamy: znajomo$¢ warunkow koniecznych i wystarczajacych istnienia granicy funkcji w punk-
cie; rozumienie zwigzku miedzy granicami jednostronnymi a istnieniem granicy oraz réznicy miedzy istnieniem

granicy a ciagloscia.

Oczekiwane podejscie: student powinien wybra¢ odpowiedz b) rozpoznajac, ze istnienie i réwnosc
granic jednostronnych jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia granicy tej funkcji w punkcie,

niezaleznie od tego czy funkcja jest okreslona w tym punkcie.

Typowe bledy:

e mylenie warunku istnienia granicy z warunkiem jej nieistnienia (opcja a),

e przekonanie, ze funkcja musi by¢ okreslona w punkcie, aby miata granice (opcja c),
e mylenie istnienia granicy z ciagloscia funkcji (opcje d i e),

e nierozumienie, ze granica moze istnie¢ nawet gdy funkcja nie jest okreslona w punkcie,

e nierozumienie réznicy miedzy warunkami koniecznymi a wystarczajacymi.

Zadanie 11. (!) Jesli wiadomo, ze funkcja f ma granice w punkcie z( to pewne jest, ze:
a) istnieja obie granice jednostronne tej funkcji w punkcie zg,
b) istnieje przynajmniej jedna granica jednostronna tej funkcji w punkcie g,
c¢) o ile istnieja obie granice jednostronne w punkcie g, to sa rowne,
d) funkcja jest okreslona w punkcie xg,
e) funkcja jest ciagta w punkcie .

Co sprawdzamy: rozumienie wszystkich implikacji wynikajacych z istnienia granicy funkcji; umiejetnoscé
analizy przypadkow, gdy punkt lezy wewnatrz dziedziny (moga istnie¢ obie granice jednostronne) oraz gdy

punkt lezy na brzegu dziedziny (moze istnie¢ tylko jedna granica jednostronna).



Oczekiwane podejscie: student powinien wybra¢ odpowiedzi b) i ¢) rozpoznajac, ze z istnienia granicy

wynika istnienie przynajmniej jednej granicy jednostronnej oraz réwnos$é¢ granic jednostronnych (gdy obie

istnieja). Powinien odrzucié¢ opcje sugerujace automatyczne okreslenie funkcji w punkcie czy cigglosé.

Typowe bledy:

e przekonanie, ze istnienie granicy automatycznie oznacza istnienie obu granic jednostronnych (opcja a)
— nieuwzglednienie sytuacji, gdy punkt zo lezy na brzegu dziedziny funkcji i tylko jedna granica jedno-

stronna ma sens,
e mylenie istnienia granicy z okresleniem funkcji w punkcie (opcja d),
e mylenie istnienia granicy z ciagloscia funkcji (opcja e),

e nieprecyzyjne rozumienie warunkéw koniecznych wynikajacych z istnienia granicy.

Zadanie 12. Z ponizszego wykresu funkcji w odczytaj potrzebne informacje i dokoricz podane stwier-

dzenia:

—
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._\
e

Iy

"
oW
/

[Riy

w

Iy

Funkcja w ma minimum /minima lokalne w: z = .. ..

Funkcja w ma niecigglo$é typu luka w: ... .

punkt, w ktérym funkcja w jest ciggla, ale nie ma pochodnej, to: .. ..
w punkcie zog = —4 pochodna funkcji w wynosi . ...

w punkcie x1 = —2 pochodna funkcji w ....

w punkcie o = 2 pochodna funkcji w . ...

Funkcja w ma maksimum /maksima lokalne lokalne w: ...... .
Funkcja w ma asymptote pionowa jednostronna w: ... .

Funkcja w ma asymptote poziomg o réwnaniu: ....

w'(z)=0dlaz=....
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Co sprawdzamy: umiejetnosé¢ odczytywania wlasnogci funkeji z wykresu: ekstreméw lokalnych, nieciagto-
$ci, punktéw nierézniczkowalnosci, asymptot oraz wartosci pochodnej; rozumienie zwiazku miedzy ,wygladem

wykresu” a wartosciag pochodnej.

Oczekiwane podej$cie: student powinien poprawnie odczytaé¢ z wykresu: minima lokalne, maksima
lokalne, punkty nieciaglosci, punkty, w ktorych funkcja jest ciagla ale nie jest rézniczkowalna, asymptoty oraz

miejsca zerowe pochodnej, powinien rozumieé interpretacje pochodnej funkcji w punkcie.

Typowe bledy:
e mylenie minimum/maksimum lokalnego z globalnym,
e nierozroznianie réznych typow nieciaglosci,

e bledne identyfikowanie punktow, w ktorych funkcja nie jest rézniczkowalna (np. mylenie z punktami
nieciaglymi),

e nieprawidlowe odczytywanie wartosci pochodnej,
e mylenie asymptoty pionowej lewostronnej z prawostronna,

e nierozpoznanie miejsc zerowych pochodnej (punkty o poziomej stycznej),

e bledne okreélenie réwnania asymptoty poziomej.

22, dlaxz <1

2z, dlaz>1
i wskaz wszystkie poprawne stwierdzenia:

Zadanie 13. Dla funkcji g(z) = okresl dziedzing Dy, =......

a) lim g(z) =1, e) lim g(x) =2,
z—1 z—1+

b) lim g(z) =1, f) lim g(z) =2,
z—1+ rz—1-

c) lim g(z)=1, g) lim g(x) nie istnieje,
z—1— z—1

d) lim g(z) =2, h) lim g(z) = ¢(1).

Co sprawdzamy: umiejetnosé obliczania granic jednostronnych funkcji nieelementarnej oraz sprawdzania

istnienia granicy obustronnej; rozumienie r6znicy miedzy granicg a wartoscia funkcji w punkcie.

Oczekiwane podej$cie: student powinien okreslic D, = R, obliczy¢ lim g(z) = 11 1im+ g(z) = 2;
x—1" r—1

stwierdzi¢, ze granica obustronna nie istnieje oraz ze g(1) = 2. Poprawne odpowiedzi to c), e), g).

Typowe bledy:

e bledne obliczenie granic jednostronnych — mylenie wzoréw dla réznych przedzialow,
e twierdzenie, ze granica obustronna istnieje mimo réznych granic jednostronnych,

e mylenie wartosci funkcji g(1) = 2 z granica lewostronna,

e nieprecyzyjne okreslenie dziedziny funkcji,

e mechaniczne stosowanie wzoréw bez uwzglednienia przedzialéw okreslonosci,

e mylenie granicy z wartoscia funkcji w punkcie (opcja h).




Ciaglosé i asymptoty

Zadanie 14. Funkcja g : R\ {0,2} — R, ciagta w swojej dziedzinie, moze mie¢ (niepotrzebne skresli¢):

a) co najwyzej/dokladnie jedng asymptote pio- e) conajwyzej/dokladnie dwie asymptoty pozio-
nowa, me,

f) dowolng liczbe asymptot poziomych
b) co najwyzej/doktadnie dwie asymptoty pio- ) 2 ¢ asympob p el

nowe, g) co najwyzej/doktadnie jedna asymptote uko-
$na,
¢) dowolna liczbe asymptot pionowych,
) 2 ¢ asymptot p Y h) co najwyzej/dokladnie dwie asymptoty uko-
$ne,
d) co najwyzej/dokladnie jedna asymptote po-

zioma, i) dowolna liczbe asymptot ukosnych.

Co sprawdzamy: rozumienie zwigzku miedzy dziedzina funkcji ciaglej a liczbg mozliwych asymptot pio-
nowych; znajomo$¢ ograniczen dotyczacych liczby asymptot poziomych i ukosnych dla funkcji jednej zmiennej;

rozumienie, ze asymptota pozioma to szczegdlny przypadek asymptoty ukosnej.

Oczekiwane podejscie: student powinien rozpoznaé, ze funkcja ciaggla moze mie¢ asymptoty pionowe
tylko w punktach wylaczonych z dziedziny (opcja b), co najwyzej dwie asymptoty poziome — po jednej dla
x — +o0 1z — —oo (opcja e) oraz co najwyzej dwie asymptoty ukosne (opcja h). Opcje dla asymptot

poziomych i uko$nych powinien traktowaé jako réwnowazne.

Typowe bledy:

e mylne przekonanie, ze liczba asymptot pionowych jest nieograniczona mimo skonczonej liczby punktow

wylaczonych z dziedziny,

e mylenie asymptot pionowych z punktami nieciaglosci (nie kazdy punkt wylaczony z dziedziny daje
asymptote pionowa),

e nierozumienie, ze asymptoty uko$ne moga by¢ co najwyzej dwie w kierunkach —oo lub +o0,
e nierozumienie, ze asymptota pozioma to szczeg6lny przypadek asymptoty ukosnej,

e bledne twierdzenie, ze funkcja moze mie¢ jednoczesnie asymptote pozioma i ukosng w tym samym
kierunku nieskoriczonogci.

Zadanie 15. (!) Wykorzystujac wyrazenia: co najmniej (jedna, dwie, ...), doktadnie, co najwyzej, dowolng
liczbe, okresl dla funkcji f : R\ {0} — R mozliwa liczbe asymptot:

a) pionowych — ... ... i , d) ukosnych plus pionowych — ................

b) poziomych — ........ ... ..o , e) ukosnych plus poziomych — ................

c) ukodnych — ... ... , f) w kierunku +o00 — ...
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Co sprawdzamy: rozumienie zwigzku miedzy dziedzing funkcji a liczbg mozliwych asymptot pionowych;
znajomosé ograniczen dotyczacych liczby asymptot poziomych i ukosnych; rozumienie relacji miedzy réznymi
typami asymptot; wplyw braku zalozenia o ciagtosci funkcji na istnienie asymptot; rozumienie, ze asymptota

pozioma to szczegdlny przypadek asymptoty ukosnej.

Oczekiwane podejscie: student powinien rozpoznaé¢, ze funkcja moze mie¢ dowolna liczbe asymptot
pionowych (w punktach wytaczonych z dziedziny oraz w punktach nieciagtosci drugiego rodzaju); co najwyzej
dwie asymptoty poziome i co najwyzej dwie asymptoty ukosne; zrozumie¢ réznice miedzy punktami wytaczo-
nymi z dziedziny a punktami nieciggltodci; zrozumie¢, ze asymptoty poziome to jednoczesnie asymptoty ukosne;

wlasciwie okresli¢ liczbe asymptot w kierunku +oc.

Typowe bledy:
e ograniczanie asymptot pionowych tylko do punktéw wylaczonych z dziedziny,

e nieuwzglednienie mozliwosci asymptot pionowych w punktach nieciagtosci drugiego rodzaju nalezacych
do dziedziny,

e nierozumienie ro6znicy miedzy funkcja ciagla a dowolng funkcja w kontekscie asymptot,
e bledne zalozenie, ze brak cigglosci wplywa na liczbe asymptot poziomych lub uko$nych,
e nierozumienie, ze asymptoty poziome to szczeg6lny przypadek ukosnych,

e bledne zsumowanie asymptot poziomych i ukosnych jako niezaleznych,

e nieuwzglednienie ograniczeni kierunkowych asymptot.

Zadanie 16. (!) 3Z-Chat zapytany o liczbe asymptot funkcji [ o dziedzinie D; = (0,+00) i zbiorze
wartosci W, = (0, 5) (l 2 (0, +00) 2% (0, 5)) odpowiedzial, ze ta funkcja moze mieé

a) jedna asymptote pionowa: x = 0,

b) jedna asymptote pozioma,

c¢) jedng asymptote uko$na r6zna od poziomej.

Ktore z jego stwierdzen sa poprawne (mozliwe, ze wszystkie)? Uzasadnij odpowiedz do kazdego stwier-
dzenia.

Co sprawdzamy: analiza mozliwych asymptot funkeji o nieograniczonej dziedzinie i ograniczonym zbiorze
wartosci; rozumienie zwiazku miedzy ograniczonoscig zbioru wartosci a mozliwoscia istnienia réznych typow

asymptot; krytyczna ocena informacji z Al

Oczekiwane podejscie: student powinien rozpoznaé, ze tylko stwierdzenie b) jest poprawne - funkcja
moze mieé¢ jedng asymptote pozioma, w +oo. Stwierdzenia a) i ¢) sa bledne: ograniczony zbior wartosci (0, 5)
wyklucza asymptoty pionowe i asymptoty ukosne o wspotczynniku kierunkowym réznym od zera, lewostronnie

ograniczona dziedzina wyklucza asymptote ukosng w —oo.

Typowe bledy:

e nierozumienie, ze ograniczony zbiér wartosci wyklucza asymptoty pionowe,

e mylne przekonanie, ze punkt brzegowy dziedziny automatycznie daje asymptote pionowa,



e brak $wiadomogci, ze asymptota uko$na o wspolczynniku kierunkowym réznym od zera wymaga nie-
ograniczono$ci zbioru wartosci funkceji,

e nieuwzglednienie, ze dziedzina (0, +o00) wyklucza asymptoty w kierunku —oo,

e bezrefleksyjne przyjmowanie odpowiedzi z aplikacji internetowych bez weryfikacji.

Zadanie 17. (!) Czy istnieje funkcja, ktora ma tylko jedna asymptote pionowa i tylko jedna asymptote
uko$ng y = ax + b o wspodlezynniku a # 0, a jej zbidr wartodci jest ograniczony. Jesli tak, to podaj
przyktad takiej funkcji, podajac wzér lub rysujac wykres. Jedli nie, to uzasadnij, dlaczego.

Co sprawdzamy: umiejetno$¢ analizy zgodnosci warunkéw dotyczacych asymptot i ograniczonosci funk-
¢cji; rozumienie, ze istnienie asymptoty ukosna, ktora nie jest pozioma (a # 0 ), wyklucza ograniczono$¢ zbioru

wartosci funkcji.

Oczekiwane podejscie: student powinien stwierdzi¢, ze taka funkcja nie istnieje i uzasadnié¢, ze asymp-
tota ukosna y = ax + b (gdzie a # 0) oznacza, oznacza, ze funkcja jest nieogramiczona (dla z — +oo lub

T — —00), co wyklucza ograniczono$¢ zbioru wartosci.

Typowe bledy:

e mylenie asymptoty uko$nej z pozioma,

e nierozumienie, ze asymptota uko$na z a # 0 implikuje nieograniczonosé¢ funkcji,
e pomijanie dokladnej analizy definicji asymptoty ukosnej,

e nierozpoznanie, ze w przypadku ograniczonego zbioru wartosci mogg istnie¢ jedynie asymptoty poziome.

Zadanie 18. Funkcja h: R\ {2} — R ma asymptote pionowg z = 2.
1. Czy moze by¢ ciagla w swojej dziedzinie?

2. Czy moze mie¢ dokladnie jeden punkt nieciggtosci? Jesli tak, to wskaz przyklad (przyktady) podajac
wzoér lub rysujac wykres.

3. Czy moze mie¢ dwa punkty nieciagtosci. Jesli tak, to wskaz przyktad (przyktady).
4. Czy moze by¢ ograniczona?
5. Czy moze by¢ rdéznowartosciowa?

Uzasadnij kazda odpowiedz.

Co sprawdzamy: rozumienie pojecia asymptoty pionowej i jej zwiazku z ciggloscia funkcji w dziedzinie,
umiejetno$¢ analizowania wlasnosci funkeji z asymptoty pionowg oraz konstruowania odpowiednich przykta-

dow.

Oczekiwane podejscie: student powinien zrozumieé, ze asymptota pionowa nie wyklucza cigglosci
w dziedzinie (punkt 1 - tak); mie¢ §wiadomos¢, ze funkcja ma punkt nieciaglosci w x = 2 i moze on by¢
jedyny (punkt 2 — tak, ale, moze wspolistnie¢ z innymi nieciaglo$ciami (punkt 3 — tak, z przyktadami); asymp-

tota pionowa wyklucza ograniczonos¢ (punkt 4 — nie), ale nie wyklucza rownowartosciowosci (punkt 5 — tak).

Kazda odpowiedz powinna by¢ uzasadniona.
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Typowe bledy:

e mylenie ciaglosci w dziedzinie z ciagloscia w calym R,

e twierdzenie, ze asymptota pionowa automatycznie oznacza nieciaglo$¢ w dziedzinie,

e nieumiejetnosé skonstruowania przyktadu funkeji z asymptota pionowy i dodatkowa nieciagloscia,
e bledne rozumowanie o ograniczono$ci — uznanie, ze asymptota pionowa oznacza nieograniczonos¢,

e mylenie réwnowarto$ciowosci z ciggloscig lub monotonicznoécia.

Zadanie 19. Funkcja h : R — R ma asymptote pionowa lewostronng = = 2.
1. Czy moze by¢ ciagta w swojej dziedzinie?

2. Czy moze mie¢ punkt nieciaglosci? Jesli tak, to wskaz przyktad (przyklady) podajac wzor lub
rysujac wykres.

3. Czy moze by¢ ograniczona?
4. Czy moze by¢ roéznowartosciowa?
Uzasadnij kazda odpowiedz.

Co sprawdzamy: rozumienie pojecia asymptoty pionowej lewostronnej i jej wptywu na wilasnoéci funk-
¢ji; umiejetnosé analizowania ciaglosci funkcji z asymptota jednostronng oraz konstruowania odpowiednich

przykladow.

Oczekiwane podejscie: student powinien zauwazy¢, ze asymptota pionowa lewostronna w = = 2 oznacza
nieciaglo$¢ w tym punkcie, wiec funkcja nie moze byé ciagla w calej dziedzinie (punkt 1 - nie); moze miec
dodatkowe niecigglodci (punkt 2 - tak, z przykladami); nie moze byé¢ ograniczona (punkt 3 - nie), ale moze by¢

roznowartosciowa (punkt 4 - tak).

Typowe bledy:

e nierozumienie, ze asymptota pionowa lewostronna w tym przypadku automatycznie oznacza nieciagtosé
w punkcie z = 2,

e mylenie asymptoty lewostronnej z prawostronna w kontekscie ciaglosci,
e bledne konstruowanie przykladéw funkcji z dodatkowymi nieciagglodciami,
e nierozpoznanie, ze asymptota pionowa (nawet jednostronna) wyklucza ograniczonosé,

e bledne wnioskowanie o réznowartosciowosci na podstawie istnienia asymptoty.

Zadanie 20. Widzac, ze funkcja k : (—2,2) — (0, +00) jest suriekcjg na (0, +00), podaj odpowiedzi na
ponizsze pytania wraz z uzasadnieniami, najlepiej podajac przyklady (moga by¢ w postaci graficznej)
konkretnych funkcji.

1. Czy ta funkcja moze nie mie¢ zadnej asymptoty?
2. Czy moze mie¢ dokladnie jedng asymptote pionowa?

3. Czy moze mie¢ asymptote pozioma y = 07



4. Czy moze by¢ ciagta i osiaga¢ maksimum globalne (przyjmowa¢ warto$¢ najwieksza)?

5. Czy jesli jest ciagla to ,zgodnie 7z twierdzeniem Weierstrassa, musi osiagna¢ minimum globalne
(przyja¢ warto$¢ najmniejsza)?

Co sprawdzamy: rozumienie pojecia suriekcji; umiejetnosé analizy mozliwych asymptot funkcji na prze-
dziale otwartym z lewostronnie ograniczonym zbiorem wartosci; rozumienie zwigzku miedzy dziedzing zbiorem
wartosci a istnieniem ekstreméw globalnych w'przypadku funkcji ciagtych; znajomosé twierdzenia Weierstrassa

i umiejetnosé oceny czy sa spelnione jego zalozenia.

Oczekiwane podej$cie: student powinien rozpoznaé, ze funkcja moze nie mie¢ asymptot (punkt 1 —
tak), moze mie¢ jedna asymptote pionowa (punkt 2 — tak), nie moze mie¢ asymptoty y = 0 ze wzgledu na
dziedzine, nie moze osiaga¢ maksimum globalnego ze wzgledu na zbiér wartosci (punkt 4 — nie); zauwazy¢, ze
nie jest spelnione zalozenie twierdzenia Weierstrassa bo funkcja jest ciagla na przedziale otwartym (punkt 5 —

nie).

Typowe bledy:

e nieuwzglednienie ograniczeni wynikajacych z przeciwdziedziny (0,4o00) przy analizie asymptot pozio-
mych,

e mylne przekonanie, ze funkcja na przedziale otwartym musi mie¢ asymptoty pionowe,
e brak znajomosci zalozen twierdzenia Weierstrassa (lub calego twierdzenia),
e mylenie maksimum globalnego z lokalnym,

e nierozumienie znaczenia suriekeji,

e nieuwzglednienie dziedziny i zbioru wartosci w rozumowaniu na temat ekstremow globalnych.

Pochodne funkcji

Zadanie 21. Okredl, ktore z podanych zdan sa prawdziwe, a ktore fatszywe.
a) Jezeli funkcja nie ma pochodnej w zp, to nie ma w tym punkcie ekstremum.
b) Jezeli f'(z¢) = 0, to funkcja jest w tym punkcie ciagta.
c) Jezeli f'(zg) =01 f”(z¢) = 3, to funkcja f ma w punkcie xg minimum lokalne.
d) Jezeli funkcja jest ciagla w xg, to jest w tym punkcie rézniczkowalna.
e) Jesli f/(xzg) > 0, to funkcja jest rosnaca w pewnym otoczeniu punktu zg .
f) Jesli funkcja jest rosnaca w pewnym otoczeniu punktu xg, to f’(z¢) > 0.
g) Jesli f'(xo) =01 f"’(z9) = 0, to nie mozna okresli¢ charakteru punktu xo.
h) Funkcja f(x) = 2® ma w 7o = 0 punkt przegiecia.

3

i) Styczna do wykresu funkeji f(z) = z° w xy = 0 jest rownolegla do osi Oz.
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j) Funkcja f(z) = |z| jest w x9 = 0 rézniczkowalna.
k) Funkcja f(z) = |z| nie ma w x9 = 0 pochodnej.
1) Styczna do wykresu funkeji f(z) = |z| w o = 0 jest réwnolegta do osi Ozx.

Co sprawdzamy: znajomo$¢ zwigzkéw miedzy ciagloscia, rozniczkowalnodcia, ekstremami lokalnymi
i monotoniczoscia funkcji; umiejetnosé stosowania testéw na ekstrema i rozpoznawania typowych bledéw w ro-

zumowaniu o pochodnych; rozumienie pojecia stycznej do wykresu funkcji.

Oczekiwane podejscie: student powinien poprawnie oceni¢ prawdziwo$¢ kazdego zdania, rozumiejac
ze: rézniczkowalno$é¢ implikuje cigglo$¢, ale nie na odwrét, ekstrema moga istnie¢ bez pochodnej, test dru-
giej pochodnej ma ograniczenia; powinien powiaza¢ brak pochodnej w punkcie z brakiem stycznej oraz mie¢
$wiadomo$¢, ze styczna moze przecinaé wykres funkcji.

Typowe bledy:

e mylenie warunkéw koniecznych z wystarczajacymi dla ekstremow,

e nierozumienie, ze réozniczkowalnosé jest warunkiem silniejszym niz ciaglosé,

e bledne stosowanie testu drugiej pochodnej bez sprawdzenia warunkow,

e mylenie monotonicznosci lokalnej z globalna i jej zwiazku z pochodna,

e nieznajomos¢ klasycznych przyktadéow funkcji nierézniczkowalnych (y = |z|) i punktow przegiecia

(y =2°)

e bledne przekonanie, ze styczna do wykresu funkcji nie moze przecina¢ tego wykresu.

Zadanie 22. Wiadomo, ze funkcja y = g(z) ma pochodna ¢'(z) = 2% —4. Odpowiedz na ponizsze pytania:

1. Cuzy g jest rosnaca w (—o00,2) U (2, +00)?
2. W jakim przedziale/przedziatach ¢ jest malejaca?

3. Czy mozna wskaza¢ ekstrema funkcji g7 Jesli tak, to podaj w jakim punkcie i jakie to ekstrema?

(Bez obliczania samej funkcji g)

Co sprawdzamy: umiejetnosé analizy monotonnosci i ekstremow funkeji na podstawie znaku pochodnej;
rozumienie zwigzku miedzy miejscami zerowymi pochodnej a ekstremami lokalnymi oraz miedzy znakiem

pochodnej a monotonicznoscia.

Oczekiwane podejicie: student powinien wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji ¢’, przeanalizowaé¢ znak
pochodnej na przedzialach i stwierdzi¢: 1) nie — funkcja nie jest rosnaca na podanym zbiorze; 2) g jest malejaca
na (—2,2); 3) minimum lokalne w 2 = 2, maksimum lokalne w z = —2.

Typowe bledy:

e bledne wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej,

e nieprawidlowa analiza znaku wielomianu x> — 4 na r6znych przedziatach,

e nierozumienie, ze funkcja moze by¢ rosnaca na dwdch roztacznych przedziatach, ale nie na ich sumie,

e pomijanie analizy punktéw, gdzie pochodna zmienia znak.

bledne okreslenie typu ekstremum na podstawie znaku pochodnej.



Zadanie 23. Naszkicuj wykres funkcji f : [=3,400) % (—1, +00) spelniajacej rownoczesnie wszystkie
nastepujace wymagania:

1. f ma punkt nieciaggtosci pierwszego rodzaju typu luka w = = 0,
2. f ma punkt niecigglosci drugiego rodzaju typu skok nieskoniczony,

3. f jest ciagta w x = —1, ale f/(—1) nie istnieje,

>~

. f ma jedno minimum lokalne,
5. f ma dwa maksima lokalne,
6. f ma asymptote pionowa jednostronna.

Co sprawdzamy: umiejetnosé¢ szkicowania wykresu funkeji na podstawie zadanych warunkéw dotycza-
cych ciggtosci, rézniczkowalnodci, ekstreméw lokalnych i asymptot; rozumienie réznych typoéw nieciaglosci i ich

graficznej reprezentacji.

Oczekiwane podejscie: student powinien naszkicowaé¢ wykres uwzgledniajacy wszystkie podane warun-
ki: luke, skok nieskoiiczony, punkt, w ktérym funkcja jest ciagta ale nierézniczkowalna, odpowiednia liczbe
ekstreméw lokalnych oraz asymptote pionowa jednostronng; powinien pamieta¢ o ograniczeniach dziedziny
i zbioru wartosci.

Typowe bledy:

e mylenie nieciagtosci pierwszego i drugiego rodzaju,

e rysowanie asymptoty pionowej obustronnej zamiast jednostronnej,

e nieuwzglednienie ograniczen dziedziny [—3,400) i zbioru wartosci (—1, +00),

bledne umieszczenie ekstreméw lokalnych lub ich niewtasciwa liczba,

e brak wiedzy, jak wyglada wykres funkcji w punkcie, w ktorym jest ciggla, ale nie rézniczkowalna.

Zadanie 24. Wskaz, w ktorych przypadkach mozna bezposrednio zastosowaé regute de I’'Hospitala.
Uzasadnij odpowiedz.

. sinx i S0
a) lim —= . we[~55]\ {0}, 3 D e
241 n?2—3n+7
. lim ———————
b) lim © © ey el
c¢) lim £ b : e

im ——,
z—4oo 3 4+ 1

Co sprawdzamy: znajomo$¢ warunkoéw stosowania reguty de I’'Hospitala i umiejetno$¢ rozpoznawania
symboli nieoznaczonych; rozumienie réznicy miedzy granicami funkcji i ciggow.
0

Oczekiwane podejscie: student powinien rozpoznaé symbole nieoznaczone [6} i [%], powinien zauwa-

7y¢, ze: regule mozna zastosowaé bezposrednio w przypadkach: a) i ¢); przypadki b) i d) nie maja symboli

nieoznaczonych; przypadki e) i f) to granice ciagéw — reguly nie mozna zastosowaé bezposrednio.
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Typowe bledy:
e mechaniczne stosowanie reguly bez sprawdzenia symbolu nieoznaczonego,

e nierozpoznanie, ze przypadki b) i d) maja okreslone granice bez symboli nieoznaczonych,

e mylne przekonanie, ze regule mozna stosowa¢ do kazdej granicy typu g((:)),

e proba stosowania reguly de 'Hospitala do granic ciagow (przypadki e, f),

e nierozumienie, ze reguta de 'Hospitala wymaga rézniczkowalnoéci, ktorej nie ma na zbiorach dyskret-
nych,

e pomijanie analizy typu granicy (funkcja vs ciag).

Calki

Zadanie 25. Zaproponuj podstawienia, ktére pomoga wyznaczy¢ calke, a nastepnie zapisz ja przy uzyciu
nowych zmiennych.

In?u /\/a—i— —|—a
2u

Co sprawdzamy: umiejetnosé¢ rozpoznania struktury wyrazenia podcatkowego i dobrania odpowiedniego
podstawienia upraszczajacego caltke; umiejetnosé poprawnej zamiany zmiennej w calce, czyli wyrazenia funkcji

podcatkowej za pomoca nowej zmiennej, pamietajac o uwzglednieniu nowej rézniczki.

Oczekiwane podejscie: student powinien zaproponowaé dobre podstawienia i zapisa¢ calki przy uzyciu

nowych zmiennych, pamietajac o zmianie rézniczek.

Typowe bledy:
e w pierwszym przykladzie brak rozpoznania funkcji ztozonej typu Inu, bledne podstawienie, np. z = u?.
e pominiecie rozniczkowania, zapisanie podstawienia bez przeksztalcenia du na dz.

e w drugim przykladzie bledne podstawienie albo mieszanie zmiennych w jednej calce, bedace efektem
braku zmiany wszystkich sktadnikéw na nowe zmienne.

e bledne operacje na potegach przy upraszczaniu wyrazenia po podstawieniu.

Zadanie 26. Wskaz, do ktérych catek NIE mozna zastosowaé twierdzenie Newtona-Leibniza. Uzasadnij
odpowiedz, wskazujac ktore zalozenia twierdzenia nie sa spelnione.

11 2 2 .
a) /Edm d) /|x|d:v g) /x+5dx
1 22 Z2



Co sprawdzamy: rozumienie zalozen twierdzenia Newtona-Leibniza i umiejetno$¢ rozpoznawania przy-
padkow, gdy nie mozna go stosowad; rozroznianie catek wlasciwych od niewtasciwych; identyfikowanie punktow

nieciagltodci funkeji podcaltkowe;j.

Oczekiwane podejscie: student powinien rozpoznaé, ze twierdzenia Newtona-Leibniza nie mozna stoso-
waé do calek a), c), e), f), h) ze wzgledu na naruszenie zalozeri: nieciggtos¢ funkcji w przedziale catkowania (a,
¢, f, h) lub nieskoriczone granice catkowania (e). Powinien zauwazy¢, ze catki b), d), g), i) spelniaja wszystkie

zalozenia.

Typowe bledy:

nierozpoznanie punktéw nieciaglodci funkeji podcatkowej,

mylne przekonanie, ze funkcja |z| nie jest catkowalna,

btedne identyfikowanie nieciaglosci tam, gdzie jej nie ma (np. w przykladzie g),

pomijanie sprawdzenia ciggtosci funkcji w calym przedziale catkowania,

nieuwzglednienie ograniczenia do przedziatéw skoriczonych w twierdzeniu Newtona-Leibniza,

mechaniczne stosowanie wzoru bez analizy zalozen.

Zadanie 27. (!) Wiedzac, 7e funkcje f i w sa klasy C'* oraz funkcja pierwotna do w jest W, a pierwotna do

f jest I, zastosuj metode catkowania przez czesci lub przez podstawienie i zapisz jeden krok catkowania

1 1
1. [(2e"+2) v (z)de=... 2. [z f(@?+T)de=...
/ /

Co sprawdzamy: znajomosé¢ pojecia funkeji pierwotnych i umiejetnosé zastosowania odpowiednich metod

catkowania.

Oczekiwane podejscie: poprawne zastosowanie metod calkowania; uwzglednienie granic catkowania

oraz ich zmiana, jesli jest taka potrzeba.

Typowe bledy:

niewlasciwe podstawienie funkcji do wzoru na catkowanie przez czesci, co prowadzi do bardziej skompli-
kowanej calki,

nieuwzglednienie granic przy calce oznaczonej,

mieszanie w jednym ciggu obliczeni (wykorzystujac znak rownosci) catek nieoznaczonych i oznaczonych,
nieprawidlowe obliczenie pochodnej lub funkcji pierwotnej przy catkowaniu przez czesci,

brak przeliczenia granic catkowania przy podstawianiu,

nieprawidlowy zapis funkcji podcatkowej po podstawieniu, np. pozostawienie gdzies starej zmiennej.
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Zadanie 28. Jesli

to

5 0 3
1. 4/f(a:)dac:... 2. s/f(x)dx:... 3. 3/f(x)d:r:...

Co sprawdzamy: znajomos¢ podstawowych wlasnosci catki oznaczonej, w tym addytywnosci na przedzia-
tach, koniecznosci zmiany znaku przy zmianie orientacji granic, wartosci calki po przedziale zdegenerowanym

(gdzie dolna i gorna granica sa rowne).
1 Oczekiwane podejscie: student powinien prawidlowo wykorzysta¢ wlasnosci catki oznaczone;j.

Typowe bledy:
e nieuwzglednienie zmiany znaku przy odwrotnych granicach catkowania, np. bledne zalozenie, ze

5f0f(x) dx = jf(:c) dz.

3
e traktowanie catki po przedziale o zerowej dlugosci jako wartosci funkeji, np. [ f(z)dz = f(3), zamiast 0.
3

e niewlasciwe laczenie calek, np. btedne sumowanie calek po nieprzylegajacych przedziatach lub w zltym

kierunku.

Zadanie 29. Za pomocy calki opisz pole zaznaczonego obszaru:




Co sprawdzamy: umiejetnosé interpretacji graficznej pojecia calki jako pola pod wykresem funkeji oraz

zdolno$¢ do poprawnego zapisania pola obszaru ograniczonego wykresami funkeji jako roznicy calek.

Oczekiwane podejscie: student powinien zauwazy¢, ze zaznaczony obszar sklada sie z dwoch czedci,
rozpoznaé, ktora z funkcji znajduje sie wyzej i odpowiednio zapisa¢ pole jako roznice funkeji pod calka,

prawidlowo okresli¢ granice catkowania i umieé zapisa¢ pole zaznaczonego obszaru jako sume dwoch calek.

Typowe bledy:

e bledna kolejnos¢ funkeji podcatkowych (np. g(z) — h(z) zamiast h(z) — g(x), co prowadzi do ujemnego
pola.

e nieuwzglednienie podziatu obszaru na dwa rézne przedzialy z roznymi dolnymi funkcjami.

e zle okreslenie granic calkowania.

e przekonanie, ze wystarczy ,odejmowaé¢ wykresy” bez sprawdzenia, ktory znajduje sie wyzej.

1
1
Zadanie 30. (!) Czy twierdzenie Newtona-Leibniza mozna wykorzysta¢ do obliczenia catki / —dz?
x
-1
Jesli tak, to oblicz ja. Jedli nie, to wskaz, co nalezaloby zmienié, by méc z tego twierdzenia skorzystac.

Co sprawdzamy: znajomos¢ i rozumienie zalozen w twierdzeniu Newtona-Leibniza; umiejetno$¢ dostrze-

zenia, ze funkcja podcatkowa ma osobliwosé (nieskoriczonosé) w punkcie nalezacym do przedzialu calkowania.

Oczekiwane podejscie: student powinien zauwazy¢, ze funkcja y = % nie jest ciagla w przedziale [—1, 1]

i dlatego twierdzenie Newtona-Leibniza nie moze zostaé zastosowane bezposrednio (bo zaklada ono cigglosc
funkcji podcatkowej na calym przedziale catkowania). Student moze zaproponowaé rozbicie catki na sume
dwoch catek niewlasciwych i dopiero wtedy zauwazy¢, ze podana caltka jest niewlasciwa i rozbiezna. Student

powinien zaproponowac, ze aby mozna bylto zastosowaé twierdzenie Newtona-Leibniza, nalezaloby catkowac

b
po przedziale nie zawierajacym punktu osobliwego, np. [ Jl dr dla0 <a <balboa<b<0.

Typowe bledy:
e bezrefleksyjne zastosowanie twierdzenia Newtona-Leibniza mimo nieciaglosci funkeji w punkcie x = 0,
e obliczenie [In|z|]'; =In1—In1 =0, co sugeruje blednie, ze calka istnieje i jest rowna zero,

e nieuwzglednienie faktu, ze catka oznaczona z funkcji nieograniczonej w punkcie wewnetrznym wymaga
interpretacji jako catki niewlasciwej,

e nieumiejetnosé¢ zapisu catki jako granicy sumy dwoch calek niewlasciwych.

Liczby zespolone

Zadanie 31. Sposrdd liczb zespolonych

2 2 2 2
a) z1:\/§<sin§+icos§>, c) %z—(cos%—i—isin%),
b) Zz:ﬂ'(COS%—F’L’Sng), d) Z4:2(COS§—iSiH§),
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e) z5 =cos3+1 sin3, g) z7 =ie”,
¢ _ 2r . 137 iz
)26—COSH+ZSH1T, h) 25 =2 7.
wskaz wszystkie, ktore sa liczbami w postaci
1. algebraicznej: ... 2. trygonometrycznej: . .. 3. wykladniczej: . ..

Co sprawdzamy: znajomos$¢ i umiejetno$é rozpoznawania trzech glownych postaci liczby zespolonej:
algebraicznej (kartezjanskiej), trygonometrycznej i wyktadniczej oraz jej argumentu i modutu w réznych kon-
tekstach.

Oczekiwane podejscie: student powinien poprawnie zidentyfikowaé posta¢ podanych liczb,powinien tez

rozpoznaé bledy w skladni (np. zamiana cos i sin).

Typowe bledy:

e bledne utozsamianie kazdej liczby z funkcjami trygonometrycznymi jako postaci trygonometrycznej (np.
sin +i cos zamiast cos +isin albo sin i cos liczony dla réznych argumentow),

e niezwracanie uwagi na to, ze w strukturze postaci trygonometrycznej r(cos ¢ + isin ), modul r musi
by¢ dodatni,

e nieuwzglednienie, ze posta¢ wykladnicza musi mie¢ wykladnik zespolony iy, a nie np. e”,

e nierozroznianie, ze a + ib to forma algebraiczna niezaleznie od tego jak zapisano a,b (np. gdy czesé
rzeczywista lub urojona dane sa jako wartosci funkcji trygonometrycznych).

Zadanie 32. Dana jest liczba

(r(cosa+isina)>12
w =

cos B +isin 8
Podayj:

1. modut liczby w,

2. argument liczby w,

3. posta¢ wykladnicza liczby w,

4. Re(w) i Im(w),

5. postaé trygonometryczng liczby w.

Co sprawdzamy: znajomo$¢ réznych postaci liczby zespolonej, wykonywanie dzialan w postaci trygo-

nometrycznej.

Oczekiwane podejscie: student powinien poprawnie obliczy¢ modul, argument liczby zespolonej, Re(w)

i Im(w), skorzysta¢ ze wzorow w postaci trygonometrycznej lub wykladniczej.

Typowe bledy:

e nieuwzglednienie zasad dzialania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej (np. dodawanie

argumentow zamiast ich odejmowania),



e niewlasciwe przeksztalcenie wyrazenia przed potegowaniem (np. nieobliczenie modutu i argumentu ilo-
razu),

e niepoprawne stosowanie wzoru Moivre’a,

e bledne okreglenie Re(w) i Im(w), w tym nierozroéznienie czesci urojonej od liczby urojone;.

Zadanie 33. LastChanceGPT twierdzi, ze liczba 2i jest pierwiastkiem réwnania 23 = 8i.
1. Sprawdz, czy ma racje. Uzasadnij odpowiedz.
2. Ile rozwigzan ma to réwnanie?
3. Okresl, w ktorych éwiartkach uktadu wspotrzednych lezg pierwiastki réwnania.

Co sprawdzamy: umiejetno$é sprawdzenia, czy dana liczba zespolona jest rozwigzaniem roéwnania (trze-
ba wykonaé¢ potegowanie liczby zespolonej); wiedze o liczbie i rozmieszczeniu pierwiastkow na plaszczyznie

zespolonej.

Oczekiwane podejscie: student powinien sprawdzi¢, czy (2i)° = 8i; zauwazy¢, ze réwnanie 2° = 8i ma
dokladnie trzy pierwiastki zespolone (bo stopieri rownania to 3) i ze jednym z nich jest —2i, ktory lezy na
ujemnej czesci osi urojonej. Na tej podstawie powinien stwierdzi¢, ze dwa pozostale (jako wierzchotki trojkata

rownobocznego) musza leze¢ w pierwszej i drugiej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej.

Typowe bledy:

e bledne obliczenia,

e uznanie, ze skoro jedna liczba spelnia rownanie, to jest ona jedynym rozwiazaniem,
e bledna interpretacja geometryczna liczby —2i,

e brak wiedzy o rozmieszczeniu pierwiastkow w wierzchotkach wielokata foremnego,

e niepoprawne okreslenie ¢wiartek, wynikajace z blednego oszacowania kata lub nieznajomosci ukladu

wspoélrzednych zespolonych.

Dzialania na macierzach

Zadanie 34. Niech Asy3, B3xo oraz Csys. Dla kazdego z ponizszych wyrazen:

1. ATC, 5. AC + B,

2. CB + BACT, 6. AB +B”B,

3. det (CT) - A, 7. CB - ATAAT,
4. det (ATA + BBT), 8. det (C)-C AT,

zdecyduj, czy dzialanie jest wykonalne, jesli tak, okresl typ wyniku (liczba lub macierz), w przypadku
macierzy podaj jej wymiar.



130 7. PODSUMOWANIE

Co sprawdzamy: umiejetnosé okreslania wykonalnosci dzialan na macierzach na podstawie ich rozmiaréw
(wymiaréw), w szczegolnosci iloczynu i dodawania macierzy oraz obliczania wyznacznika; Swiadomosé, ze nie

kazda kombinacja macierzy daje sensowna (czyli wykonalna) operacje.

Oczekiwane podejscie: student powinien dla kazdego wyrazenia okresli¢ wymiary wszystkich macierzy
wystepujacych w dziataniu (w tym przeksztalconych, np. transponowanych), zweryfikowac¢ zgodno$¢ wymiarow
dla mnozenia i dodawania macierzy; zauwazy¢, ze wyznacznik mozna obliczy¢ tylko dla macierzy kwadratowej;

przeprowadzié¢ analize skladniowa bez wykonywania obliczeri.

Typowe bledy:
e nieuwzglednienie zmiany wymiaréw po transpozycji,

e zakladanie, ze jesli pojedyncze operacje sa wykonalne, to cate wyrazenie takze (np. brak sprawdzenia,
czy sktadniki sumy maja ten sam rozmiar),

e traktowanie mnozenia macierzy jako przemiennego,

e intuicyjne ,dopasowywanie” wymiaréw zamiast formalnej analizy (np. zakladanie, ze ,na pewno si¢ da”,
bo 08 sie upraszcza”),

e uwzglednienie wyznacznika macierzy niekwadratowe;j.

1, i<j
Zadanie 35. Niech A = [a;;]ax3 1 B = [bij]sx2 oraz a;; = (—1)F, bj; =<2, i=j

0, i>j
Jesli C = A +B” oraz D = AB to:

1. Cl2 = ... 3. d12:...

2. Co3 = ... 4. d22:...
Przyjmujemy, ze C = [¢;;], D = [d;;].

Co sprawdzamy: umiejetnos¢é budowy macierzy na podstawie podanego wzorca, analizowania wymia-
row macierzy w kontekscie wykonalnosci dzialan, stosowanie regul rachunku macierzowego oraz swiadomego

operowania transpozycja i jej wplywem na wymiary, wskazanie elementu macierzy na podstawie jego pozycji.

Oczekiwane podejscie: student powinien poprawnie zbudowaé¢ macierze A i B oraz ocenié, czy po-
dane dziatania s wykonalne; powinien przeprowadzi¢ poprawne obliczenia i poda¢ wartoéci elementéw na

wskazanych pozycjach.

Typowe bledy:

e niepoprawne zbudowanie macierzy A i B,

bledne obliczenie wymiaréw macierzy po transpozycji,

dodawanie macierzy o niezgodnych wymiarach,

traktowanie mnozenia macierzy jako przemiennego,

bledne pozycjonowanie indekséw przy odczycie elementéw z macierzy.



Wyznaczniki i macierz odwrotna

Zadanie 36. Z tego, ze

a b ¢
det [d e f|=-3
g h J
wynika:
3a 3b 3¢ a b c
1. det [—d —e —f|=... 2.det | g—a h—-b j—c|=...
4g 4h 4§ 2d+a 2e+b 2f+c

Co sprawdzamy: znajomos¢, rozumienie i umiejetnosé zastosowania podstawowych witasnosci wyznacz-
nika; $wiadomos¢ ze operacje na wierszach wplywaja na warto$¢ wyznacznika w okreslony sposob i nalezy te

zmiany uwzgledni¢ w obliczeniach.

Oczekiwane podejscie: student powinien zastosowaé przeksztalcenia elementarne (Gaussa) i przeksztal-
ci¢ podane macierze do postaci dla ktorej znany jest wyznacznik, uwzgledniajac wplyw operacji elementarnych

na warto$¢ wyznacznika.

Typowe bledy:

e pominiecie wplywu mnozenia wiersza przez skalar na warto$¢ wyznacznika,

e bledne przeksztalcenia przy zamianie kolejnosci wierszy (np. brak zmiany znaku wyznacznika),
e niezrozumienie, ze dodanie wielokrotnosci jednego wiersza do innego nie zmienia wyznacznika,

e problemy z rozwigzaniem zadania wynikajace z mechanicznego wykonywania obliczeri na macierzach
liczbowych.

Zadanie 37. Zakladajac, ze wszystkie macierze sa odwracalne oraz, ze wszystkie wymagane dzialania
sg poprawnie zdefiniowane, wyznacz X z rownan:

1. jedli XA+B=ILtoX=...
2. jesi A XB=IL toX=...
3. jesli A X+X=B,to X =...
4. jesi A X=BA,to X =...

Co sprawdzamy: umiejetnos$c rozwiazywania prostych rownan macierzowych z wykorzystaniem wtasnosci

dziatan na macierzach odwracalnych.

Oczekiwane podejscie: student powinien przeksztalci¢ réwnania tak, aby wyrazi¢ X jako kombinacje
dziatai odwrotnych (mnozenie przez macierz odwrotna z lewej/prawej strony) i zastosowaé przemiennosé tylko

tam, gdzie jest to dopuszczalne.

Typowe bledy:

e bledne zalozenie przemiennos$ci mnozenia macierzy i nieprawidlowe mnozenie stron réwnania przez ma-

cierz odwrotna (np. z niewtasciwej strony),
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e niepoprawne wyciaganie X poza nawias (np. w przykladzie 3),
e nieuwzglednianie faktu, ze dzialanie odwrotne dotyczy catego bloku macierzy, a nie tylko jednej z nich,

e bledne ,skrocenie” rownania AX = BA do X = B, wynikajace z niepoprawnego skracania macierzy A

po przeciwnych stronach réwnania bez mnozenia przez macierz odwrotna we wtasciwej kolejnosci,

e proba zastosowania dzialania dzielenia przez macierz.

Uklady réwnan liniowych

1 1 0 0
. . 0 1 1 . . . . ,
Zadanie 38. Macierz U = [A|b] = 0 -8 8 5 jest macierza uzupelniona uktadu réwnar
a o 0 0
AX =b.
Z tego, ze R(A) =........... oraz R(U) =..cccocee. , a liczba niewiadomych to ........... wynika, ze uktad
a) nie ma rozwigzar, d) ma trzy rozwiazania,
b) ma jedno rozwiazanie, e) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan,
¢) ma dwa rozwigzania, f) inna odpowiedz — podaj jaka.

Co sprawdzamy: umiejetno$¢ analizy ukladu réwnan liniowych metoda rzedéw: wyznaczania rzedu

macierzy glownej i rozszerzonej oraz stosowanie twierdzenia Kroneckera-Capellego.

Oczekiwane podejscie: student powinien przeprowadzi¢ przeksztalcenia wierszowe lub wykorzysta¢ za-
leznosci miedzy wierszami, aby prawidlowo okresli¢ rzad macierzy gléwnej i macierzy rozszerzonej, poréwnac te
wartosci 1 odniesé je do liczby niewiadomych, a nastepnie poda¢ poprawny wniosek dotyczacy liczby rozwigzan
uktadu.

Typowe bledy:
e niewlasciwe okreslenie rzedu macierzy (np. nieuwzglednienie zaleznosci liniowych miedzy wierszami),
e pominiecie poréwnania R(A) i R(U), czyli nieuwzglednienie warunku istnienia rozwigzania,

e bledna interpretacja zaleznosci miedzy rzedem a liczbag niewiadomych (np. przyjecie, ze jesli rzedy
R(A)uR(U) sg rowne, ale mniejsze od liczby niewiadomych, to uklad nie ma rozwigzania),

e utozsamianie rzedu lub liczby niewiadomych z liczba rozwigzan.



Zadanie 39. Istniejy trzy ,,popularne” metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych.

metoda eliminacji Gaussa,

twierdzenie Cramera,

metoda wykorzystujaca macierz odwrotna.

Wskaz wszystkie metody, ktorych mozna uzyé do rozwigzania podanych uktadéw réwnan. Odpowiedz

uzasadnij.
r4+y+z=1
1. S22+ 2y +22=2
20 —y+z=3
r+yt+z=1
2. dx+2y+22=2
2r—y+2=3
z4+y+z=1
5 20 4+ 2y + 2z =2
a2y +2:=2
20 —y+z2=3

Co sprawdzamy: umiejetnosé¢ rozrozniania metod rozwigzywania ukltadéw réwnan liniowych i znajomosé

warunkow ich stosowalnosci: eliminacji Gaussa, wzoréw Cramera i metody macierzy odwrotne;j.

Oczekiwane podejscie: student powinien przeanalizowa¢ kazdy z podanych ukladéw, okresli¢, czy jego
macierz gléwna jest kwadratowa i odwracalna. Na tej podstawie powinien poprawnie wskazaé¢, ktére metody

(sposrod A, B, C) moga by¢ uzyte w danym przypadku.

Typowe bledy:
e zakladanie, ze wszystkie metody sa zawsze stosowalne niezaleznie od rodzaju uktadu,
e stosowanie wzorow Cramera lub macierzy odwrotnej do ukladu nieoznaczonego lub sprzecznego,

e nieuwzglednienie wymogu, ze metoda z macierza odwrotna i wzory Cramera wymagaja kwadratowej

i odwracalnej macierzy gltownej,

e traktowanie metody Gaussa jako majacej te same ograniczenia co pozostate, mimo ze moze by¢ stosowana

takze do ukladéw nieoznaczonych lub sprzecznych,

e mechaniczne podejmowanie decyzji bez uprzedniej analizy rzedu macierzy lub liczby réwnan i niewia-

domych,

e nieuwzglednienie, ze metody B i C maja identyczne ograniczenia stosowalno$ci (obie wymagaja, aby

macierz gtowna byla kwadratowa i odwracalna) i moga by¢ stosowane zamiennie.
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