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Macierze odwrotne. Cz¦±¢ 2 � wyznaczanie macierzy odwrotnych
z wykorzystaniem dopeªnie« algebraicznych

Streszczenie. Artykuª stanowi kontynuacj¦ pracy pt. Macierze odwrotne. Cz¦±¢ 1 - de�nicje,
wªasno±ci, wyznaczanie macierzy odwrotnych z de�nicji. W tej cz¦±ci omówiono alternatywn¡ me-
tod¦ wyznaczania macierzy odwrotnych, opart¡ na wzorze wykorzystuj¡cym macierz dopeªnie«
algebraicznych. Wprowadzono de�nicje dopeªnie« algebraicznych oraz macierzy doª¡czonej, a na-
st¦pnie podano i udowodniono wzór potrzebny do wyznaczania macierzy odwrotnej. Wszystkie
zagadnienia zilustrowano szczegóªowo omówionymi przykªadami. Na ko«cu artykuªu znajduj¡ si¦
zadania do samodzielnego rozwi¡zywania wraz z odpowiedziami.

Sªowa kluczowe: macierz, macierz odwrotna, wyznacznik, dopeªnienie algebraiczne, macierz do-
peªnie« algebraicznych, macierz doª¡czona.

1.Wiadomo±ci wst¦pne

W poprzednim artykule dotycz¡cym macierzy odwrotnych [1] szczegóªowo omówiono de�nicj¦ macie-

rzy odwrotnej, jej wªasno±ci oraz sposób jej wyznaczania na podstawie de�nicji. W niniejszym artykule

zachowujemy wszystkie stosowane tam oznaczenia.

Opisywana w tej pracy metoda, wykorzystuj¡ca dopeªnienia algebraiczne, sprowadza si¦ do zasto-

sowania jednego wzoru, który cz¦sto jest przez studentów mylnie przyjmowany za de�nicj¦ macierzy

odwrotnej. Wspomniany wzór podano w nast¦pnym rozdziale (w twierdzeniu 1) wraz z dowodem jego

poprawno±ci.

Przypomnijmy de�nicj¦ macierzy odwrotnej:

De�nicja 1. Je±li dla macierzy kwadratowej A stopnia n istnieje macierz B, która speªnia zale»no±¢

A ·B = B ·A = In, (1)

gdzie In oznacza macierz jednostkow¡ stopnia n, to macierz A nazywamy odwracaln¡, a macierz B

macierz¡ odwrotn¡ do macierzy A i oznaczamy jako A−1.

Autor korespondencyjny: K.Adrianowicz (katarzyna.adrianowicz@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 3.06.2025.
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Zanim sformuªujemy twierdzenie b¦d¡ce podstaw¡ omawianej metody, podajemy de�nicje poj¦¢, któ-

re nale»y przyswoi¢, aby poprawnie stosowa¢ ten wzór.

Rozwa»amy macierz kwadratow¡ stopnia n o elementach aij :

A = [aij ] =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 .

De�nicja 2. Wyznacznik macierzy powstaªej z macierzy A przez usuni¦cie (wykre±lenie) jej i-tego wiersza

i j-tej kolumny nazywamy minorem macierzy A odpowiadaj¡cym elementowi aij i oznaczamy symbolem

Mij.

De�nicja 3. Dopeªnieniem algebraicznym elementu aij macierzy A nazywamy liczb¦ b¦d¡c¡ wyni-

kiem mno»enia liczby (−1)i+j przez minor Mij odpowiadaj¡cy elementowi aij. Dopeªnienie algebraiczne

elementu aij oznaczamy symbolem Aij:

Aij = (−1)i+jMij . (2)

Poj¦cie dopeªnienia algebraicznego jest zapewne znane Czytelnikom, poniewa» pojawia si¦ przy oma-

wianiu wyznaczników1, mi¦dzy innymi w rozwini¦ciu Laplace'a.

Znaj¡c macierz A, mo»emy wyznacza¢ dopeªnienia algebraiczne jej dowolnych elementów.

Przykªad 1. Wyznaczy¢ dopeªnienia algebraiczne elementów a11, a12, a23, a31 macierzy

A =

−1 2 0

2 3 5

0 4 −3

 .

Korzystaj¡c ze wzoru (2), obliczamy dopeªnienia algebraiczne:

1Krótki kurs obliczania wyznaczników podaje artykuª [5]. Dokªadniejsze omówienie mo»na znale¹¢ w [3] lub [4].



dla a11 : A11 = (−1)1+1 ·M11 = (−1)2 · det

−|− −− −−
| 3 5

| 4 −3

 =

∣∣∣∣∣3 5

4 −3

∣∣∣∣∣ = −29,

dla a12 : A12 = (−1)1+2 ·M12 = (−1)3 · det

−− −|− −−
2 | 5

0 | −3

 = −

∣∣∣∣∣2 5

0 −3

∣∣∣∣∣ = 6,

dla a23 : A23 = (−1)2+3 ·M23 = (−1)5 · det

−1 2 |
−− −− −|−
0 4 |

 = −

∣∣∣∣∣−1 2

0 4

∣∣∣∣∣ = 4,

dla a31 : A31 = (−1)3+1 ·M31 = (−1)4 · det

 | 2 0

| 3 5

−|− −− −−

 =

∣∣∣∣∣2 0

3 5

∣∣∣∣∣ = 10.

Uwaga.

Podczas obliczania dopeªnienia algebraicznego elementu aij jego warto±¢ nie ma znaczenia. We

wzorze (2) element aij nie wyst¦puje.

Z dopeªnie« algebraicznych wszystkich elementów macierzy A = [aij ] mo»na zbudowa¢ macierz do-

peªnie« algebraicznych: 
A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 . . . Ann

 .

Nam b¦dzie jednak potrzebna macierz powstaªa poprzez transponowanie tej macierzy, nazywana macie-

rz¡ doª¡czon¡ i oznaczana jako AD:

AD = [Aij ]
T =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 . . . Ann


T

=


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 .

Przykªad 2. Zbudowa¢ macierz doª¡czon¡ dla macierzy

A =

−1 2 0

2 3 5

0 4 −3

 .
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Poniewa» jest to ta sama macierz co w przykªadzie 1, wykorzystamy wcze±niej obliczone dopeªnienia

algebraiczne. Wystarczy wyznaczy¢ pozostaªe:

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣2 3

0 4

∣∣∣∣∣ = (−1)4(8) = 8,

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣2 0

4 −3

∣∣∣∣∣ = (−1)3(6) = 6,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣−1 0

0 −3

∣∣∣∣∣ = (−1)4(3) = 3,

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣−1 0

2 5

∣∣∣∣∣ = (−1)5(5) = 5,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣−1 2

2 3

∣∣∣∣∣ = (−1)6(−7) = −7.

Macierz doª¡czon¡ otrzymamy, transponuj¡c macierz dopeªnie« algebraicznych:

AD =

−29 6 8

6 3 4

10 5 −7


T

=

−29 6 10

6 3 5

8 4 −7

 .

2.Wyznaczanie macierzy odwrotnej ze wzoru z wykorzystaniem
dopeªnie« algebraicznych

Je»eli potra�my znale¹¢ macierz doª¡czon¡ AD macierzy kwadratowej i nieosobliwej, to poni»sze

twierdzenie wprowadza wzór pozwalaj¡cy na wyznaczenie macierzy odwrotnej.

Twierdzenie 1. Je»eli A jest macierz¡ odwracaln¡, a AD jest jej macierz¡ doª¡czon¡, to:

A−1 =
1

detA
AD. (3)

Dowód. Dowód przeprowadzono na podstawie ksi¡»ki [2].

Oznaczmy przez W = [wij ] iloczyn macierzy A i jej macierzy doª¡czonej AD.

W = A ·AD =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 ·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann


Element wij tej macierzy jest wynikiem mno»enia i�tego wiersza macierzyA przez j�t¡ kolumn¦ macierzy

AD:

wij = ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . .+ ainAjn.

Je»eli i = j, to

wii = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin = detA



poniewa» powy»sza równo±¢ jest rozwini¦ciem Laplace'a wzgl¦dem i�tego wiersza2.

Poka»emy, »e dla i ̸= j zachodzi wij = 0. W tym celu rozpatrzmy pomocnicz¡ macierz A′, powstaª¡

z macierzy A przez zamian¦ j�tego wiersza na wiersz i�ty. Otrzymana w ten sposób macierz A′ ma dwa

identyczne wiersze: i�ty oraz j�ty.

A′ =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...

ai1 ai2
... ain

...
...

. . .
...

an1 an2
... ann



i− ty wiersz

j − ty wiersz

Z konstrukcji dopeªnie« algebraicznych wynika, »e dopeªnienia algebraiczne elementów j�tego wiersza

macierzy A′ s¡ identyczne z dopeªnieniami j�tego wiersza macierzy A:

A′
j1 = Aj1, A′

j2 = Aj2, . . . , A′
jn = Ajn.

Rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem j�tego wiersza macierzy A′ daje:

detA′ = ai1A
′
j1 + ai2A

′
j2 + . . .+ ainA

′
jn = ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . .+ ainAjn = wij .

Poniewa» w macierzy A′ dwa wiersze s¡ identyczne, to detA′ = 0. Zatem wij = detA′ = 0.

Podsumowuj¡c, mamy:

A ·AD = [wij ], gdzie wij =

0, dla i ̸= j,

detA, dla i = j.

Otrzymujemy wi¦c:

A ·AD =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . detA

 = detA · I.

2 O rozwini¦ciu Laplace'a mo»na poczyta¢ w [5], str. 146, lub [3], str. 165.
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Poniewa» A jest odwracalna, to detA ̸= 0, co oznacza, »e istnieje macierz A−1. Mno»¡c obustronnie

równanie przez 1
detA , otrzymujemy:

A ·AD = detA · I | · 1

detA
1

detA
·A ·AD = I | ·A−1 z lewej strony

A−1 ·A · 1

detA
·AD = A−1 · I

I · 1

detA
AD = A−1,

czyli:

A−1 =
1

detA
·AD.

□

Uwaga.

Zaªo»enie o odwracalno±ci macierzy A jest kluczowe, poniewa» gwarantuje, »e detA ̸= 0, a wzór

(3) jest poprawny. Przed zastosowaniem wzoru nale»y zawsze sprawdzi¢, czy to zaªo»enie jest

speªnione. Oznacza to, »e obliczenia musimy rozpocz¡¢ od wyliczenia wyznacznika.

Przykªad 3. Wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do macierzy

A =

[
3 2

1 0

]
.

Zaczynamy od wyznacznika:

detA = 3 · 0− 2 · 1 = −2.

Wyznacznik jest ró»ny od zera, wi¦c macierz jest odwracalna.

Nast¦pnym krokiem jest wyznaczenie macierzy doª¡czonej AD. Dopeªnienia algebraiczne s¡ nast¦pu-

j¡ce:

A11 = (−1)1+1 det
[
0
]
= 0, A12 = (−1)1+2 det

[
1
]
= −1,

A21 = (−1)2+1 det
[
2
]
= −2, A22 = (−1)2+2 det

[
3
]
= 3.

Macierz doª¡czona to transponowana macierz zbudowana z dopeªnie« algebraicznych:

AD =

[
A11 A12

A21 A22

]T

=

[
0 −1

−2 3

]T

=

[
0 −2

−1 3

]
.

Podstawiaj¡c do wzoru na macierz odwrotn¡:

A−1 =
1

detA
AD = −1

2

[
0 −2

−1 3

]
=

[
0 1
1
2 − 3

2

]
.



Sprawdzenie 3:

A ·A−1 =

[
3 2

1 0

]
·

[
0 1
1
2 − 3

2

]
=

[
3 · 0 + 2 · 1

2 3 · 1 + 2 ·
(
− 3

2

)
1 · 0 + 0 · 1

2 1 · 1 + 0 ·
(
− 3

2

)] =

[
1 0

0 1

]
= I2.

Macierz odwrotna zostaªa poprawnie wyznaczona.

Przykªad 4. Wyznaczmy macierz odwrotn¡ do macierzy

Z =

1 2 1

0 1 2

1 −1 3

 .

Macierz Z zostaªa zaczerpni¦ta z pracy [5], w której mo»na znale¹¢ dokªadne omówienie sposobu

obliczenia jej wyznacznika. Wyznacznik ten wynosi

detZ = 8 ̸= 0,

co oznacza, »e macierz odwrotna istnieje.

Obliczamy dopeªnienia algebraiczne:

Z11 = (−1)2

∣∣∣∣∣ 1 2

−1 3

∣∣∣∣∣ = 5 Z12 = (−1)3

∣∣∣∣∣0 2

1 3

∣∣∣∣∣ = 2 Z13 = (−1)4

∣∣∣∣∣0 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −1

Z21 = (−1)3

∣∣∣∣∣ 2 1

−1 3

∣∣∣∣∣ = −7 Z22 = (−1)4

∣∣∣∣∣1 1

1 3

∣∣∣∣∣ = 2 Z23 = (−1)5

∣∣∣∣∣1 2

1 −1

∣∣∣∣∣ = 3

Z31 = (−1)4

∣∣∣∣∣2 1

1 2

∣∣∣∣∣ = 3 Z32 = (−1)5

∣∣∣∣∣1 1

0 2

∣∣∣∣∣ = −2 Z33 = (−1)6

∣∣∣∣∣1 2

0 1

∣∣∣∣∣ = 1

Budujemy z nich macierz doª¡czon¡ ZD:

ZD =

Z11 Z12 Z13

Z21 Z22 Z23

Z31 Z32 Z33


T

=

Z11 Z21 Z31

Z12 Z22 Z32

Z13 Z23 Z33

 =

 5 −7 3

2 2 −2

−1 3 1

 .

Ostatecznie, stosuj¡c wzór (1), otrzymujemy:

Z−1 =
1

8
·

 5 −7 3

2 2 −2

−1 3 1

 =

 5
8 − 7

8
3
8

2
8

2
8 − 2

8

− 1
8

3
8

1
8

 .

Sprawdzamy poprawno±¢ wyniku:

Z · Z−1 =

1 2 1

0 1 2

1 −1 3

 ·

 5
8 − 7

8
3
8

2
8

2
8 − 2

8

− 1
8

3
8

1
8

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

3 Maj¡c pewno±¢, »e macierz jest odwracalna wystarczy sprawdzi¢ tylko jedn¡ z równo±ci A ·A−1 = I lub A−1 ·A = I.
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Odpowiedni iloczyn jest macierz¡ odwrotn¡, wi¦c znale¹li±my prawidªow¡ macierz odwrotn¡.

Przykªad 5. Znajd¹my macierz odwrotn¡ do macierzy:

B =

2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

 .

Ta sama macierz pojawiªa si¦ w artykule [1] w przykªadzie 6, gdzie pokazano, jak wyznaczy¢ macierz

odwrotn¡ do B, wykorzystuj¡c de�nicj¦ macierzy odwrotnej. Czytelnik mo»e wi¦c porówna¢ obie metody.

Obliczamy wyznacznik macierzy:

detB =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = −3.

Poniewa» detB ̸= 0, macierz odwrotna istnieje.

Obliczamy dopeªnienia algebraiczne, od razu buduj¡c z nich macierz:

BD =



(−1)2

∣∣∣∣∣ 1 2

−2 −1

∣∣∣∣∣ (−1)3

∣∣∣∣∣0 2

3 −1

∣∣∣∣∣ (−1)4

∣∣∣∣∣0 1

3 −2

∣∣∣∣∣
(−1)3

∣∣∣∣∣−1 1

−2 −1

∣∣∣∣∣ (−1)4

∣∣∣∣∣2 1

3 −1

∣∣∣∣∣ (−1)5

∣∣∣∣∣2 −1

3 −2

∣∣∣∣∣
(−1)4

∣∣∣∣∣−1 1

1 2

∣∣∣∣∣ (−1)5

∣∣∣∣∣2 1

0 2

∣∣∣∣∣ (−1)6

∣∣∣∣∣2 −1

0 1

∣∣∣∣∣



T

.

Obliczamy warto±ci poszczególnych wyznaczników i transponujemy macierz doª¡czon¡:

BD =

 3 6 −3

−3 −5 1

−3 −4 2


T

=

 3 −3 −3

6 −5 −4

−3 1 2

 .

Korzystaj¡c ze wzoru (3), obliczamy B−1:

B−1 = −1

3
·

 3 −3 −3

6 −5 −4

−3 1 2

 =

−1 1 1

−2 5
3

4
3

1 − 1
3 − 2

3

 .

Sprawdzaj¡c wynik w pracy [1], mo»na zauwa»y¢, »e otrzymana macierz odwrotna jest identyczna z t¡

uzyskan¡ inn¡ metod¡. Poniewa» macierz mo»e mie¢ tylko jedn¡ odwrotn¡, nie ma potrzeby dodatkowej

wery�kacji � wynik jest poprawny.



Przykªad 6. Wyznaczmy macierz odwrotn¡ do macierzy:

C =


1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 0 0

 .

Obliczamy wyznacznik macierzy:

detC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2.

Poniewa» detC ̸= 0, macierz odwrotna istnieje.

Podczas obliczania macierzy CD wykorzystamy fakt, »e czynnik (−1)i+j , przez który mno»one s¡

kolejne wyznaczniki w dopeªnieniach algebraicznych, przyjmuje na zmian¦ warto±ci 1 i −1.

CD =



∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

0 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

1 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

1 0 0

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

0 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

1 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

1 0 0

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

1 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

0 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

0 1 0

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

1 0 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

0 0 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

0 1 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣



T

.

Po obliczeniu poszczególnych wyznaczników i transponowaniu macierzy doª¡czonej otrzymujemy:

CD =


0 0 2 0

−1 1 1 1

1 −1 −1 1

1 1 −1 −1


T

.

Macierz odwrotna ma posta¢:

C−1 =
1

2


0 −1 1 1

0 1 −1 1

2 1 −1 −1

0 1 1 −1

 =


0 − 1

2
1
2

1
2

0 1
2 − 1

2
1
2

1 1
2 − 1

2 − 1
2

0 1
2

1
2 − 1

2

 .
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W celu wery�kacji wyniku wygodniej jest skorzysta¢ z macierzy C−1 przed wymno»eniem przez 1
2 :

C ·C−1 =


1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 0 0

 · 1
2


0 −1 1 1

0 1 −1 1

2 1 −1 −1

0 1 1 −1

 =
1

2


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 = I4.

Przykªad 7. Wyznaczmy macierz odwrotn¡ do macierzy

D =

[
a b

c d

]
.

Aby macierz byªa odwracalna, jej wyznacznik musi by¢ ró»ny od zera.

detD = ad− bc,

wi¦c aby istniaªa macierz odwrotna, musi zachodzi¢ warunek ad ̸= bc.

Macierz dopeªnie« algebraicznych ma posta¢:

DD =

[
(−1)2 det[d] (−1)3 det[c]

(−1)3 det[b] (−1)4 det[a]

]T

=

[
d −c

−b a

]T

.

Wstawiaj¡c obliczone detD oraz DD do wzoru na macierz odwrotn¡, otrzymujemy ogólny wzór4 na

macierz odwrotn¡ do macierzy stopnia drugiego:

D−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
.

Wyznaczanie macierzy odwrotnych dla macierzy kwadratowych stopnia drugiego jest szybkie i proste

dzi¦ki zastosowaniu wyprowadzonego wcze±niej wzoru. Wystarczy podstawi¢ odpowiednie warto±ci:[
3 −2

−5 1

]−1

=
1

3 · 1− (−2) · (−5)

[
1 2

5 3

]
=

[
− 1

7 − 2
7

− 5
7 − 3

7

]
.

3. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

A =

[
4 7

2 6

]
,a) B =

[
−3 5

1 −2

]
,b) C =

[
0 2

3 4

]
,c) D =

[
2 0

0 5

]
,d)

E =

[
2
√
2 4

1
√
2

]
.e) F =

[
1
2 0

− 3
8

1
4

]
,f) G =

[
1− i i

2 + i −1

]
,g) H =

[
ln 3 1

2

ln 9 2

]
, a ̸= 0.h)

Zadanie 2. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

4Ten sam wzór zostaª wyprowadzony w pracy [1].



A =

2 −1 3

1 0 2

4 1 −2

 ,,a) B =

 1
2

1
3

1
4

1 −1 2

3 5 −6

,b) C =

 3 0 −2

0 5 0

−1 0 4

,c)

D =

4 2 1

2 3 −1

1 −1 2

,d) E =

1 2 3

0 4 5

0 0 6

,e) D =

4 2 1

2 3 −1

1 −1 2

.d)

Zadanie 3. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

A =


1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

,a) B =


5 0 0 2

0 3 0 0

1 0 4 0

0 0 0 6

,b) C =


2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 5 0

0 0 0 7

.c)

4. Odpowiedzi

Odpowied¹ 1.

A−1 =

[
3
5 − 7

10

− 1
5

2
5

]
,a) B−1 =

[
−2 −5

−1 −3

]
,b) C−1 =

[
− 2

3
1
3

1
2 0

]
.c) D−1 =

[
1
2 0

0 1
5

]
,d)

E−1 nie istniejee) F =

[
2 0

3 4

]
,f) G =

[
−i 1

1− 2i 1 + i

]
,g) H =

[
2

ln 3 − 1
2 ln 3

−2 1

]
.h)

Odpowied¹ 2.

A−1 =

 4
7 − 1

7
5
7

2
7

1
7

6
7

3
7

1
7 − 2

7

,a) B−1 =

−1 13
16

11
48

3 − 15
16 − 3

16

2 − 3
8 − 5

24

,b) C−1 =

 4
11 0 2

11

0 1
5 0

1
11 0 3

11

,c)

D−1 =

 7
13 − 4

13 − 5
13

− 4
13

5
13

6
13

− 5
13

6
13

9
13

,d) E−1 =

1 − 1
2 − 1

3

0 1
4 − 5

24

0 0 1
6

,e) D−1 =

 7
13 − 4

13 − 5
13

− 4
13

5
13

6
13

− 5
13

6
13

9
13

.d)

Odpowied¹ 3.

det = 0, A−1 nie istnieje,a) B−1 =


1
5 0 0 − 1

10

0 1
3 0 0

− 1
20 0 1

4 0

0 0 0 1
6

,b) C−1 =


1
2 0 0 0

0 1
3 0 0

0 0 1
5 0

0 0 0 1
7

.c)
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