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Macierze odwrotne. Czes$é 2 — wyznaczanie macierzy odwrotnych
z wykorzystaniem dopelnien algebraicznych

Streszczenie. Artykut stanowi kontynuacje pracy pt. Macierze odwrotne. Cze$é 1 - definicje,
wlasnosci, wyznaczanie macierzy odwrotnych z definicji. W tej czesci oméwiono alternatywna me-
tode wyznaczania macierzy odwrotnych, oparta na wzorze wykorzystujacym macierz dopelnien
algebraicznych. Wprowadzono definicje dopelnieri algebraicznych oraz macierzy dotaczonej, a na-
stepnie podano i udowodniono wzér potrzebny do wyznaczania macierzy odwrotnej. Wszystkie
zagadnienia zilustrowano szczegélowo omoéwionymi przykladami. Na konicu artykutu znajduja sie
zadania do samodzielnego rozwiazywania wraz z odpowiedziami.

Stowa kluczowe: macierz, macierz odwrotna, wyznacznik, dopelnienie algebraiczne, macierz do-
pelnien algebraicznych, macierz dotaczona.

1. Wiadomosci wstepne

W poprzednim artykule dotyczacym macierzy odwrotnych [1] szczegétowo omowiono definicje macie-
rzy odwrotnej, jej wlasnosci oraz sposob jej wyznaczania na podstawie definicji. W niniejszym artykule
zachowujemy wszystkie stosowane tam oznaczenia.

Opisywana w tej pracy metoda, wykorzystujaca dopelnienia algebraiczne, sprowadza sie do zasto-
sowania jednego wzoru, ktory czesto jest przez studentéw mylnie przyjmowany za definicje macierzy
odwrotnej. Wspomniany wzor podano w nastepnym rozdziale (w twierdzeniu 1) wraz z dowodem jego
poprawnosci.

Przypomnijmy definicje macierzy odwrotne;j:

Definicja 1. Jesli dla macierzy kwadratowej A stopnia n istnieje macierz B, ktdra spetnia zaleino$é
A-B=B-A=1I, (1)

gdzie 1, oznacza macierz jednostkowq stopnia n, to macierz A nazywamy odwracalng, a macierz B
macierzg odwrotng do macierzy A i oznaczamy jako A~".
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Zanim sformultujemy twierdzenie bedgce podstawa omawianej metody, podajemy definicje pojec, kto-
re nalezy przyswoié, aby poprawnie stosowaé ten wzor.

Rozwazamy macierz kwadratowa stopnia n o elementach a;;:

aii ai12 e A1n

a1 Q22 ... dQ2n
A = [a;] =

an1  Aap2 oo Qpn

Definicja 2. Wyznacznik macierzy powstatej z macierzy A przez usuniecie (wykreslenie) jej i-tego wiersza

i j-tej kolumny nazywamy minorem macierzy A odpowiadajgcym elementowi a;; ¢ oznaczamy symbolem
Mij-

Definicja 3. Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe bedgcg wyni-
kiem mnozenia liczby (—1)""7 przez minor M;; odpowiadajacy elementowi a;;. Dopetnienie algebraiczne
elementu a;; oznaczamy symbolem Aj;;:

Ay = (1) M. (2)
Pojecie dopehienia algebraicznego jest zapewne znane Czytelnikom, poniewaz pojawia sie przy oma-
wianiu wyznacznikéw', miedzy innymi w rozwinieciu Laplace’a.

Znajac macierz A, mozemy wyznacza¢ dopelnienia algebraiczne jej dowolnych elementow.

Przyklad 1. Wyznaczy¢ dopelnienia algebraiczne elementéw aq1, a2, ass, as; macierzy

-1 2 0
A=1| 2 3 )
0 4 -3

Korzystajac ze wzoru (2), obliczamy dopelnienia algebraiczne:

IKrotki kurs obliczania wyznacznikow podaje artykut [5]. Doktadniejsze omoéwienie mozna znalezé w [3] lub [4].



_|_ —
dla aig - A11 = (—1)1+1 . M11 = (—1)2 - det | 3 5 = i 2 = —29,
|4 -3
— = = 2 5
dla aig . A12 = (—1)1+2 . M12 = (—1)3 - det 2 | 5 = — 0 3 = 67
I 3]
(-1 2 | ] Lo
dla a3 Agg = (—1)2+3 . M23 = (—1)5 . det _— _— —|— = — O 4 = 4’
| 0 4 | ]
| 2 2 0
dla asy A31 = (—1)3+1 . M31 = (—1)4 - det | 3 5 = 3 5 =10.
_|_ —

Podczas obliczania dopelnienia algebraicznego elementu a;; jego warto$¢ nie ma znaczenia. We

wzorze (2) element a,;; nie wystepuje.

Z dopelnien algebraicznych wszystkich elementéw macierzy A = [a;;] mozna zbudowa¢ macierz do-
pelnien algebraicznych:

A A ... A,
A1 Az ... Agy
Anl An2 s Ann

Nam bedzie jednak potrzebna macierz powstata poprzez transponowanie tej macierzy, nazywana macie-
rza dolaczona i oznaczana jako AP:

T
All A12 v Aln All A21 e Anl
AD B [A ]T A21 A22 - Agn A12 A22 A Ang
Anl An2 v Ann Aln A2n .o Ann
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Poniewaz jest to ta sama macierz co w przyktadzie 1, wykorzystamy wczesniej obliczone dopelnienia
algebraiczne. Wystarczy wyznaczy¢ pozostate:

Ay = ()]0 = (1)) = 8,

An = (-1 ] 0= (1) =6,
s A B G R
Ay = (192 U= (1) = 5,
Agg = (-1 2 = (18- = 7

Macierz dotaczong otrzymamy, transponujac macierz dopelnieri algebraicznych:

T
-29 6 8 -29 6 10
AP = 6 3 4 =] 6 3 5
10 5 -7 8 4 -7

2. Wyznaczanie macierzy odwrotnej ze wzoru z wykorzystaniem
dopelnien algebraicznych

Jezeli potrafimy znalezé macierz dotaczong AP macierzy kwadratowej i nieosobliwej, to ponizsze
twierdzenie wprowadza wzoér pozwalajacy na wyznaczenie macierzy odwrotnej.

Twierdzenie 1. Jezeli A jest macierzqg odwracalng, a AP jest jej macierzq dotgczong, to:

1
Al = AP, 3
det A ( )

Dowdd. Dowod przeprowadzono na podstawie ksiazki [2].
Oznaczmy przez W = [w;;] iloczyn macierzy A i jej macierzy dotgczonej AP,

a1 a2 ... Qin A A .0 A
W A AD a921 a2 P agn A12 Agg e Ang
Anl Ap2 ... Qpp A1 Ao ... Apn

Element w;; tej macierzy jest wynikiem mnozenia i-tego wiersza macierzy A przez j—tga kolumne macierzy
AP:
wij = a1 A + apljo + ..+ ainAjn.
Jezeli i = j, to
wi; = @it At + aipAio + ...+ ainAip = det A



poniewaz powyzsza réownosé jest rozwinieciem Laplace’a wzgledem i-tego wierszaZ.

Pokazemy, ze dla i # j zachodzi w;; = 0. W tym celu rozpatrzmy pomocniczg macierz A’, powstata
z macierzy A przez zamiane j—tego wiersza na wiersz i—ty. Otrzymana w ten sposob macierz A’ ma dwa
identyczne wiersze: i—ty oraz j—ty.

aill a12 . A1n
a1 aso ... agn
;1 a;2 ... Qin | . ¢ .
1 — 1y wWlersz
A=
a;1 G Doy, | J — ty wiersz
_anl An2 : ann_

Z konstrukcji dopelnien algebraicznych wynika, ze dopelnienia algebraiczne elementéw j—tego wiersza
macierzy A’ sy identyczne z dopelnieniami j—tego wiersza macierzy A:

A;lejl, ;-2:Aj2, ey A;n:Ajn.
Rozwiniecie Laplace’a wzgledem j—tego wiersza macierzy A’ daje:
det A’ = aﬂA;l + CLi2A;2 + ...+ amA;n = aﬂAjl + aiQAjQ + ...+ amAjn = W;j.

Poniewaz w macierzy A’ dwa wiersze sa identyczne, to det A’ = 0. Zatem w;; = det A’ = 0.
Podsumowujac, mamy:

0, dla i # 7,

A-AP =[wy], gdzie wi; =
det A, dlai=j.

Otrzymujemy wiec:

det A 0 ... 0
0 detA ... 0

A AP = , o | =detA -1
0 0 ... detA

2 O rozwinigciu Laplace’a mozna poczyta¢ w [5], str. 146, lub [3], str. 165.
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Poniewaz A jest odwracalna, to det A # 0, co oznacza, ze istnieje macierz A~'. Mnozac obustronnie

réwnanie przez ﬁ, otrzymujemy:
A AP =detA-T |- !
det A
1
ot A A AP =1 |-A"!zlewej strony
1
AT A. = AD_A LT
det A
1
I.——AP=A"!
det A ’
czyli:
1
Al = AP,
det A
|

Zalozenie o odwracalnos$ci macierzy A jest kluczowe, poniewaz gwarantuje, ze det A # 0, a wzor

(3) jest poprawny. Przed zastosowaniem wzoru nalezy zawsze sprawdzi¢, czy to zalozenie jest

spelione. Oznacza to, ze obliczenia musimy rozpoczaé¢ od wyliczenia wyznacznika.

Przyklad 3. Wyznaczy¢ macierz odwrotna do macierzy
3 2]

A:[
1 0

Zaczynamy od wyznacznika:

detA=3-0—-2-1=-2.

Wyznacznik jest r6zny od zera, wiec macierz jest odwracalna.
Nastepnym krokiem jest wyznaczenie macierzy dotaczonej A”. Dopelnienia algebraiczne sa nastepu-

jace:
A = (1) det [0} =0, Ap=(-1)"*2det [1] — 1,

Agp = (—1)*! det [2} =2, Agpy = (—1)**2det [3] =3

Macierz dotaczona to transponowana macierz zbudowana z dopelnieri algebraicznych:
T T

0 =1 | 0 =2

-2 3] -1 3]

Podstawiajac do wzoru na macierz odwrotna:

All A12

AP =
Asy  Agp




Sprawdzenie °:

_ 3 2 0 1
A . A 1 - ll 0‘| ' [1 _3‘| -
2 2

Macierz odwrotna zostata poprawnie wyznaczona.

3.042-
1-0+0-

N N|—

Przyklad 4. Wyznaczmy macierz odwrotna do macierzy

Macierz Z zostala zaczerpnieta z pracy [5], w ktére] mozna znalezé¢ dokladne omoéwienie sposobu
obliczenia jej wyznacznika. Wyznacznik ten wynosi

detZ =8 # 0,

co oznacza, ze macierz odwrotna istnieje.
Obliczamy dopelnienia algebraiczne:

1 0 2 0 1
Zy1 = (—1)? =5 Zyp = (—1)3 =2 Zy3 = (—1)4 =-1
n =07 2= (00 =D
2 1 1 1 1 2
Zy = (—1)3 =7  Zyp=(-1)* =2 Zoz = (—1)° =3
n= (DN g 2= (DN e
2 1 1 1 1 2
Zgy = (~1)* =3 Zy=(-1) =2 Zy=(-1) —1
n=CDT =00, =00
Budujemy z nich macierz dotaczona Z”:
T
Z11 Zi2 213 Z11 Zo1 43 5 =7 3
ZP = |Zoy Zoy Zog| = |Ziz Zoz Zs2|=| 2 2 -2
Z31 Zza 33 Z13 Zaz 33 -1 3 1
Ostatecznie, stosujac wzor (1), otrzymujemy:
5 7 3
FEES A e
oos o) [ E
Sprawdzamy poprawno$¢ wyniku:
1 21 2 -7 3 100
Z-Z27'=\0 1 2 2 -Zl=]010
1 -1 3] |-+ 3 1 0 0 1

3 Majac pewnosé, ze macierz jest odwracalna wystarczy sprawdzié tylko jedna z réwnosci A- A~ =Tlub A~1.-A =1
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Odpowiedni iloczyn jest macierza odwrotng, wiec znalezliSmy prawidtowa macierz odwrotng.

Przyklad 5. Znajd7my macierz odwrotng do macierzy:

2 -1 1
B= |0 1 2
3 -2 -1

Ta sama macierz pojawila sie w artykule [1] w przykladzie 6, gdzie pokazano, jak wyznaczy¢ macierz
odwrotna do B, wykorzystujac definicje macierzy odwrotnej. Czytelnik moze wiec poréwnaé obie metody.
Obliczamy wyznacznik macierzy:

2 -1 1
detB = |0 1 2| = —3.
3 -2 -1

Poniewaz det B # 0, macierz odwrotna istnieje.
Obliczamy dopelnienia algebraiczne, od razu budujac z nich macierz:

— _T

1 2 0 2 0 1

—1)2 —1)3 —1)4
()_2_1()3_1()3_2
-1 1 2 1 2 -1

B” = [(-1)3 —1)4 —1)5
()_2_1()3_1()3_2
-1 1 2 1 2 -1

—1)* —1)° —1)¢
_( ) 9 ( )02 ( )o 1l

Obliczamy wartosci poszczegdlnych wyznacznikéow i transponujemy macierz dotgczona:

T
3 6 -3 3 -3 -3
BP=|-3 -5 1| =| 6 -5 -4
-3 —4 2 -3 1 2

Korzystajac ze wzoru (3), obliczamy B~1:

1 3 =3 -3 -1 1 1
-1 _ — 5 4
-3 1 2 1 -§ -%

Sprawdzajac wynik w pracy [1], mozna zauwazy¢, ze otrzymana macierz odwrotna jest identyczna z ta
uzyskang inng metoda. Poniewaz macierz moze mie¢ tylko jedng odwrotna, nie ma potrzeby dodatkowej
weryfikacji — wynik jest poprawny.



Przyklad 6. Wyznaczmy macierz odwrotng do macierzy:

1 010

1 1

C— 0 0
1 0 0 1
1 100
Obliczamy wyznacznik macierzy:
1010
det C = 0 1 01 =2

10 0 1
1100

Poniewaz det C # 0, macierz odwrotna istnieje.
Podczas obliczania macierzy CP wykorzystamy fakt, ze czynnik (—1)i7, przez ktéry mnozone sa
kolejne wyznaczniki w dopelnieniach algebraicznych, przyjmuje na zmiane wartosci 11 —1.

T 1o 01 1 o1 o 1"
00 o1 0 - 0
10 0 00 1o 110
0 1o 1o 10 1
1o 0 1 11 -1 o1 |1
10 0 oo Jo1o |11 o0
cP =

o010 110 00 1
101 -0 0 1 11 o 1 0
1 oo |10 o0 10 0
o010 110 |1oo 1
i o 001 =011 Jo1o0
oo 1o1 o1 pool |

ch =
1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
Macierz odwrotna ma postac:

0 1 0 -4 % 4
ci_ Lo 1 -1 o i -3 3
202 1 -1 -1 |1 & -1 -1
0o 1 1 -1 0o 3 3 -3



144 3. ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

W celu weryfikacji wyniku wygodniej jest skorzystaé¢ z macierzy C~! przed wymnozeniem przez %:

1010 0 -1 1 1 2.0 00
1 - 1
C.cot_ [0 o1 1jo 1 -1 1 10 20 0]
1001 22 1 -1 -1/ 200 20
110 0 0 1 1 -1 000 2

Przyklad 7. Wyznaczmy macierz odwrotna do macierzy
b
D= [a 1 .
c d
Aby macierz byla odwracalna, jej wyznacznik musi by¢ rézny od zera.

det D = ad — be,

wiec aby istniala macierz odwrotna, musi zachodzi¢ warunek ad # bc.
Macierz dopelnieni algebraicznych ma postac:

po _ |1 detld (1)3det[c]r_ [ d Cr
(—1)3det[b] (—1)*det[q] b al

Wstawiajac obliczone det D oraz DP do wzoru na macierz odwrotna, otrzymujemy ogdlny wzoér* na,
macierz odwrotng do macierzy stopnia drugiego:

1 d —b
D !'= .
ad — be [—c a]

Wyznaczanie macierzy odwrotnych dla macierzy kwadratowych stopnia drugiego jest szybkie i proste

dzieki zastosowaniu wyprowadzonego wczesniej wzoru. Wystarczy podstawi¢ odpowiednie wartosci:

-1
[ e — B
-5 1 3-1—(=2)-(=5) |5 3 -5 -2
3. Zadania do samodzielnego rozwiazania
Zadanie 1. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:
4 — 2 2
a) A = 7, b) B = 3 5, c)C:0 , d)D = 0,
2 6 ) 3 4 0 5
2v2 4 Lo 1—i i In3 1
E= . ) F=| 2 G= h) H = 2 0
N N T T T R | PO

Zadanie 2. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

4Ten sam wzor zostal wyprowadzony w pracy [1].
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Zadanie 3. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:
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4. Odpowiedzi

Odpowiedz 1.
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a) det = 0, A~! nie istnieje, b)B~! = {
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