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Caªka oznaczona � obliczanie pól obszarów ograniczonych przez
krzywe zadane w postaci jawnej

Streszczenie. Prezentowany artykuª jest zebraniem metod obliczania pól trapezów krzywoli-
niowych wyznaczonych przez krzywe postaci y = f(x) oraz obszarów zawartych mi¦dzy wykresami
dwóch funkcji zadanych w postaci jawnej. Ma na celu zaprezentowanie przyst¦pnej formy rozwi¡-
zywania charakterystycznych przykªadów, po prze±ledzeniu których mo»liwa b¦dzie samodzielna
praca nad dalszymi zadaniami.

Sªowa kluczowe: caªka oznaczona, pole, krzywa, wzór Newtona�Leibniza, trapez krzywoliniowy.

1.Wst¦p

Analiza matematyczna jest dziedzin¡, która ksztaªtowaªa si¦ przez tysi¡ce lat. Ju» staro»ytni Egip-

cjanie i Babilo«czycy rozwa»ali problemy zwi¡zane z obliczaniem pól ró»nych �gur. Rzeczywisty aparat

matematyczny rozwini¦ty zostaª jednak przez staro»ytnych Greków, a pierwszym przeªomem byªy do-

kªadne prace Archimedesa. Jednym spo±ród problemów, które rozwi¡zaª, jest obliczenie pola obszaru

zawartego pomi¦dzy ªukiem paraboli i jej ci¦ciw¡. W tym celu wykorzystywaª on metod¦ wyczerpywania,

któr¡ nazwa¢ mo»emy pra�caªkowaniem (zob. [1]).

Przez nast¦pne stulecia (zob. [2]) matematyka odkryta przez Greków pozostawaªa w centrum zaintere-

sowa« uczonych. Kamieniem milowym w rozwoju analizy matematycznej byªo niezale»ne odkrycie rachun-

ku ró»niczkowego i caªkowego przez Isaaca Newtona oraz Gottfrieda Wilhelma Leibniza w XVII wieku.

Co ciekawe, formalnie nazw¦ rachunku caªkowego zawdzi¦czamy jednemu z braci Bernoullich, który wpro-

wadziª okre±lenie calculus integralis w miejsce u»ywanego wcze±niej calculus summatoris. W nast¦pnych

latach wielu wybitnych matematyków, takich jak Augustin Louis Cauchy czy Leonhard Euler, pochylaªo

si¦ nad rozwojem dziedziny, cho¢ obowi¡zuj¡c¡ dzi± de�nicj¦ caªki oznaczonej podaª dopiero w XIX wieku

Bernhard Riemann.
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We wspóªczesnych podr¦cznikach do analizy matematycznej funkcjonuje kilka równowa»nych de�nicji

caªki oznaczonej Riemanna1. Przykªadowo jedna z nich odwoªuje si¦ do istnienia sko«czonej granicy

ci¡gu sum Riemanna lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi (interpretacj¦ sumy Riemanna przedstawiono na rys. 1), a inna

do równo±ci caªek górnej i dolnej Riemanna, b¦d¡cych ograniczeniami sum caªkowych (zob. [6], [7]).

Rysunek 1. Funkcja f w przedziale [a, b] z zaznaczonym przedziaªem [xi−1, xi] oraz punktem po±rednim ξi

Dogª¦bne zrozumienie powy»szych konceptów nie jest jednak konieczne do obliczania pól obszarów

w ukªadzie wspóªrz¦dnych. Caªk¦ oznaczon¡ z funkcji f w granicach od a do b oznaczamy

b∫
a

f(x) dx. Aby

oblicza¢ caªki oznaczone, b¦dziemy korzysta¢ z poni»szej wªasno±ci, zwanej wzorem Newtona�Leibniza.

Twierdzenie 1. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b] oraz F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡

funkcji f , to
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w wi¦kszo±ci podr¦czników do analizy matematycznej

(np. [5], s. 250). Ró»nic¦ F (b)−F (a) oznaczamy zapisem [F (x)]
b
a lub F (x)

∣∣b
a
i czytamy: warto±¢ funkcji F

w granicach od a do b.

Uwaga 1. Ci¡gªo±¢ jest warunkiem wystarczaj¡cym dla caªkowalno±ci. Nie jest jednak warunkiem ko-

niecznym � istniej¡ funkcje nieci¡gªe i caªkowalne. W tym artykule zajmiemy si¦ wyª¡cznie funkcjami

ci¡gªymi.

1 Istniej¡ równie» inne caªki b¦d¡ce uogólnieniami caªki Riemanna. Najpopularniejszymi s¡ caªka Riemanna-Stieltjesa
oraz caªka Lebesgue'a (zob. [7]).
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2. Obliczanie pola trapezu krzywoliniowego

Caªka oznaczona jest u»ywana do obliczania pól obszarów w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Przy obliczaniu pól �gur geometrycznych nie mo»e doj±¢ do sytuacji, w której otrzymujemy ujemne pole.

Zauwa»my, »e krzywa y = f(x) mo»e znajdowa¢ si¦ równie» pod osi¡ OX. Z tego powodu sama caªka

Riemanna mo»e by¢ ujemna.

W tym artykule obszar w ukªadzie wspóªrz¦dnych oznaczany b¦dzie przez A, a jego pole przez P (A).

Twierdzenie 2. Pole obszaru A ograniczonego przez krzyw¡ y = f(x), proste x = a, x = b oraz o± OX

w przypadku ogólnym opisane jest wzorem

P (A) =

b∫
a

|f(x)| dx.

Obszar ten nazywamy trapezem krzywoliniowym.

Przykªad 1. Policzmy pole obszaru ograniczonego przez krzyw¡ y = x2 + 1, proste x = 0, x = 1 oraz

o± OX.

Zacznijmy od narysowania wykresu funkcji i zaznaczenia obszaru (rys. 2).

Rysunek 2. Obszar A ograniczony wykresem funkcji f(x) = x2 + 1, osi¡ OX oraz prostymi x = 0 i x = 1

Pole tego obszaru to

P (A) =

1∫
0

|x2 + 1| dx.

Poniewa» krzywa y = x2 + 1 le»y nad osi¡ OX, mo»emy pomin¡¢ moduª i obliczy¢ caªk¦ oznaczon¡

ze wzoru Newtona�Leibniza. Aby to zrobi¢, musimy znale¹¢ funkcj¦ pierwotn¡. Jest ni¡ ka»da funkcja
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postaci F (x) =
x3

3
+ x+ C, gdzie C ∈ R, bo

∫
x2 + 1 dx =

x3

3
+ x+ C.

Pozostaje podstawi¢ do wzoru:

A =

1∫
0

x2 + 1 dx =

[
x3

3
+ x+ C

]1
0

=
1

3
+ 1 + C −

(
0

3
+ 0 + C

)
=

4

3
.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 4
3 .

Uwaga 2. Zauwa»my, »e staªe caªkowania pochodz¡ce od caªek nieoznaczonych zawsze si¦ redukuj¡,

zatem mo»emy je w przyszªo±ci pomin¡¢. Z tego samego powodu w twierdzeniu 1 funkcja F jest dowoln¡

funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f .

Przykªad 2. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzyw¡ y = x3−x, o± OX oraz proste x = − 3
2

i x = 1.

W takiej postaci nie wida¢ od razu, czy krzywa znajduje si¦ nad czy pod osi¡ OX. Niech f(x) = x3−x.
Podejrzewamy, »e w zadanym przedziale funkcja f mo»e przyjmowa¢ warto±ci zarówno dodatnie, jak

i ujemne. Musimy zatem okre±li¢ przedziaªy, w których funkcja f ma staªy znak. Zaczynamy od znalezienia

miejsc zerowych funkcji f :

x3 − x = 0⇔ x(x2 − 1) = 0⇔ x(x− 1)(x+ 1) = 0⇔ x ∈ {−1, 0, 1}.

Funkcja f jest ci¡gªa, wi¦c w przedziaªach (−1, 0) i (1,∞) przyjmuje ona warto±ci dodatnie, natomiast

w przedziaªach (−∞,−1) i (0, 1) przyjmuje warto±ci ujemne.

Rysunek 3. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(x) = x3 − x i osi¡ OX
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Z tego powodu nie mo»emy bezpo±rednio stwierdzi¢, jakie pole b¦dzie miaª zadany obszar. Zapomnijmy

na chwil¦ o wzorze i policzmy osobno trzy caªki oznaczone zwi¡zane z obszarami A1, A2 i A3:

I1 =

−1∫
− 3

2

x3 − x dx =

[
x4

4
− x2

2

]−1
− 3

2

=
1

4
− 1

2
−
(

81

64
− 9

8

)
= −1

4
− 9

8

(
9

8
− 1

)
= − 8

64
− 9

64
= −25

64
,

I2 =

0∫
−1

x3 − x dx =

[
x4

4
− x2

2

]0
−1

= 0− 0−
(

1

4
− 1

2

)
=

1

4
,

I3 =

1∫
0

x3 − x dx =

[
x4

4
− x2

2

]1
0

=
1

4
− 1

2
− (0− 0) = −1

4
.

Caªki oznaczone opisuj¡ce obszary A1 oraz A3 maj¡ ujemny znak. Jest to spowodowane tym, »e roz-

patrywana krzywa le»y pod osi¡ OX. Gdyby±my chcieli teraz posumowa¢ wszystkie wyliczone caªki,

to otrzymaliby±my − 25
64 . Oczywi±cie »adna �gura geometryczna nie mo»e mie¢ ujemnego pola. Aby po-

liczy¢ pole, musimy uwzgl¦dni¢ moduªy. Zatem pole caªego obszaru A, skªadaj¡cego si¦ z obszarów A1,

A2 oraz A3 to:

P (A) = |I1|+ |I2|+ |I3|
df.
= −I1 + I2 − I3 =

57

64
.

Pami¦taj!

Caªka oznaczona mo»e by¢ ujemna, podczas gdy pole �gury geometrycznej nie.

Gdyby odbi¢ symetrycznie wzgl¦dem osi OX cz¦±¢ wykresu funkcji f le»¡c¡ pod t¡ osi¡, odlegªo±ci

pomi¦dzy warto±ciami funkcji a osi¡ nie zmieni¡ si¦. Powinni±my wi¦c otrzyma¢ to samo pole.

Rysunek 4. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(x) = |x3 − x| i osi¡ OX

Z de�nicji warto±ci bezwzgl¦dnej mamy

∣∣x3 − x∣∣ =

{
x3 − x dla x ∈ [−1, 0] ∪ [1,∞)

−x3 + x dla x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1).
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Zatem

P (A1) =

−1∫
− 3

2

|x3 − x| dx df.
=

−1∫
− 3

2

−x3 + x dx =

[
−x

4

4
+
x2

2

]−1
− 3

2

=
25

64
,

P (A2) =

0∫
−1

|x3 − x| dx df.
=

0∫
−1

x3 − x dx =

[
x4

4
− x2

2

]0
−1

=
1

4
,

P (A3) =

1∫
0

|x3 − x| dx df.
=

1∫
0

−x3 + x dx =

[
−x

4

4
+
x2

2

]1
0

=
1

4
.

St¡d pole caªego obszaru to

P (A) = P (A1) + P (A2) + P (A3) =
57

64
.

W obu przypadkach otrzymali±my ten sam wynik.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 57
64 .

Wniosek 1. Na przykªadzie pokazali±my, dlaczego w twierdzeniu 2 znajduje si¦ warto±¢ bezwzgl¦dna

w funkcji podcaªkowej. Intuicyjnie korzystali±my równie» z wªasno±ci addytywno±ci caªki wzgl¦dem prze-

dziaªu caªkowania:
c∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

Wniosek 2. Aby obliczy¢ powy»sz¡ caªk¦, mogliby±my od razu napisa¢, »e

P (A) =

1∫
− 3

2

|x3 − x| dx = −
−1∫
− 3

2

x3 − x dx

︸ ︷︷ ︸
P (A1)

+

0∫
−1

x3 − x dx

︸ ︷︷ ︸
P (A2)

+

− 1∫
0

x3 − x dx


︸ ︷︷ ︸

P (A3)

oraz obliczy¢ elementarne caªki.

Podsumowuj¡c, aby obliczy¢ pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzyw¡ a osi¡ OX, nale»y uwzgl¦d-

ni¢ znak funkcji opisuj¡cej t¦ krzyw¡ w zadanym przedziale. Mo»emy podzieli¢ dan¡ �gur¦ na mniejsze

obszary i liczy¢ osobno ich pola, pami¦taj¡c o znaku, albo skorzysta¢ ze wzoru i de�nicji warto±ci bez-

wzgl¦dnej. Okazuje si¦, »e to drugie podej±cie jest wygodniejsze, poniewa» wystarczy zapami¦ta¢ jeden

wzór.

Przykªad 3. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzyw¡ y = sinx, o± OX oraz proste x = −π2
i x = π

2 .

Wiemy, »e funkcja sinus przyjmuje warto±ci niedodatnie w przedziale
[
−π2 , 0

]
oraz nieujemne w prze-

dziale
[
0, π2

]
.
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Rysunek 5. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(x) = sinx i osi¡ OX

Korzystamy ze wzoru i zapisujemy:

P (A) =

π
2∫

−π2

| sinx| dx =

0∫
−π2

− sinx dx+

π
2∫

0

sinx dx.

Przed caªk¦ oznaczon¡, podobnie jak dla caªki nieoznaczonej, mo»emy wyª¡czy¢ staª¡:

0∫
−π2

− sinx dx+

π
2∫

0

sinx dx = −
0∫

−π2

sinx dx+

π
2∫

0

sinx dx =

= − [− cosx]
0
−π2

+ [− cosx]
π
2
0 = − [−1− 0] + [−1− 0] = 2.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 2.

Uwaga 3. W tym przykªadzie mogliby±my równie» skorzysta¢ z nieparzysto±ci funkcji sinus. Poniewa»

sin (−x) = − sin (x), a w przedziale
[
0, π2

]
funkcja sinus przyjmuje warto±ci dodatnie, mamy:

π
2∫

−π2

| sinx| dx = 2

π
2∫

0

sinx dx = 2 [− cosx]
π
2
0 = 2 [0− (−1)] = 2.

Przykªad 4. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzyw¡ y = | lnx|−1, o± OX oraz proste x = 1
e

i x = e+ 1.

Zaczynamy od wykonania rysunku pogl¡dowego. Cz¦±¢ wykresu funkcji f(x) = lnx, która le»y pod

osi¡ OX, odbijamy symetrycznie wzgl¦dem osi OX, a nast¦pnie caªy wykres przesuwamy o jedn¡ jed-

nostk¦ w dóª (rys. 6).
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Rysunek 6. Trapez krzywoliniowy z przykªadu 4

Korzystaj¡c ze wzoru, zapisujemy:

P (A) =

e+1∫
1
e

∣∣| lnx| − 1
∣∣ dx.

Podobnie jak w poprzednich zadaniach, aby obliczy¢ powy»sz¡ caªk¦, nale»y poprawnie opu±ci¢ moduª.

Okre±lmy, w jakich przedziaªach funkcja pod zewn¦trzn¡ warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ jest nieujemna:

| lnx| − 1 ≥ 0⇔ | lnx| ≥ 1⇔ (lnx ≥ 1 ∨ lnx ≤ −1)⇔
(
x ≥ e ∨ x ≤ e−1

)
.

Funkcja pod zewn¦trzn¡ warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ przyjmuje warto±ci nieujemne wtedy i tylko wtedy, gdy

x ∈ (0, 1e ] ∪ [e,∞). Mo»emy wi¦c zapisa¢, »e

e+1∫
1
e

∣∣| lnx| − 1
∣∣ dx = −

e∫
1
e

| lnx| − 1 dx+

e+1∫
e

| lnx| − 1 dx.

Podobnie jak dla caªek nieoznaczonych, caªka sumy jest równa sumie caªek2, wi¦c

e+1∫
1
e

∣∣| lnx| − 1
∣∣ dx = −

e∫
1
e

| lnx| dx+

e∫
1
e

1 dx+

e+1∫
e

| lnx| dx−
e+1∫
e

1 dx.

Ponownie skorzystamy z de�nicji warto±ci bezwzgl¦dnej, tym razem dla funkcji g(x) = | lnx|. Zauwa»my,

»e | lnx| = − lnx ⇔ x ∈ (0, 1), wi¦c w pierwszym przedziale caªkowania funkcja przyjmuje warto±ci

2Wªasno±¢ ta nazywana jest addytywno±ci¡ caªki wzgl¦dem funkcji podcaªkowej. Wi¦cej wªasno±ci mo»na znale¹¢ na stro-
nie 140 w [6].
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ró»nych znaków. Z tego powodu zapisujemy pierwsz¡ caªk¦ jako sum¦ dwóch caªek:

−
e∫

1
e

| lnx| dx =

1∫
1
e

lnx dx−
e∫

1

lnx dx.

Pole interesuj¡cego nas obszaru zapisujemy ostatecznie jako sum¦ caªek elementarnych, które mo»emy

ªatwo policzy¢:

P (A) =

1∫
1
e

lnx dx−
e∫

1

lnx dx+

e∫
1
e

1 dx+

e+1∫
e

lnx dx−
e+1∫
e

1 dx.

Aby wyznaczy¢ caªk¦3 z lnx, b¦dziemy caªkowa¢ przez cz¦±ci:∫
lnx dx =

∣∣∣∣∣ u(x) = lnx v′(x) = 1

u′(x) = 1
x v(x) = x

∣∣∣∣∣ = x lnx−
∫
dx = x lnx− x+ C.

Wyznaczamy caªki b¦d¡ce skªadnikami caªkowitego pola obszaru:

I1 =

1∫
1
e

lnx dx = [x lnx− x]
1
1
e

= −1−
(

1

e
ln

1

e
− 1

e

)
= −1− 1

e
ln

1

e
+

1

e
,

I2 =

e∫
1

lnx dx = [x lnx− x]
e
1 = e− e− (−1) = 1,

I3 =

e∫
1
e

1 dx = [x]
e
1
e

= e− 1

e
,

I4 =

e+1∫
e

lnx dx = [x lnx− x]
e+1
e = (e+ 1) ln (e+ 1)− (e+ 1)− (e− e) =

= (e+ 1)[ln (e+ 1)− 1],

I5 =

e+1∫
e

1 dx = [x]
e+1
e = e+ 1− e = 1.

Ostatecznie:

P (A) = I1 − I2 + I3 + I4 − I5 =

= −1− 1

e
ln

1

e
+

1

e
− 1 + e− 1

e
+ (e+ 1)[ln (e+ 1)− 1]− 1 = −3 +

1

e
+ e+ (e+ 1)[ln (e+ 1)− 1].

Gdy otrzymujemy taki wynik, warto sprawdzi¢, czy na pewno otrzymali±my dodatnie pole. Warto

zapami¦ta¢ przybli»enie (z niedomiarem) 1
e ≈ 0, 36. W naszym wyniku −3 + 1

e + e > 0 i ln (e+ 1) > 1,

3Alternatywnie, zamiast najpierw liczy¢ caªk¦ nieoznaczon¡, mo»emy bezpo±rednio caªkowa¢ przez cz¦±ci, korzy-
staj¡c z nast¦puj¡cego twierdzenia: je»eli u, v s¡ funkcjami zmiennej x oraz ich pochodne s¡ ci¡gªe w [a, b], to∫ b
a uv′ dx = [uv]ba −

∫ b
a u′v dx. W tym przykªadzie mamy trzy caªki z tej samej funkcji w ró»nych granicach, wi¦c szybciej

b¦dzie, je±li najpierw znajdziemy caªk¦ nieoznaczon¡.
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zatem caªe wyra»enie jest wi¦ksze od zera. Warto pami¦ta¢, »e przy obliczaniu caªek oznaczonych opisu-

j¡cych rzeczywiste zjawiska rzadko otrzymamy �ªadny� wynik.

Odp. Pole tego obszaru jest równe: −3 + 1
e + e+ (e+ 1)[ln (e+ 1)− 1].

Przykªad 5. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzyw¡ y = x√
x2−1 , o± OX oraz proste x =

√
2

i x =
√

17.

W tym przykªadzie narysowanie wykresu mo»e by¢ trudne. Wiemy jednak, »e funkcja zadana wzorem

f(x) = x√
x2−1 w przedziale

[√
2,
√

17
]
jest ci¡gªa i przyjmuje warto±ci dodatnie. Mo»emy zatem podstawi¢

bezpo±rednio do wzoru:

P (A) =

√
17∫

√
2

x√
x2 − 1

dx.

Podobnie jak dla caªek nieoznaczonych, gdy liczymy caªki oznaczone, mo»emy caªkowa¢ przez podstawie-

nie. Musimy jednak pami¦ta¢ o zmianie granic caªkowania � gdy zamieniamy zmienn¡ x na t, to granice

równie» musimy przetransformowa¢, dzi¦ki czemu nie b¦dziemy musieli wraca¢ do podstawienia:

P (A) =

√
17∫

√
2

x√
x2 − 1

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = x2 − 1

dt = 2x dx

x
√
2
√
17

t 1 16

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

16∫
1

dt√
t

=
1

2
[2
√
t]161 = [

√
t]161 = 4− 1 = 3.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 3.

Uwaga 4. Oczywi±cie mo»na najpierw policzy¢ caªk¦ nieoznaczon¡, a nast¦pnie skorzysta¢ ze wzoru

Newtona�Leibniza, stosuj¡c jednak powy»sze podej±cie oszcz¦dzamy czas.

3. Pole obszaru zawartego mi¦dzy krzywymi

W poprzednim rozdziale rozwa»ali±my pola trapezów krzywoliniowych. Mo»emy zada¢ sobie pytanie:

co je±li interesuj¡ce nas pole pewnego obszaru zawarte jest pomi¦dzy dwiema krzywymi?

Klasycznym spojrzeniem na rozwi¡zanie powy»szego problemu ( [5], s. 254) jest obliczenie pola obszaru

A ∪ A′ ograniczonego przez górn¡ krzyw¡ oraz o± OX i odj¦cie od niego pola obszaru A′ ograniczonego

przez doln¡ krzyw¡ (zob. rys. 7). Wtedy pole obszaru A opisa¢ mo»emy nast¦puj¡co:

P (A) = P (A ∪A′)− P (A′) =

b∫
a

|f(x)| dx−
b∫
a

|g(x)| dx.

Je»eli wykresy funkcji f oraz g s¡ takie jak na rys. 7 (tzn. f(x) ≥ g(x) dla ka»dego x ∈ [a, b]), to pole

obszaru ograniczonego krzywymi y = f(x) i y = g(x) jest równe

P (A) =

b∫
a

f(x)− g(x) dx.

Mo»e si¦ jednak zdarzy¢ tak, »e krzywe y = f(x) i y = g(x) przecina¢ si¦ b¦d¡ w pewnym miejscu, wi¦c

nie b¦dzie mo»na natychmiastowo okre±li¢, która funkcja jest �górna�, a która �dolna�.
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Rysunek 7. Obszar A zawarty pomi¦dzy krzywymi y = f(x) i y = g(x)

Twierdzenie 3. Pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) oraz prostymi x = a

i x = b w przypadku ogólnym opisane jest wzorem

P (A) =

b∫
a

∣∣f(x)− g(x)
∣∣ dx.

Uwaga 5. Zauwa»my, »e w ukªadzie wspóªrz¦dnych odlegªo±¢ pomi¦dzy dwoma dowolnymi punktami

a i b o tej samej odci¦tej wynosi |a − b|. Wªasno±¢ t¦ zastosowa¢ mo»emy równie» do odlegªo±ci mi¦dzy

punktami nale»¡cymi do wykresów dwóch funkcji f oraz g. Niech h b¦dzie funkcj¡ opisuj¡c¡ tak¡ odlegªo±¢

dla funkcji f i g:

h(x) = |f(x)− g(x)|.

Zwró¢my uwag¦, »e opisanie pola obszaru pomi¦dzy wykresami funkcjami f i g ogranicza si¦ do policzenia

caªki z funkcji h na zadanym przedziale z wykorzystaniem wzoru z poprzedniego rozdziaªu

P (A) =

b∫
a

h(x) dx.

Przykªad 6. W tym przykªadzie policzymy pole obszaru ograniczonego przez krzywe y = x2 oraz

y =
√

8x (rys. 8).

W tre±ci zadania nie jest wprost podany przedziaª caªkowania. To oznacza, »e podane krzywe prze-

cinaj¡ si¦ w pewnych punktach, które musimy znale¹¢. Aby wyznaczy¢ punkty przeci¦cia, wystarczy

rozwi¡za¢ ukªad równa«. Nas jednak interesuj¡ wyª¡cznie ich odci¦te, wi¦c rozwi¡zujemy równanie:

x2 =
√

8x⇔ x4 = 8x⇔ x4 − 8x = 0⇔ x(x3 − 8) = 0⇔ x ∈ {0, 2}.

St¡d otrzymujemy, »e krzywe przecinaj¡ si¦ w punktach o odci¦tych 0 i 2.
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Rysunek 8. Obszar zawarty pomi¦dzy krzywymi y = x2 i y =
√
8x

Aby obliczy¢ pole obszaru A, podstawiamy dane do wzoru:

P (A) =

2∫
0

∣∣√8x− x2
∣∣ dx.

Z de�nicji warto±ci bezwzgl¦dnej mamy:

∣∣√8x− x2
∣∣ =

{ √
8x− x2 dla x ∈ [0, 2]

−
√

8x+ x2 dla x ∈ (2,∞)

Nasz przedziaª caªkowania pokrywa si¦ z przedziaªem dodatniego znaku funkcji pod warto±ci¡ bez-

wzgl¦dn¡, wi¦c mo»emy pomin¡¢ moduª:

P (A) =

2∫
0

∣∣√8x− x2
∣∣ dx =

2∫
0

√
8x− x2 dx =

[
√

8 · 2x
3
2

3
− x3

3

]2
0

=

=
√

8 · 4
√

2

3
− 8

3
=

8

3
.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 8
3 .

Uwaga 6. Czytelnik mógªby zada¢ sobie pytanie, czy istotne jest, która funkcja jest �górna�, a któ-

ra �dolna�. Ostatecznie brany jest pod uwag¦ moduª z ró»nicy tych funkcji, który w obu kon�guracjach

odjemna�odjemnik jest taki sam. Zwró¢my jednak uwag¦, »e gdy od �mniejszej� funkcji odejmiemy �wi¦k-

sz¡�, to funkcja pod warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ b¦dzie ujemna w przedziale, wi¦c dodatkowo konieczne b¦dzie

poprawne opuszczenie moduªu. Gdyby±my w powy»szym przykªadzie zamienili miejscami funkcje pod
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warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡, to otrzymaliby±my:

2∫
0

∣∣x2 −√8x
∣∣ dx df.

=

2∫
0

−x2 +
√

8x dx,

czyli tak¡ sam¡ funkcj¦ podcaªkow¡.

Pami¦taj!

Poprawne okre±lenie poªo»enia funkcji wzgl¦dem siebie oszcz¦dza nam pó¹niejszych operacji na

moduªach. Najªatwiej jest przyj¡¢ konwencj¦ �górna funkcja minus dolna funkcja�.

Przykªad 7. Obliczmy pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzyw¡ y = 1
1+x2 (zwan¡ wersjer¡ lub lokiem

Agnesi) oraz parabol¡ y = 9
4x

2 (rys. 9).

Rysunek 9. Obszar zawarty pomi¦dzy wykresami funkcji f(x) = 1
1+x2

i g(x) = 9
4
x2

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, na pocz¡tku musimy wyznaczy¢ granice caªki oznaczonej,

czyli znale¹¢ odci¦te punktów przeci¦cia krzywych. Aby to zrobi¢, rozwi¡zujemy równanie:

1

1 + x2
=

9

4
x2 ⇔ 9x2(1 + x2) = 4⇔ 9x4 + 9x2 − 4 = 0.

Podstawiaj¡c t = x2, sprowadzamy powy»sze równanie do równania kwadratowego:

9t2 + 9t− 4 = 0,

z którego otrzymujemy rozwi¡zania t1 = − 4
3 i t2 = 1

3 . Z zaªo»enia zmienna t jest kwadratem pewnej liczby

rzeczywistej, wi¦c odrzucamy t1. Z t2 ostatecznie otrzymujemy odci¦te punktów przeci¦cia krzywych:√
3
3 oraz −

√
3
3 .
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Podstawiaj¡c dane do wzoru i pami¦taj¡c o przyj¦ciu konwencji �górna funkcja minus dolna funkcja�,

otrzymujemy:

P (A) =

√
3

3∫
−

√
3

3

∣∣∣ 1

1 + x2
− 9

4
x2
∣∣∣ dx =

√
3

3∫
−

√
3

3

1

1 + x2
− 9

4
x2 dx.

Zauwa»my, »e obszar, którego pola szukamy, jest symetryczny wzgl¦dem osi OY , wi¦c mo»emy zapisa¢:

P (A) = 2

√
3

3∫
0

1

1 + x2
− 9

4
x2 dx.

Zatem

P (A) = 2

√
3

3∫
0

1

1 + x2
− 9

4
x2 dx = 2

[
arctanx− 9

12
x3
]√

3
3

0

= 2

[
π

6
−
√

3

12

]
=
π

3
−
√

3

6
.

Odp. Pole tego obszaru jest równe π
3 −

√
3
6 .

Przykªad 8. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywe y = arctanx i y = π
4x (rys. 10).

Wiemy, »e tan π
4 = 1. Na tej podstawie daje si¦ ªatwo zauwa»y¢, »e zadane krzywe przecinaj¡ si¦

w punktach o odci¦tych −1, 0, 1.

Rysunek 10. Obszar zawarty pomi¦dzy wykresami funkcji f(x) = arctanx i g(x) = π
4
x

Zauwa»my, »e obszary przedstawione na wykresie s¡ symetryczne wzgl¦dem punktu (0, 0). Dzi¦ki temu

mo»emy zapisa¢:

P (A) =

1∫
−1

∣∣∣ arctanx− π

4
x
∣∣∣ dx = 2

1∫
0

arctanx− π

4
x dx = 2

 1∫
0

arctanx dx−
1∫

0

π

4
x dx

 .



66 A.Twardzik

Policzmy pierwsz¡ caªk¦. Caªkuj¡c przez cz¦±ci, otrzymujemy4:

1∫
0

arctanx dx =

∣∣∣∣∣ u(x) = arctanx v′(x) = 1

u′(x) = 1
1+x2 v(x) = x

∣∣∣∣∣ = [x arctanx]
1
0 −

1∫
0

x

1 + x2
dx =

= 1 · arctan 1− 0−
[

1

2
ln
∣∣1 + x2

∣∣]1
0

=
π

4
− 1

2
(ln 2− ln 1) =

π

4
− 1

2
ln 2.

Obliczamy drug¡ caªk¦:
1∫

0

π

4
x dx =

[
π

4
· x

2

2

]1
0

=
π

8
.

Zatem

P (A) = 2

(
π

4
− 1

2
ln 2− π

8

)
=
π

4
− ln 2.

Odp. Pole tego obszaru jest równe π
4 − ln 2.

Przykªad 9. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez |y| = x i 2x+ y − 1 = 0 (rys. 11)5.

Rysunek 11. Obszar zawarty pomi¦dzy |y| = x i 2x+ y − 1 = 0

W tym przykªadzie ªatwiejsze b¦dzie skorzystanie z podstawienia x = f(y). Oznacza to, »e b¦dziemy

caªkowa¢ po zmiennej y. Przeksztaªcaj¡c prost¡ do postaci kierunkowej, otrzymujemy

x = −1

2
y +

1

2
.

4 Mo»na te» najpierw znale¹¢ caªk¦ nieoznaczon¡ i potem zastosowa¢ wzór Newtona�Leibniza. W tym zadaniu mamy
tylko jedn¡ tak¡ caªk¦, wi¦c oszcz¦dzamy czas, stosuj¡c od razu wzór na caªkowanie przez cz¦±ci dla caªki oznaczonej.

5Oczywi±cie mo»emy policzy¢ pole tego obszaru bez wykorzystania caªek, jednak to caªki oznaczone s¡ przedmiotem
tego artykuªu.
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Wyliczmy teraz rz¦dne punktów przeci¦cia krzywych. Musimy rozwi¡za¢ równanie

|y| = −1

2
y +

1

2
.

Po lewej stronie mamy liczb¦ nieujemn¡, wi¦c liczba po prawej stronie te» jest nieujemna, tzn. y ≤ 1.

Przy tym zaªo»eniu mamy

y = −1

2
y +

1

2
∨ y =

1

2
y − 1

2

y =
1

3
∨ y = −1.

Teraz wystarczy, »e podstawimy dane do wzoru, pami¦taj¡c, »e dx w caªce zmienia si¦ na dy:

P (A) =

1
3∫
−1

∣∣∣∣−1

2
y +

1

2
− |y|

∣∣∣∣ dy.
W zadanym przedziale funkcja pod zewn¦trzn¡ warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ przyjmuje warto±ci dodatnie, wi¦c

P (A) =

1
3∫
−1

−1

2
y +

1

2
− |y| dy =

1
3∫
−1

−1

2
y +

1

2
dy −

1
3∫
−1

|y| dy =

=
1

2

1
3∫
−1

−y + 1 dy −
0∫
−1

−y dy −

1
3∫

0

y dy =

=
1

2

[
−y

2

2
+ y

] 1
3

−1
+

[
y2

2

]0
−1
−
[
y2

2

] 1
3

0

=

=
1

2

[
− 1

18
+

1

3
−
(
−1

2
− 1

)]
− 1

2
− 1

18
=

1

3
.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 1
3 .

Uwaga 7. W podobnych zadaniach caªkowanie po zmiennej x oczywi±cie w dalszym ci¡gu jest mo»liwe,

jednak zazwyczaj prowadzi to do dªu»szych oblicze« i konieczno±ci dzielenia obszaru na mniejsze cz¦±ci.

Przykªadowo, w powy»szym zadaniu mogliby±my obliczy¢ pole trójk¡ta ABB′ i odj¡¢ od niego pole

trójk¡ta AB′C. Wtedy otrzymaliby±my nast¦puj¡cy opis pola:

P (A) =

1∫
0

| − 2x+ 1 + x| dx−

1
3∫

0

| − 2x+ 1− x| dx =
1

3
.

Wniosek 3. Czasami caªkowanie po zmiennej y uªatwia obliczenia. Takie sytuacje zdarzaj¡ si¦, gdy

we wzorze zmienna y zadana jest w jakiej± pot¦dze lub gdy zadany jest jej moduª.

Przykªad 10. Obliczmy pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzywymi y = e2x i y = x2e2x.

Zacznijmy od ustalenia, gdzie znajduj¡ si¦ odci¦te punktów przeci¦cia krzywych:

e2x = x2e2x ⇔ e2x − x2e2x = 0⇔ e2x
(
1− x2

)
= 0⇔ (x = 1 ∨ x = −1) .
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Aby podstawi¢ do wzoru, musimy okre±li¢, która funkcja jest �górna� oraz która jest �dolna�. W po-

przednich przykªadach mogli±my w ªatwy sposób narysowa¢ wykresy zadanych krzywych. W tym przy-

padku narysowanie krzywej y = x2e2x mo»e nie by¢ najªatwiejszym zadaniem. Wiemy jednak, »e krzywe

przecinaj¡ si¦ tylko w dwóch punktach, których odci¦te to x = 1 oraz x = −1. Przyjmijmy, »e f(x) = e2x

oraz g(x) = x2e2x. Poniewa» funkcje f i g s¡ ci¡gªe, wystarczy, »e porównamy warto±ci obu funkcji dla do-

wolnego argumentu z przedziaªu (−1, 1), dzi¦ki czemu dowiemy si¦, która krzywa le»y wy»ej w przedziale

caªkowania. Mamy:

f(0) = e0 = 1 i g(0) = 02e0 = 0.

Stwierdzamy, »e krzywa y = e2x le»y nad krzyw¡ y = x2e2x.

Mamy ju» wszystkie dane, wi¦c mo»emy wstawi¢ je do wzoru (od razu pomijamy moduª, bo wiemy,

która funkcja jest �górna�):

P (A) =

1∫
−1

e2x − x2e2x dx =

1∫
−1

(1− x2)e2x dx.

Aby obliczy¢ t¦ caªk¦, dwukrotnie caªkujemy przez cz¦±ci:

1∫
−1

(1− x2)e2x dx =

∣∣∣∣∣ u(x) = 1− x2 v′(x) = e2x

u′(x) = −2x v(x) = 1
2e

2x

∣∣∣∣∣ =

[
1

2
(1− x2)e2x

]1
−1
−

1∫
−1

−2x · 1

2
e2x dx =

= 0− 0 +

1∫
−1

xe2x dx =

∣∣∣∣∣ u(x) = x v′(x) = e2x

u′(x) = 1 v(x) = 1
2e

2x

∣∣∣∣∣ =

[
1

2
xe2x

]1
−1
−

1∫
−1

1

2
e2x dx =

=
1

2
e2 −

(
−1

2
e−2
)
−
[

1

4
e2x
]1
−1

=
1

2
e2 +

1

2
e−2 −

(
1

4
e2 − 1

4
e−2
)

=
1

4

(
e2 + 3e−2

)
=

1

4

(
e2 +

3

e2

)
.

Odp. Pole tego obszaru jest równe 1
4

(
e2 + 3

e2

)
.

4. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Obliczy¢ pola obszarów ograniczonych przez:

krzyw¡ y = −x2 + x
√

2x oraz o± OX,a)

krzyw¡ y =
1

x
sin lnx, proste x = 1, x = eπ oraz o± OX,b)

krzyw¡ y = x4 − 6x3 + 11x2 − 6x, proste x = 0, x = 3 oraz o± OX,c)

krzyw¡ y = − ln (2− x), proste x = 0, x = 1 i y = − ln 2,d)

krzyw¡ y = earcsin x, proste x = 0, x = 1 oraz o± OX.e)
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Zadanie 2. Obliczy¢ pola obszarów ograniczonych przez:

y = cos 2x, y = − sin2 x, x = −π
2
i x =

π

2
,a)

y2 = −x+ 1 i y2 = 2x− 1,b)

y = | lnx| i y = − |lnx|+ 2,c)

y = 2x3 − 2x i y = 5
2x,d)

y = arccosx, y = arcsinx i o± OY .e)

Podobne zadania mo»na znale¹¢ w [3], [4], [6].

Odpowied¹ 1.

8
15 ,a) 2,b) 49

30 ,c) 1− ln 2,d) 1
2

(
e
π
2 − 1

)
.e)

Odpowied¹ 2.

π
2 ,a) 2

√
3

9 ,b) 2
(
e+ 1

e − 2
)
,c) 81

16 ,d) 2−
√

2.e)

Podzi¦kowania

Autor pragnie podzi¦kowa¢ recenzentom za trud wªo»ony w recenzje oraz wszystkim inspiruj¡cym

nauczycielom matematyki, których poznaª na swojej drodze.
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