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Calka oznaczona — obliczanie pdél obszaréw ograniczonych przez
krzywe zadane w postaci jawnej

Streszczenie. Prezentowany artykut jest zebraniem metod obliczania pél trapezéw krzywoli-
niowych wyznaczonych przez krzywe postaci y = f(x) oraz obszarow zawartych miedzy wykresami
dwoch funkcji zadanych w postaci jawnej. Ma na celu zaprezentowanie przystepnej formy rozwia-
zywania charakterystycznych przyktadoéw, po przesledzeniu ktoérych mozliwa bedzie samodzielna
praca nad dalszymi zadaniami.

Stowa kluczowe: catka oznaczona, pole, krzywa, wzor Newtona—Leibniza, trapez krzywoliniowy.

1. Wstep

Analiza matematyczna jest dziedzing, ktéra ksztaltowala sie przez tysiace lat. Juz starozytni Egip-
cjanie i Babiloniczycy rozwazali problemy zwigzane z obliczaniem pdl réznych figur. Rzeczywisty aparat
matematyczny rozwiniety zostal jednak przez starozytnych Grekéw, a pierwszym przetomem byty do-
ktadne prace Archimedesa. Jednym sposrod problemoéw, ktore rozwigzal, jest obliczenie pola obszaru
zawartego pomiedzy tukiem paraboli i jej cieciwa. W tym celu wykorzystywal on metode wyczerpywania,
ktora nazwaé mozemy pra—catkowaniem (zob. [1]).

Przez nastepne stulecia (zob. [2]) matematyka odkryta przez Grekow pozostawala w centrum zaintere-
sowani uczonych. Kamieniem milowym w rozwoju analizy matematycznej bylo niezalezne odkrycie rachun-
ku rézniczkowego i catkowego przez Isaaca Newtona oraz Gottfrieda Wilhelma Leibniza w XVII wieku.
Co ciekawe, formalnie nazwe rachunku catkowego zawdzieczamy jednemu z braci Bernoullich, ktory wpro-
wadzil okreglenie calculus integralis w miejsce uzywanego wczesniej calculus summatoris. W nastepnych
latach wielu wybitnych matematykow, takich jak Augustin Louis Cauchy czy Leonhard Euler, pochylato
sie nad rozwojem dziedziny, cho¢ obowigzujaca dzi§ definicje calki oznaczonej podat dopiero w XIX wieku
Bernhard Riemann.
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We wspotcezesnych podrecznikach do analizy matematycznej funkcjonuje kilka réwnowaznych definicji

calki oznaczonej Riemanna!. Przykladowo jedna z nich odwoluje sie do istnienia skonczonej granicy
n

ciaggu sum Riemanna lim Z f(&)Ax; (interpretacje sumy Riemanna przedstawiono na rys. 1), a inna
n— oo
i=1
do rownodci catek gornej i dolnej Riemanna, bedacych ograniczeniami sum catkowych (zob. [6], [7]).

Ay

y=f(z)

=y

Rysunek 1. Funkcja f w przedziale [a, b] z zaznaczonym przedzialem [x;—_1,z;] oraz punktem posrednim &;

Doglebne zrozumienie powyzszych konceptéw nie jest jednak konieczne do obliczania pdl obszaréw
b

w uktadzie wspotrzednych. Calke oznaczong z funkeji f w granicach od a do b oznaczamy / f(z) dx. Aby

a
oblicza¢ calki oznaczone, bedziemy korzysta¢ z ponizszej wlasnosci, zwanej wzorem Newtona—Leibniza.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f jest ciggla w przedziale [a,b] oraz F jest dowolng funkcjq pierwotng
funkcji f, to

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

Dowod tego twierdzenia mozna znalezé w wiekszos$ci podrecznikéw do analizy matematycznej
(np. [5], s. 250). Roznice F(b) — F(a) oznaczamy zapisem [F(m)]Z lub F(x) |Z i czytamy: warto$¢ funkcji F'
w granicach od a do b.

Uwaga 1. Ciaglos¢ jest warunkiem wystarczajacym dla catkowalnosci. Nie jest jednak warunkiem ko-
niecznym — istnieja funkcje nieciggle i catkowalne. W tym artykule zajmiemy sie wylacznie funkcjami
ciagglymi.

1 Istnieja réwniez inne calki bedace nogélnieniami calki Riemanna. Najpopularniejszymi sa calka Riemanna-Stieltjesa
oraz catka Lebesgue’a (zob. [7]).
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2. Obliczanie pola trapezu krzywoliniowego

Calka oznaczona jest uzywana do obliczania pél obszarow w kartezjariskim uktadzie wspolrzednych.
Przy obliczaniu pdl figur geometrycznych nie moze dojsé do sytuacji, w ktérej otrzymujemy ujemne pole.
Zauwazmy, ze krzywa y = f(x) moze znajdowaé sie réwniez pod osia OX. Z tego powodu sama catka
Riemanna moze by¢ ujemna.

W tym artykule obszar w ukladzie wspolrzednych oznaczany bedzie przez A, a jego pole przez P(A).

Twierdzenie 2. Pole obszaru A ograniczonego przez krzywq y = f(x), proste x = a, x = b oraz 0§ OX
w przypadku ogolnym opisane jest wzorem

b
P(A) = / (@) da.

Obszar ten nazywamy trapezem krzywoliniowym.

Przyklad 1. Policzmy pole obszaru ograniczonego przez krzywa y = 22 + 1, proste z = 0, = 1 oraz
0§ OX.
Zacznijmy od narysowania wykresu funkcji i zaznaczenia obszaru (rys. 2).

S

Rysunek 2. Obszar A ograniczony wykresem funkcji f(z) = z® 4 1, osiag OX oraz prostymi z =0iz =1
Pole tego obszaru to

1
P(A) = / |2? + 1] dx.
0

Poniewaz krzywa y = 2 4+ 1 lezy nad osia OX, mozemy pominaé¢ modut i obliczyé calke oznaczona
ze wzoru Newtona—Leibniza. Aby to zrobi¢, musimy znalezé funkcje pierwotna. Jest nig kazda funkcja



Calka oznaczona — obliczanie pél obszardéw. .. 55

3
postaci F(x) = % + 2z + C, gdzie C € R, bo

23
/x2—|—1dx:§—|—m+0.

Pozostaje podstawi¢ do wzoru:

1
3 | 4
A:/x2+1dﬂc:[x+x+0] =+1+C—<0+0+C>:.
3 s 3 3 3

0

: . 4
Odp. Pole tego obszaru jest réwne 3.

Uwaga 2. Zauwazmy, ze stale calkowania pochodzace od calek nieoznaczonych zawsze sie redukuja,
zatem mozemy je w przyszlosci pominaé. Z tego samego powodu w twierdzeniu 1 funkcja F' jest dowolna
funkcja pierwotna funkcji f.

Przyklad 2. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywa y = x° — x, 0§ OX oraz proste x = —%
iz=1.

W takiej postaci nie widaé¢ od razu, czy krzywa znajduje si¢ nad czy pod osig OX. Niech f(x) = 23 —z.
Podejrzewamy, ze w zadanym przedziale funkcja f moze przyjmowaé wartosci zaréwno dodatnie, jak
i ujemne. Musimy zatem okresli¢ przedziaty, w ktorych funkcja f ma stalty znak. Zaczynamy od znalezienia

miejsc zerowych funkcji f:
P —r=0sz@*-1)=0sz@x-1)(z+1)=0c2¢c{-1,0,1}.

Funkcja f jest ciagla, wiec w przedziatach (—1,0) i (1,00) przyjmuje ona warto$ci dodatnie, natomiast
w przedziatach (—oo, —1) i (0,1) prayjmuje wartosci ujemne.

| W
2 y

A

-1

-2

Rysunek 3. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(z) = 2® — z i osiag OX
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Z tego powodu nie mozemy bezposrednio stwierdzié, jakie pole bedzie miat zadany obszar. Zapomnijmy
na chwile o wzorze i policzmy osobno trzy calki oznaczone zwiazane z obszarami Ay, As 1 As:

4 271
1 1 /81 9 1 9/9 8 9 25
]’ = 3 — d = Zi— — gi— = - — — — _—— = = —— — — _ — 1 = —— = — = —
! xww[4 2], 4 2 \6&4 8 1 8\8 64 64 64
_3
2
0
2t 227° 11 1
I, = 3 _ S e —0—0—-(Z=2_-2)=Z
9 /:s T dx {4 2}_1 0-0 <4 2) 1
-1
i 421t 1 1
l’ = 3 — = gl——— gl— = - — — — — = ——.
3 /x z dzx {4 2}0 173 (0—0) 1
0

Calki oznaczone opisujace obszary A; oraz Az maja ujemny znak. Jest to spowodowane tym, ze roz-
patrywana krzywa lezy pod osia OX. Gdyby$my chcieli teraz posumowaé wszystkie wyliczone calki,
to otrzymaliby$my —2—2. Oczywiscie zadna figura geometryczna nie moze mieé¢ ujemnego pola. Aby po-
liczy¢ pole, musimy uwzgledni¢ moduty. Zatem pole catego obszaru A, skladajacego sie z obszarow A,
Ay oraz As to:

df 57

P(A) = I+ ||+ 15| S ~h + 1~ Iy = .

Pamietaj!

Calka oznaczona moze by¢ ujemna, podczas gdy pole figury geometrycznej nie.

Gdyby odbié¢ symetrycznie wzgledem osi OX cze§¢ wykresu funkcji f lezaca pod ta osia, odleglodci
pomiedzy wartosciami funkcji a osia nie zmienia sie. Powinnismy wiec otrzymac to samo pole.

Ay
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A As A5\l

-1 0 1 2

3

=2y

-2

P O ——

Rysunek 4. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(x) = |z — x| i osia OX

Z definicji wartosci bezwzglednej mamy

0® — o] = 23—z dla ze€[-1,0]U[l,00)
| —2* 42 dla z€(—oo0,—1)U(0,1).
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Zatem

—1 —1 . 271 s
P(Al):/\xg—ﬂ dx*'/fszr:z:dx: {+I2]_3—64,

s s 2

2 2

0 0 . 50 .
P(A2)=/|x3—x| dac(i'/x?’—xdx: {2_2}_1:4’

as| 21

1 1 . 2l
P(Ag):/|I3*l’| d:z:{i/fx?urzd:r: S

12,1
0

0
Stad pole calego obszaru to

P(A) = P(A}) + P(As) + P(A3) = Z{

W obu przypadkach otrzymalismy ten sam wynik.

Odp. Pole tego obszaru jest rowne 27

Whniosek 1. Na przykltadzie pokazalismy, dlaczego w twierdzeniu 2 znajduje sie warto$é bezwzgledna
w funkcji podcatkowej. Intuicyjnie korzystalismy rowniez z wtasnosci addytywnosci catki wzgledem prze-

/Cf(x) dm:/bf(ac) dx—l—/cf(x) dx.
a a b

Whiosek 2. Aby obliczyé powyzszq catke, moglibysmy od razu napisaé, ze

dziodu catkowania:

1 —1 0 1
P(A):/|x3—x\dxz—/xg—xdm+/m3—a:dx+ —/a:g—acdx
s s 1 0
|
P(Ay) P(A») P(A3)

oraz obliczyé elementarne catki.

Podsumowujac, aby obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy krzywa a osig OX, nalezy uwzgled-
ni¢ znak funkcji opisujacej te krzywa w zadanym przedziale. Mozemy podzieli¢ dang figure na mniejsze
obszary i liczy¢ osobno ich pola, pamietajac o znaku, albo skorzystaé¢ ze wzoru i definicji wartosci bez-
wzglednej. Okazuje sie, ze to drugie podejscie jest wygodniejsze, poniewaz wystarczy zapamietaé jeden
wzOr.

Przyklad 3. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywa y = sinz, o§ OX oraz proste x = —%
ir=7I.
2

Wiemy, ze funkcja sinus przyjmuje wartosci niedodatnie w przedziale [—
dziale [0, g]

s

Z,0] oraz nieujemne w prze-
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Ay

y=f(z)

1
'
[SIE]

S o) |
A

Rysunek 5. Obszary ograniczone wykresem funkcji f(z) = sinz i osia OX

Korzystamy ze wzoru i zapisujemy:

P(A)= [ |sinz| dx= [ —sinz dx + /sinx dx.
0

——
—

INE)
NE)

Przed calke oznaczona, podobnie jak dla caltki nieoznaczonej, mozemy wylaczyé¢ stala:

~—c
\o

El El
—sinx dx+/sin:c der = — sinz d:z:+/sinx dr =
0 0

B
[NE]

= f[fcos:z:](i% + [fcos:r]og =—[-1-0+[-1-0]=2.

Odp. Pole tego obszaru jest réwne 2.

Uwaga 3. W tym przykladzie moglibySmy réwniez skorzystaé¢ z nieparzystosci funkcji sinus. Poniewaz
sin (—z) = —sin (z), a w przedziale [07 g] funkcja sinus przyjmuje warto$ci dodatnie, mamy:

z
/|sinx| de =2

sinz de = 2[— cosx]og =2[0—-(-1)] =2

S— s

[NE]

1

Przyktad 4. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywa y = |Inz|—1, 0§ OX oraz proste x = ¢

ir=e+1.

Zaczynamy od wykonania rysunku pogladowego. Czesé wykresu funkcji f(z) = Inx, ktora lezy pod
osig OX, odbijamy symetrycznie wzgledem osi OX, a nastepnie caly wykres przesuwamy o jedna jed-
nostke w dot (rys. 6).
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K

=Y

r=e+1

-2

Rysunek 6. Trapez krzywoliniowy z przyktadu 4

Korzystajac ze wzoru, zapisujemy:

e+1

P(A):/|\lnx|fl}dx.

1
e

Podobnie jak w poprzednich zadaniach, aby obliczy¢ powyzsza catke, nalezy poprawnie opusci¢ modut.
Okreslmy, w jakich przedziatach funkcja pod zewnetrzng wartoscig bezwzgledna jest nieujemna:

Inz|—1>0¢ |lnz|>1s (he>1Vvhe<-1)& (z>eVa<e ).

Funkcja pod zewnetrzng wartoscia bezwzgledna przyjmuje wartosci nieujemne wtedy i tylko wtedy, gdy
z € (0,1]U e, 00). Mozemy wiec zapisaé, ze

e+1 e+1

/‘|lnx|—1’dw=—/|lnx|—1dw+/|lnx\—1da¢.
1 1

e
e

Podobnie jak dla catek nieoznaczonych, catka sumy jest réwna sumie calek?, wiec

e+1 e e e+1 e+1
/{|lnm|fl|d:z::f/|ln:c\der/lder/|1n:c\d:177/1d:r.
1 1 1 e e

Ponownie skorzystamy z definicji warto$ci bezwzglednej, tym razem dla funkcji g(z) = | Inz|. Zauwazmy,
ze |lInz| = —lnz & x € (0,1), wiec w pierwszym przedziale catkowania funkcja przyjmuje wartosci

2Wtasnosé ta nazywana jest addytywnodcia catki wzgledem funkcji podcatkowej. Wiecej wtasnoséci mozna znale#é na stro-
nie 140 w [6].
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réznych znakoéw. Z tego powodu zapisujemy pierwsza caltke jako sume dwoch catek:

e 1 e

—/|1na:| dxz/lnxdz—/lnxd:c.
1

1 1
e e

Pole interesujacego nas obszaru zapisujemy ostatecznie jako sume calek elementarnych, ktére mozemy
tatwo policzyé¢:

1 e e e+1 e+1
P(A):/lnxd:cf/lnzder/lder/hlzdarf/1daz.
1 e e

e e

Aby wyznaczyé calke® z Inz, bedziemy catkowaé przez czesci:

/lnx dr =

Wyznaczamy calki bedace sktadnikami catkowitego pola obszaru:

1 1 1 1

(& € € 6 €

u(z) =lnz v'(z) =
1

u'(z) =5 v(z)=2

:xlnxf/dx:xlnxferC.

Inz dx = [zlnx — ]

[

1
/lnxdozf [tlnz — 2] =e—e— (1) =1,
1

1
/1dm—[]i:e—7,
c e

1
e

I3

e+1
I4:/lnxdx:[xlnx—a:]e+l e+ )In(e+1)—(e+1)—(c—e) =

=(e+1[In(e+1)—1],
e+1
I5=/1dx—[ ]e+1—e+1—e:1.

e

Ostatecznie:
P(A):II—IQ+I3+I4—I5=
1 1
:*17*111*4’**1+6*;+(6+1)[1n(6+1)*1]71:*3+;+6+(6+1)[1H(6+1)71].

Gdy otrzymujemy taki wynik, warto sprawdzi¢, czy na pewno otrzymaliémy dodatnie pole. Warto
zapamietaé przyblizenie (z niedomiarem) % ~ 0,36. W naszym wyniku —3 + é +e > 0iln(e+1) > 1,

3 Alternatywnie, zamiast najpierw liczy¢ calke nieoznaczona, mozemy bezposrednio caltkowaé przez czeici, korzy-
stajqc z nastquJaccego twierdzenia: jezeli u,v sa funkcjami zmiennej z oraz ich pochodne sa ciagte w [a,b], to

f wv' dr = uv]b f u'v dv. W tym przykladzie mamy trzy calki z tej samej funkcji w réznych granicach, wiec szybciej
bedzie, jesli najpierw znajdziemy calke nieoznaczona.



Catka oznaczona — obliczanie pdl obszarow. .. 61

zatem cale wyrazenie jest wieksze od zera. Warto pamieta¢, ze przy obliczaniu catek oznaczonych opisu-
jacych rzeczywiste zjawiska rzadko otrzymamy ,tadny” wynik.
Odp. Pole tego obszaru jest réowne: —3 + % +e+(e+1[ln(e+1)—1].

Przyklad 5. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywa y = \/%, 0§ OX oraz proste z = /2
ix=+17.

W tym przyktadzie narysowanie wykresu moze by¢ trudne. Wiemy jednak, ze funkcja zadana wzorem
flx) = \/% w przedziale {\@, m] jest ciagta i przyjmuje wartoséci dodatnie. Mozemy zatem podstawié
bezposrednio do wzoru:

V17
T
V2

Podobnie jak dla catek nieoznaczonych, gdy liczymy calki oznaczone, mozemy catkowaé przez podstawie-
nie. Musimy jednak pamietaé¢ o zmianie granic catkowania — gdy zamieniamy zmienng z na ¢, to granice
réwniez musimy przetransformowac, dzieki czemu nie bedziemy musieli wraca¢ do podstawienia:

Vi7 t=2"—1 116d .
x dt = 2z dx t
PA) = | ——— dx = = [ = = VA = (VA =4 -1 =3.
(>/mx v | V2| V1T 2\/152[\[}1 Vili s
V2 t] 1] 16 1

Odp. Pole tego obszaru jest réwne 3.

Uwaga 4. Oczywi$cie mozna najpierw policzy¢ catke nieoznaczong, a nastepnie skorzysta¢ ze wzoru
Newtona-Leibniza, stosujac jednak powyzsze podejscie oszczedzamy czas.

3. Pole obszaru zawartego miedzy krzywymi

W poprzednim rozdziale rozwazaliSmy pola trapezéow krzywoliniowych. Mozemy zadaé¢ sobie pytanie:
co jesli interesujace nas pole pewnego obszaru zawarte jest pomiedzy dwiema krzywymi?

Klasycznym spojrzeniem na rozwiazanie powyzszego problemu ( [5], s. 254) jest obliczenie pola obszaru
AU A’ ograniczonego przez gorng krzywa oraz 0§ OX i odjecie od niego pola obszaru A’ ograniczonego
przez dolng krzywa (zob. rys. 7). Wtedy pole obszaru A opisa¢ mozemy nastepujaco:

b b
P(A) = PAUA) = PA) = [ 5@ dz = [ lg(o)] da.

Jezeli wykresy funkcji f oraz g sa takie jak na rys. 7 (tzn. f(z) > g(x) dla kazdego z € [a,b]), to pole
obszaru ograniczonego krzywymi y = f(x) i y = g(z) jest rowne

b
P() = [ £0) - gla) d.

Moze sie jednak zdarzyé tak, ze krzywe y = f(x) i y = g(z) przecinaé sie beda w pewnym miejscu, wiec
nie bedzie mozna natychmiastowo okresli¢, ktora funkcja jest ,,gorna”, a ktora ,dolna”.
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Rysunek 7. Obszar A zawarty pomiedzy krzywymi y = f(z) i y = g(z)

Twierdzenie 3. Pole obszaru zawartego pomiedzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) oraz prostymi x = a
1t x = b w przypadku ogolnym opisane jest wzorem

b
P = [ |f(@) - g(o)] da.

Uwaga 5. Zauwazmy, ze w ukladzie wspolrzednych odlegloéé pomiedzy dwoma dowolnymi punktami
a i b o tej samej odciete] wynosi |a — b|. Wlasnosé te zastosowa¢ mozemy rowniez do odleglosci miedzy
punktami nalezacymi do wykresow dwoch funkeji f oraz g. Niech h bedzie funkcja opisujaca taka odlegtosé
dla funkcji f i g:

h(z) = |f(z) - g(a)].

Zwr6¢émy uwage, ze opisanie pola obszaru pomiedzy wykresami funkcjami f i g ogranicza sie do policzenia
calki z funkcji h na zadanym przedziale z wykorzystaniem wzoru z poprzedniego rozdziatu

b
P(A) = /h(m) dx.

Przyklad 6. W tym przykladzie policzymy pole obszaru ograniczonego przez krzywe y = x? oraz

y = 8z (rys. 8).

W tredci zadania nie jest wprost podany przedzial catkowania. To oznacza, ze podane krzywe prze-
cinaja sie w pewnych punktach, ktére musimy znalezé. Aby wyznaczy¢ punkty przeciecia, wystarczy
rozwiazaé uktad rownan. Nas jednak interesuja wylacznie ich odciete, wiec rozwiazujemy réwnanie:

P=V8reart=8reart —8r=0s22%-8) =04 xc{0,2}.

Stad otrzymujemy, ze krzywe przecinaja sie w punktach o odcietych 01 2.
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Ay
y=a?
y=v8z
4
2
A
2 0 2 -

Rysunek 8. Obszar zawarty pomiedzy krzywymi y =z i y = 8z

Aby obliczy¢ pole obszaru A, podstawiamy dane do wzoru:
2
P(A) = / |V8x fx2| dz.
0

Z definicji wartosci bezwzglednej mamy:

’\/@—ﬁ’— V8r —x? dla x€]0,2]
] —VBz+2? dla x€(2,00)

Nasz przedzial catkowania pokrywa sie z przedzialem dodatniego znaku funkcji pod wartoscig bez-

wzgledna, wiec mozemy pominaé modut:

2 2 9
223 o8
P<A>=/y@—x2ydx:/@_x2dx:[@. . _x?)] _
0 0
4\/5 8 8
=V8 T og=g

Odp. Pole tego obszaru jest réwne %.

Uwaga 6. Czytelnik moglby zada¢ sobie pytanie, czy istotne jest, ktora funkcja jest ,goérna”, a kto-
ra ,dolna”. Ostatecznie brany jest pod uwage modul z réznicy tych funkcji, ktéry w obu konfiguracjach
odjemna—odjemnik jest taki sam. Zwr6éémy jednak uwage, ze gdy od ,ymniejszej” funkcji odejmiemy ,wiek-
szg”, to funkcja pod wartoscig bezwzgledna bedzie ujemna w przedziale, wiec dodatkowo konieczne bedzie
poprawne opuszczenie modutu. Gdybysmy w powyzszym przykladzie zamienili miejscami funkcje pod
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wartoscia bezwzgledna, to otrzymaliby$my:

2 2
/|$2—\/8x| dwi‘/—xz—kv&c dx,

0 0

czyli taka samg funkcje podcatkows.

Pamietaj!

Poprawne okreslenie polozenia funkcji wzgledem siebie oszczedza nam pdzniejszych operacji na
modutach. Najlatwiej jest przyja¢ konwencje ,,gorna funkcja minus dolna funkcja”.

Przyklad 7. Obliczmy pole obszaru zawartego pomiedzy krzywa y = H%z (zwana wersjerq lub lokiem
Agnesi) oraz parabola y = %12 (rys. 9).

Ay
3
y=g(z)
2
y=f(z)
2 -1 0 1 2 4
-1

Rysunek 9. Obszar zawarty pomiedzy wykresami funkcji f(z) = ﬁ ig(x)=392”
Podobnie jak w poprzednim przykladzie, na poczatku musimy wyznaczy¢ granice calki oznaczonej,

czyli znalezé odciete punktow przeciecia krzywych. Aby to zrobi¢, rozwigzujemy rownanie:

1 9
II;E:Zﬁ¢>mﬂl+ﬂ):4@9ﬁ+9ﬁ—4:a

Podstawiajac t = 22, sprowadzamy powyzsze réwnanie do réwnania kwadratowego:
9% + 9t — 4 =0,
z ktorego otrzymujemy rozwiazania t; = —% ity = % Z zatozenia zmienna t jest kwadratem pewnej liczby

rzeczywistej, wiec odrzucamy t;. Z t, ostatecznie otrzymujemy odciete punktéw przeciecia krzywych:
V3 V3

3 oraz —-3 -
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Podstawiajac dane do wzoru i pamietajac o przyjeciu konwencji ,,gérna funkcja minus dolna funkcja”,

otrzymujemy:

G
1 9
P(A) =2 — 222 dz.
(4) /1+:c2 gt
0
Zatem
1 9 9 .1°® T V3 T V3
P(A) =2 — 22 de =2 t _ 23 —o|Z M2 _ T _ V9
(4) /1+x2 g7 T s |arctany 12””]0 [6 12] 376
0

w

Odp. Pole tego obszaru jest rowne 5 — 2.

Przyktad 8. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez krzywe y = arctanz i y = T (rys. 10).
Wiemy, ze tan 7 = 1. Na tej podstawie daje si¢ tatwo zauwazy¢, ze zadane krzywe przecinaja si¢

w punktach o odcietych —1, 0, 1.
Ay

3mn/8 y:g(x}

/4 y=f(x)

/8

sy

-11/8

-11/4

-3m/8

T

e

Rysunek 10. Obszar zawarty pomiedzy wykresami funkcji f(z) = arctanz i g(z) =

Zauwazmy, ze obszary przedstawione na wykresie sg symetryczne wzgledem punktu (0, 0). Dzieki temu

mozemy zapisac:

1 1 1 1
P(A) = / arctan x — Zm’ dx = 2/arctanx — gx de =2 /arctan:z: dx — / %‘T dx
21 0 0 0
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Policzmy pierwsza catke. Calkujac przez czesci, otrzymujemy?:

u(z) = arctanz  v'(z) =1
I

(@) =15z v(@) =2

1+ 22

<

1 1

X
/arctanz dx = = [z arctan x]é — / —— dx =
0 0

1 10 1 T 1
l.arctan10{2ln‘l+x|]042(11121111)421n2.
Obliczamy druga caltke:
1 o1
/ﬂxdw:{ﬂ.} _T
4 2 8
) 0
Zatem )
PA)=2(2--m2-")="_m2
4 2 8 4

Odp. Pole tego obszaru jest réowne 7 — In 2.

Przyklad 9. Obliczmy pole obszaru ograniczonego przez |y| = i 2z +y — 1 =0 (rys. 11)5.

2r+y—1=0

Rysunek 11. Obszar zawarty pomiedzy |y| =z i2c+y—1=0

W tym przykladzie tatwiejsze bedzie skorzystanie z podstawienia = f(y). Oznacza to, ze bedziemy
catkowaé po zmiennej y. Przeksztatcajac prosta do postaci kierunkowej, otrzymujemy
1

L1
r=—-y+—.
2973

4 Mozna tez najpierw znalezé calke nieoznaczona i potem zastosowaé wzor Newtona—Leibniza. W tym zadaniu mamy
tylko jedna taka calke, wiec oszczedzamy czas, stosujac od razu wzér na catkowanie przez czesci dla calki oznaczonej.

5 Oczywigcie mozemy policzyé pole tego obszaru bez wykorzystania calek, jednak to calki oznaczone sa przedmiotem
tego artykulu.
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Wyliczmy teraz rzedne punktéw przeciecia krzywych. Musimy rozwigzaé¢ réwnanie

iyl = 11
Y=y

Po lewej stronie mamy liczbe nieujemna, wiec liczba po prawej stronie tez jest nieujemna, tzn. y < 1.
Przy tym zalozeniu mamy

IR TR EVR T
Y=73Y7% Y=3Y7 3
1
= - \/ :71.
y=7 y

Teraz wystarczy, ze podstawimy dane do wzoru, pamietajac, ze dr w calce zmienia sie na dy:

1
3
1 1
Py = [ |-qu+ 5~ ] as
1

W zadanym przedziale funkcja pod zewnetrzng wartos$cia bezwzgledna przyjmuje wartosci dodatnie, wiec

Odp. Pole tego obszaru jest rowne .

Uwaga 7. W podobnych zadaniach catkowanie po zmiennej x oczywiscie w dalszym ciggu jest mozliwe,

jednak zazwyczaj prowadzi to do dluzszych obliczen i konieczno$ci dzielenia obszaru na mniejsze czesci.

Przykladowo, w powyzszym zadaniu moglibySmy obliczy¢ pole trojkata ABB’ i odja¢ od niego pole

trojkata AB'C. Wtedy otrzymaliby$my nastepujacy opis pola:

1 3

P(A):/|—2:B+1+ac| dx—/|—2x+1—x| dx:%.
0 0

Whniosek 3. Czasami catkowanie po zmiennej y utatwia obliczenia. Takie sytuacje zdarzajg sie, gdy
we wzorze zmienna y zadana jest w jakiejs potedze lub gdy zadany jest jej modut.

Przyktad 10. Obliczmy pole obszaru zawartego pomiedzy krzywymi y = 2% i y = z2e%?.
Zacznijmy od ustalenia, gdzie znajduja sie odciete punktéw przeciecia krzywych:

e =2 s e¥ — 1’ =0 (1-2°)=0& (z=1Vz=—1).
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Aby podstawi¢ do wzoru, musimy okresli¢, ktora funkcja jest ,goérna” oraz ktora jest ,dolna”. W po-
przednich przyktadach mogliSmy w latwy sposéb narysowaé wykresy zadanych krzywych. W tym przy-
padku narysowanie krzywej y = z2e?* moze nie by¢ najlatwiejszym zadaniem. Wiemy jednak, ze krzywe
przecinaja si¢ tylko w dwoch punktach, ktérych odciete to z = 1 oraz x = —1. Przyjmijmy, ze f(x) = e>*
oraz g(x) = x?e**. Poniewaz funkcje f i g sa ciagle, wystarczy, ze poréwnamy wartoéci obu funkeji dla do-
wolnego argumentu z przedziatu (—1, 1), dzieki czemu dowiemy sie, ktora krzywa lezy wyzej w przedziale
catkowania. Mamy:

fO)=e"=1 1  g(0)=0%"=0.

Stwierdzamy, ze krzywa y = €2* lezy nad krzywa y = x2e2”.
Mamy juz wszystkie dane, wiec mozemy wstawié¢ je do wzoru (od razu pomijamy modul, bo wiemy,
ktora funkcja jest ,,gorna”):

1

1
P(A) = /62”’ — 22 dx = /(1 — 2%)e*” du.
e

-1

Aby obliczy¢ te catke, dwukrotnie catkujemy przez czesci:

4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych przez:

a) krzywa y = —2% + 2v/22 oraz o§ OX,
1

b) krzywa y = —sinlnz, proste © = 1, © = €™ oraz o§ OX,
x

c) krzywa y = 2% — 623 + 1122 — 6x, proste z = 0, z = 3 oraz 0§ OX,
d) krzywa y = —In(2 — ), proste z =0,z =11y = —In2,

e) krzywa y = ¥ % proste x = 0, x = 1 oraz 0§ OX.
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Zadanie 2. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych przez:
a) y =cos2r, y = —sin’z, x = L P z,
2 2
b)y?=—z+1iy?=22-1,
c)y=|lnz|iy=—|nzl+2,
d)y:2x3—2xiy:%x,
e) y = arccosz, y = arcsinz i 0§ OY.
Podobne zadania mozna znalez¢ w [3], [4], [6].
Odpowiedz 1.
a) %, b) 2, c) g—g, d)1-In2,
Odpowiedz 2.
a) T b) 22, c)2(e+1-2), asdl

16°
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