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Wyznaczanie dziedziny funkcji dwóch zmiennych

Streszczenie. W artykule przedstawiono przykªady wyznaczania dziedziny funkcji rzeczywi-
stych dwóch zmiennych rzeczywistych. Prezentowane zadania pochodz¡ z archiwalnych kolokwiów
z analizy matematycznej.

Sªowa kluczowe: dziedzina, funkcja dwóch zmiennych.

1.Wst¦p

Analiz¦ ka»dej funkcji zaczynamy od wyznaczenia jej dziedziny. Jedna z przyczyn takiego podej±cia

jest prozaiczna � oszcz¦dno±¢ czasu i siª. Je±li np. jaka± funkcja ma niesko«czenie wiele argumentów

i chcemy zbada¢ jak¡± jej wªasno±¢, to z reguªy odwoªujemy si¦ do twierdze« dotycz¡cych interesuj¡cej

nas wªasno±ci. Gdyby jednak funkcja miaªa zaledwie kilka argumentów, to mogliby±my j¡ przedstawi¢

w postaci tabelki lub grafu (czasem da si¦ narysowa¢ wykres) i st¡d odczyta¢ wszystkie jej wªasno±ci,

nawet nie znaj¡c »adnych twierdze«.

Zasady wyznaczania dziedziny funkcji jednej zmiennej omówiono w pracy [2], w której Czytelnik

znajdzie równie» ciekawe przykªady rozwi¡zane krok po kroku, z precyzyjnymi opisami i uzasadnieniami.

W tym artykule zajmiemy si¦ funkcjami rzeczywistymi dwóch zmiennych rzeczywistych, przy czym

skupimy si¦ na funkcjach elementarnych, które mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ powszechnie stosowanych

oznacze«. Przy wyznaczaniu dziedziny takiej funkcji, podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, nale»y

zwróci¢ uwag¦ na:

• uªamki � ka»dy mianownik musi by¢ ró»ny od zera;

• pierwiastki stopnia parzystego � liczba pierwiastkowana musi by¢ nieujemna (pierwiastki stopni

nieparzystych s¡ okre±lone dla wszystkich liczb rzeczywistych, tak»e ujemnych);

• logarytmy � liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia, natomiast podstawa logarytmu musi by¢

dodatnia i ró»na od 1;

• funkcje tan i cot � pierwsza z nich jest okre±lona dla liczb ró»nych od π
2+kπ, druga jest okre±lona dla

liczb ró»nych od kπ, gdzie k ∈ Z (funkcje sin i cos s¡ okre±lone dla wszystkich liczb rzeczywistych);

• funkcje cyklometryczne arcsin i arccos � ich argumenty nale»¡ do przedziaªu [−1, 1] (funkcje cy-

klometryczne arctan i arccot s¡ okre±lone dla wszystkich liczb rzeczywistych).
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Przyjrzyjmy si¦ najpierw czterem prostym wzorom okre±laj¡cym funkcje rzeczywiste dwóch zmiennych

rzeczywistych:

f1(x, y) = x+ 2y − 3xy, f2(x, y) =
x

y − 1
, f3(x, y) =

1

x2 + y2
, f4(x, y) = lnx−√y.

Aby obliczy¢ warto±¢ którejkolwiek z tych funkcji, musimy zna¢ x oraz y, czyli musimy zna¢ par¦ (x, y)

liczb rzeczywistych. Zatem argumentem funkcji dwóch zmiennych jest para liczb rzeczywistych (mo»emy

j¡ interpretowa¢ jako punkt na pªaszczy¹nie), a dziedzin¡ jest zbiór wszystkich argumentów, który mo-

»emy interpretowa¢ jako pewien podzbiór pªaszczyzny xOy.

Je±li chcemy obliczy¢ warto±¢ f1(x, y), to mo»emy wzi¡¢ dowolny x ∈ R i dowolny y ∈ R. Zatem1

Df1 = {(x, y) : x ∈ R ∧ y ∈ R} = R× R = R2.

Je±li chcemy obliczy¢ warto±¢ f2(x, y), to mo»emy wzi¡¢ dowolny x ∈ R i dowolny y 6= 1, czyli y ∈ R\{1}.
Zatem

Df2 = {(x, y) : x ∈ R ∧ y ∈ R \ {1}} = R× (R \ {1}) .

Warto±ci f3(x, y) nie obliczymy tylko wtedy, gdy x2 + y2 = 0. Warunek ten speªnia tylko punkt (0, 0).

Zatem2

Df3 = R2 \ {(0, 0)}.

Aby obliczy¢ warto±¢ f4(x, y), mo»emy wzi¡¢ dowolny x > 0 i dowolny y ≥ 0. Zatem

Df4 = {(x, y) : x ∈ (0,+∞) ∧ y ∈ [0,+∞)} = (0,+∞)× [0,+∞).

Podsumowuj¡c, mo»emy powiedzie¢, »e:

• dziedzin¡ funkcji f1 jest caªa pªaszczyzna,

• dziedzin¡ funkcji f2 jest pªaszczyzna bez prostej y = 1,

• dziedzin¡ funkcji f3 jest pªaszczyzna bez punktu (0, 0),

• dziedzin¡ funkcji f4 jest pierwsza ¢wiartka ukªadu wspóªrz¦dnych bez osi Oy.

2. Przykªady

Prezentowane poni»ej przykªady s¡ oparte na tym samym schemacie post¦powania. Najpierw wy-

pisujemy wszystkie warunki, które musz¡ by¢ speªnione przez wspóªrz¦dne ka»dego punktu nale»¡cego

do dziedziny rozwa»anej funkcji. Nast¦pnie rozwi¡zujemy osobno ka»dy warunek i przedstawiamy jego

rozwi¡zanie jako pewien zbiór na pªaszczy¹nie xOy (warto u»y¢ ró»nych kolorów lub ró»nych sposobów

kreskowania zbioru). Dziedzin¡ jest cz¦±¢ wspólna otrzymanych zbiorów. Staramy si¦ opisa¢ otrzymany

zbiór w najprostszej postaci3.

1 Napis ten czytamy: dziedzin¡ funkcji f1 jest zbiór takich par (x, y), »e x ∈ R i y ∈ R. Ten zbiór mo»na zapisa¢ krócej,
korzystaj¡c z de�nicji iloczynu kartezja«skiego (tzn. A×B = {(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B}).

2 Prosz¦ zwróci¢ uwag¦, »e od zbioru mo»emy odj¡¢ tylko zbiór, st¡d w zapisie mamy zbiór jednoelementowy {(0, 0)}.
3 Ta umiej¦tno±¢ bywa przydatna np. przy caªkach wielokrotnych.
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Przykªad 1. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji

f(x, y) = 3
√
log2(x

2 + 1)− arctan (xy) · arcsin (x2 + y2 − 1)− ex · ln(y − x2)
1 + 4
√
1− y

.

Dziedzin¡ tej funkcji jest zbiór punktów (x, y), których wspóªrz¦dne speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ koniunkcj¦

pi¦ciu warunków:

x2 + 1 > 0 ∧ −1 ≤ x2 + y2 − 1 ≤ 1 ∧ y − x2 > 0 ∧ 1− y ≥ 0 ∧ 1 + 4
√
1− y 6= 0.

Pierwszy warunek napisali±my, poniewa» we wzorze funkcji mamy log2(x
2+1); drugi, bo mamy arcsin (x2+y2−1);

trzeci, bo mamy ln(y − x2); czwarty, bo mamy 4
√
1− y; pi¡ty z powodu mianownika.

Warunek 1.

x2 + 1 > 0

x ∈ R.

W tym warunku nie wyst¦puje y, wi¦c y ∈ R. St¡d pierwszy warunek jest speªniony przez ka»d¡ par¦

(x, y) ∈ R2.

Interpretacja gra�czna: caªa pªaszczyzna xOy.

Warunek 2.

−1 ≤ x2 + y2 − 1 ≤ 1
∣∣∣+ 1

0 ≤ x2 + y2 ≤ 2

x2 + y2 ≤ 2.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ (bo nierówno±¢ jest nieostra) krzyw¡ x2 + y2 = 2. Jest to okr¡g o ±rodku

(0, 0) i promieniu
√
2. Przy okazji warto zauwa»y¢, »e taki okr¡g przechodzi przez punkty (1, 1), (−1, 1), (1,−1),

(−1,−1). Okr¡g podzieliª pªaszczyzn¦ na dwa obszary. Wybieramy ten, który zawiera punkt (0, 0), bo 02 + 02 ≤ 2.

Wspóªrz¦dne punktów z drugiego obszaru nie speªniaj¡ podanego warunku.

Interpretacja gra�czna: koªo o ±rodku (0, 0) i promieniu
√
2.

Warunek 3.

y − x2 > 0

y > x2.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ przerywan¡ (bo nierówno±¢ jest ostra) krzyw¡ y = x2. Jest to parabola, która

przechodzi przez punkty (1, 1), (−1, 1), (0, 0). Dzieli ona pªaszczyzn¦ na dwa obszary. Wybieramy ten, który zawiera

punkt (0, 1), bo 1 > 02. Wspóªrz¦dne punktów z drugiego obszaru nie speªniaj¡ podanego warunku.

Interpretacja gra�czna: obszar le»¡cy nad parabol¡ y = x2.

Warunek 4.

1− y ≥ 0

y ≤ 1

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ (bo nierówno±¢ jest nieostra) prost¡ y = 1. Warunek y ≤ 1 speªniaj¡

punkty le»¡ce na tej prostej oraz punkty le»¡ce poni»ej tej prostej.

Interpretacja gra�czna: póªpªaszczyzna pod prost¡ y = 1 wraz z t¡ prost¡.
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Warunek 5.

1 + 4
√
1− y 6= 0

4
√
1− y 6= −1
1− y ≥ 0.

Wyja±nienie: pierwiastek parzystego stopnia nigdy nie przyjmuje warto±ci −1, bo zawsze jest nieujemny. Musi by¢

jednak okre±lony, co sprawdzili±my w warunku 4.

Interpretacja gra�czna: zbiór z warunku 4.

Cz¦±¢ wspólna pi¦ciu zbiorów, które otrzymali±my na kolejnych etapach (tak naprawd¦ to trzech

zbiorów, bo dwa z nich s¡ równe, a caªa pªaszczyzna xOy nie wpªywa na cz¦±¢ wspóln¡), czyli dziedzina

funkcji f , jest zaznaczona kolorem niebieskim na rys. 1.

Rysunek 1. Dziedzina funkcji z przykªadu 1

Naszkicowali±my ju» dziedzin¦ funkcji f . Trzeba jeszcze napisa¢ odpowied¹ do zadania, czyli zapisa¢

t¦ dziedzin¦. Id¡c po linii najmniejszego oporu, mogliby±my napisa¢, »e

Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + 1 > 0 ∧ −1 ≤ x2 + y2 − 1 ≤ 1 ∧ y − x2 > 0 ∧ 1− y ≥ 0 ∧ 1 + 4

√
1− y 6= 0

}
.

Ten zapis dziedziny jest poprawny, ale wygl¡da na bardzo skomplikowany. Mo»emy skorzysta¢ z naszych

oblicze« i pomin¡¢ oczywiste warunki:

Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2 ∧ y > x2 ∧ y ≤ 1

}
.

Teraz jest krócej (wi¦c lepiej), ale nadal niewiele to nam mówi. Popatrzmy na rysunek. Wida¢ na nim,

»e argumenty funkcji f maj¡ odci¦t¡ x ∈ (−1, 1). Ponadto, je±li ustalimy x z tego przedziaªu, to rz¦dna

argumentu zmienia si¦ od x2 do 1.

Odp. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−1, 1) ∧ x2 < y ≤ 1

}
.

Dygresja. Dziedzin¦ tej funkcji mo»na zapisa¢ te» jako Df =
{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ (0, 1] ∧ −√y < x <

√
y
}
. Ten

zapis te» jest krótki i te» pozwala nam od razu narysowa¢ dziedzin¦.
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Przykªad 2. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji

f(x, y) = ln(5x− x2 − 4) +
ex−y ·

√
3 + y − x

2π − arccos x
2+y2−5

4

.

Aby punkt (x, y) byª argumentem funkcji f , jego wspóªrz¦dne musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡c¡ koniunkcj¦

czterech warunków:

5x− x2 − 4 > 0 ∧ 3 + y − x ≥ 0 ∧ −1 ≤ x2 + y2 − 5

4
≤ 1 ∧ 2π − arccos

x2 + y2 − 5

4
6= 0.

Pierwszy warunek musi by¢ speªniony, poniewa» we wzorze funkcji mamy ln(5x − x2 − 4); drugi, bo mamy
√
3 + y − x; trzeci, bo mamy arccos x

2+y2−5
4

; czwarty z powodu mianownika.

Warunek 1.

5x− x2 − 4 > 0

x2 − 5x+ 4 < 0

(x− 1)(x− 4) < 0

x ∈ (1, 4)

1 < x < 4.

Jak to narysowa¢? Rysujemy liniami przerywanymi (bo nierówno±ci s¡ ostre) proste x = 1 i x = 4. Dziel¡ one

pªaszczyzn¦ na trzy obszary. Wybieramy ten, w którym le»y np. punkt (2, 0), bo 1 < 2 < 4. Sprawdzamy, »e

wspóªrz¦dne punktów le»¡cych w pozostaªych obszarach nie speªniaj¡ naszego warunku.

Interpretacja gra�czna: obszar mi¦dzy prostymi x = 1 i x = 4, ale bez tych prostych.

Warunek 2.

3 + y − x ≥ 0

y ≥ x− 3.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ (bo nierówno±¢ jest nieostra) prost¡ y = x− 3. Do narysowania prostej

wystarcz¡ dwa punkty, np. (0,−3) i (3, 0). Ta prosta dzieli pªaszczyzn¦ na dwie póªpªaszczyzny. Wybieramy t¦

póªpªaszczyzn¦, w której le»y punkt (0, 0), bo 0 ≥ 0−3. Wspóªrz¦dne punktów z drugiej póªpªaszczyzny nie speªniaj¡

podanego warunku.

Interpretacja gra�czna: póªpªaszczyzna nad prost¡ y = x− 3 wraz z t¡ prost¡.

Warunek 3.

−1 ≤ x2 + y2 − 5

4
≤ 1

∣∣∣ · 4
−4 ≤x2 + y2 − 5 ≤ 4

∣∣∣+ 5

1 ≤x2 + y2 ≤ 9.

Jak to narysowa¢? Rysujemy liniami ci¡gªymi (bo nierówno±ci s¡ nieostre) krzywe x2 + y2 = 1 i x2 + y2 = 9. S¡

to okr¦gi o promieniach 1 i 3, oba o ±rodku w punkcie (0, 0), które dziel¡ pªaszczyzn¦ na trzy obszary. W ka»dym

obszarze wybieramy po jednym punkcie i sprawdzamy, czy speªniony jest warunek 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9.

Interpretacja gra�czna: pier±cie« o ±rodku (0, 0) i promieniach 1 oraz 3.
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Warunek 4.

2π − arccos
x2 + y2 − 5

4
6= 0

2π 6= arccos
x2 + y2 − 5

4

− 1 ≤ x2 + y2 − 5

4
≤ 1.

Wyja±nienie: funkcja arccos przyjmuje tylko warto±ci z przedziaªu [0, π], wi¦c zawsze jest ró»na od 2π. Musi by¢

jednak okre±lona, co sprawdzili±my w warunku 3.

Interpretacja gra�czna: zbiór z warunku 3.

Wyznaczamy cz¦±¢ wspóln¡ otrzymanych zbiorów. Na rys. 2 zaznaczono j¡ kolorem niebieskim.

Rysunek 2. Dziedzina funkcji z przykªadu 2

Rysunek wyszedª ªadny, wi¦c na jego podstawie mo»emy napisa¢ odpowied¹. Zauwa»my, »e nie trzeba wypisywa¢

wszystkich warunków, które mieli±my na pocz¡tku � np. warunek x2+y2 ≥ 1 jest zb¦dny. Ponadto warunek x < 4

mo»emy doprecyzowa¢ � widzimy na rysunku, »e x ≤ 3.

Odp. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ (1, 3] ∧ x− 3 ≤ y ≤

√
9− x2

}
.

Alternatywne odpowiedzi:

Df =
{
(x, y) ∈ R2 :

(
y ∈ (−2, 0) ∧ 1 < x ≤ y + 3

)
∨

(
y ∈ [0,

√
8) ∧ 1 < x ≤

√
9− y2

)}
,

Df =
{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ (−2,

√
8) ∧ 1 < x ≤ min{y + 3,

√
9− y2}

}
.
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Przykªad 3. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji

f(x, y) = arctan
(
1− 4

√
2 + y − x2

)
− ln(3− |4y + 3|) + 2arcsin

(
1− 2y

x3

)
.

Wspóªrz¦dne punktu (x, y), który jest argumentem funkcji f , musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡c¡ koniunkcj¦

czterech warunków:

2 + y − x2 ≥ 0 ∧ 3− |4y + 3| > 0 ∧ x3 6= 0 ∧ −1 ≤ 1− 2y

x3
≤ 1.

Pierwszy warunek musi by¢ speªniony, poniewa» we wzorze funkcji mamy 4
√

2 + y − x2; drugi, bo mamy

ln(3− |4y + 3|); trzeci, bo mamy uªamek 2y
x3
; czwarty, bo mamy arcsin

(
1− 2y

x3

)
.

Warunek 1.

2 + y − x2 ≥ 0

y ≥ x2 − 2.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ (bo nierówno±¢ jest nieostra) krzyw¡ y = x2−2. Jest to parabola o wierz-

choªku (0,−2), przechodzi przez punkty (1,−1) i (−1,−1). Dzieli ona pªaszczyzn¦ na dwa obszary. Wybieramy

ten, w którym le»y punkt (0, 0), bo 0 ≥ 02 − 2. Wspóªrz¦dne punktów le»¡cych w drugim obszarze nie speªniaj¡

naszego warunku.

Interpretacja gra�czna: obszar nad parabol¡ y = x2 − 2 wraz z t¡ parabol¡.

Warunek 2.

3− |4y + 3| > 0

|4y + 3| < 3

−3 < 4y + 3 < 3
∣∣∣− 3

−6 < 4y < 0
∣∣∣ : 4

−3

2
< y < 0.

Jak to narysowa¢? Rysujemy liniami przerywanymi (bo nierówno±ci s¡ ostre) proste y = − 3
2
i y = 0. Dziel¡

one pªaszczyzn¦ na trzy obszary. Wybieramy w ka»dym obszarze jaki± punkt i sprawdzamy, czy nasz warunek jest

speªniony.

Interpretacja gra�czna: obszar mi¦dzy prostymi y = − 3
2
i y = 0.

Warunek 3.

x3 6= 0

x 6= 0.

Interpretacja gra�czna: caªa pªaszczyzna z wyj¡tkiem prostej x = 0 (czyli osi Oy).

Warunek 4.

−1 ≤ 1− 2y

x3
≤ 1

∣∣∣− 1

−2 ≤ −2y

x3
≤ 0

∣∣∣ : (−2)
1 ≥ y

x3
≥ 0

∣∣∣ · x3



8 E. �obos

Uwaga. Tutaj wyj¡tkowo mo»emy pomno»y¢ nierówno±¢ stronami przez x3, bo umiemy okre±li¢ znak tego wyra-

»enia. Z warunku 2 wiemy, »e y < 0. Uªamek y
x3

ma by¢ wi¦kszy lub równy 0, wi¦c x3 musi by¢ ujemne.

x3 ≤ y ≤ 0, gdzie x < 0, y < 0

x3 ≤ y < 0, gdzie x < 0.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ krzyw¡ y = x3. Dzieli ona III ¢wiartk¦ (osie zaznaczamy lini¡ przery-

wan¡, bo x, y < 0) na dwa obszary. Wybieramy w ka»dym obszarze jaki± punkt i sprawdzamy, czy jest speªniony

warunek y ≥ x3.
Interpretacja gra�czna: obszar w III ¢wiartce nad krzyw¡ y = x3.

Dygresja. Gdyby±my nie zauwa»yli, »e interesuje nas tylko III ¢wiartka, to podwójn¡ nierówno±¢ 1 ≥ y
x3
≥ 0 mo»na

rozwi¡za¢ dwoma sposobami:

• rozwa»y¢ dwa przypadki (x > 0, x < 0) i mno»y¢ stronami przez x3;

• narysowa¢ liniami ci¡gªymi krzywe y
x3

= 1 (czyli y = x3 bez punktu (0, 0)) i y
x3

= 0 (czyli y = 0 bez

punktu (0, 0)); pªaszczyzna zostanie podzielona na cztery obszary; w ka»dym obszarze wybra¢ jeden punkt

i sprawdzi¢, czy dla jego wspóªrz¦dnych zachodzi warunek 1 ≥ y
x3
≥ 0.

Na rys. 3 zaznaczono kolorem niebieskim dziedzin¦ funkcji f (tzn. cz¦±¢ wspóln¡ otrzymanych zbiorów).

Rysunek 3. Dziedzina funkcji z przykªadu 3

Odp. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ [−1, 0) ∧ −

√
y + 2 ≤ x ≤ 3

√
y
}
.

Alternatywne odpowiedzi:

Df =
{
(x, y) ∈ R2 :

(
x ∈ (−

√
2,−1] ∧ x2 − 2 ≤ y < 0

)
∨

(
x ∈ (−1, 0) ∧ x3 ≤ y < 0

)}
,

Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−

√
2, 0) ∧ max{x2 − 2, x3} ≤ y < 0

}
.
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Przykªad 4. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji

f(x, y) = ln(arccosxy) +
√
x+ 1− y2 · 6

√
x4 − 1.

W tym przykªadzie mamy cztery warunki:

arccosxy > 0 ∧ −1 ≤ xy ≤ 1 ∧ x+ 1− y2 ≥ 0 ∧ x4 − 1 ≥ 0.

Pierwszy warunek musi by¢ speªniony, poniewa» we wzorze funkcji mamy ln(arccosxy); drugi, bo mamy arccosxy;

trzeci, bo mamy
√
x+ 1− y2; czwarty, bo mamy 6

√
x4 − 1.

Warunki 1. i 2.

arccosxy > 0 ∧ −1 ≤ xy ≤ 1

−1 ≤ xy < 1.

Dlaczego tak? Funkcja arccos przyjmuje tylko warto±ci z przedziaªu [0, π], przy czym warto±¢ zero ma tylko dla

argumentu 1.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ krzyw¡ xy = −1 (czyli hiperbol¦ y = − 1
x
) oraz lini¡ przerywan¡ krzyw¡

xy = 1 (czyli hiperbol¦ y = 1
x
). Gaª¦zie tych hiperboli dziel¡ pªaszczyzn¦ na pi¦¢ obszarów. Wybieramy ten,

w którym le»y punkt (0, 0), bo tylko w tym obszarze −1 ≤ 0 · 0 < 1. Wspóªrz¦dne punktów le»¡cych w pozostaªych

czterech obszarach nie speªniaj¡ naszego warunku.

Interpretacja gra�czna: �±rodkowy� obszar mi¦dzy hiperbolami y = − 1
x

(wraz z t¡ hiperbol¡) i y = 1
x

(bez tej

hiperboli).

Warunek 3.

x+ 1− y2 ≥ 0

x ≥ y2 − 1.

Jak to narysowa¢? Musimy narysowa¢ lini¡ ci¡gª¡ krzyw¡ x = y2 − 1. Jest to parabola4, która dzieli pªaszczyzn¦

na dwa obszary. Wybieramy ten, w którym le»y punkt (0, 0), bo tylko w tym obszarze 0 ≥ 02 − 1.

Interpretacja gra�czna: obszar z prawej strony paraboli x = y2 − 1 wraz z t¡ parabol¡.

Warunek 4.

x4 − 1 ≥ 0

(x2 − 1)(x2 + 1) ≥ 0

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1) ≥ 0

x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞)

x ≤ −1 ∨ x ≥ 1.

Jak to narysowa¢? Rysujemy liniami ci¡gªymi proste x = −1 i x = 1. Dziel¡ one pªaszczyzn¦ na trzy obszary.

Rozwa»any warunek speªniaj¡ punkty na tych prostych oraz w obszarach po lewej i prawej stronie (punkty ze

±rodkowego obszaru nie speªniaj¡ warunku).

Interpretacja gra�czna: pªaszczyzna bez pasa mi¦dzy prostymi x = −1 i x = 1.

4Umiemy narysowa¢ parabol¦ y = x2 − 1 (ma wierzchoªek (0,−1) i przechodzi przez punkty (1, 0) oraz (−1, 0). Je±li
we wzorze y = x2 − 1 zamienimy rolami zmienne x i y, to otrzymamy interesuj¡cy nas wzór x = y2 − 1. Zamiana rolami
zmiennych odpowiada odbiciu krzywej wzgl¦dem prostej y = x, wi¦c x = y2 − 1 to parabola o wierzchoªku (−1, 0),
przechodz¡ca przez punkty (0, 1) oraz (0,−1).
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Wyznaczamy cz¦±¢ wspóln¡ uzyskanych trzech zbiorów i mamy dziedzin¦ funkcji f (rys. 4). Zauwa»my,

»e argumentem funkcji f jest tak»e punkt (−1, 0) � nale»y on do wszystkich trzech zbiorów.

Rysunek 4. Dziedzina funkcji z przykªadu 4

Odp. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [1,+∞) ∧ − 1

x ≤ y <
1
x

}
∪ {(−1, 0)}.

Przykªad 5. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji

f(x, y) = log3(y
2 − 2x) +

√
y − |x| − 3

√
π − 3arctan (y

√
3).

Tu mamy tylko trzy warunki:

y2 − 2x > 0 ∧ y − |x| ≥ 0 ∧ π − 3arctan (y
√
3) ≥ 0.

Pierwszy warunek musi by¢ speªniony, poniewa» we wzorze funkcji mamy ln(y2 − 2x); drugi, bo mamy
√
y − |x|;

trzeci, bo mamy
√
π − 3arctan (y

√
3).

Warunek 1.

y2 − 2x > 0

y2 > 2x.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ przerywan¡ krzyw¡ y2 = 2x. Jest to parabola5 o wierzchoªku (0, 0), przechodzi

przez punkty (2,−2) i (2, 2). Dzieli ona pªaszczyzn¦ na dwa obszary. Wybieramy ten, w którym le»y punkt (−1, 0),
bo 02 > 2 · (−1). Wspóªrz¦dne punktów le»¡cych w drugim obszarze nie speªniaj¡ naszego warunku.

Interpretacja gra�czna: obszar z lewej strony paraboli y2 = 2x.

5Rysujemy najpierw parabol¦ x2 = 2y (czyli y = 1
2
x2), a nast¦pnie znajdujemy jej obraz w symetrii wzgl¦dem prostej

y = x.
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Warunek 2.

y − |x| ≥ 0

y ≥ |x|.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ y = |x|. Krzywa ta dzieli pªaszczyzn¦ na dwa obszary. Wybieramy ten,

w którym le»y punkt (0, 1), bo 1 ≥ |0|. Wspóªrz¦dne punktów le»¡cych w drugim obszarze nie speªniaj¡ naszego

warunku.

Interpretacja gra�czna: obszar nad krzyw¡ y = |x| wraz z t¡ krzyw¡.

Warunek 3.

π − 3arctan (y
√
3) ≥ 0

3arctan (y
√
3) ≤ π

arctan (y
√
3) ≤ π

3

arctan (y
√
3) ≤ arctan

√
3

y
√
3 ≤
√
3 (bo funkcja arctan jest rosn¡ca)

y ≤ 1.

Jak to narysowa¢? Rysujemy lini¡ ci¡gª¡ prost¡ y = 1. Sprawdzamy, w której póªpªaszczy¹nie le»¡ punkty o rz¦dnej

mniejszej ni» 1.

Interpretacja gra�czna: póªpªaszczyzna pod prost¡ y = 1 wraz z t¡ prost¡.

Dygresja. Gdyby±my mieli warunek arccot (y
√
3) ≤ π

3
, otrzymaliby±my górn¡ póªpªaszczyzn¦ (funkcja arccot jest

malej¡ca): arccot (y
√
3) ≤ π

3
⇔ arccot (y

√
3) ≤ arccot

√
3

3
⇔ y
√
3 ≥

√
3

3
⇔ y ≥ 1

3
.

Cz¦±¢ wspólna otrzymanych trzech zbiorów jest dziedzin¡ funkcji f . Zaznaczono j¡ na niebiesko na

rys. 5.

Rysunek 5. Dziedzina funkcji z przykªadu 5

Odp. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ (0, 1] ∧ −y ≤ x < 1

2y
2
}
.
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3. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Poni»ej zamieszczono propozycj¦ czterech zada« do samodzielnego rozwi¡zania. Wi¦cej zada« mo»na

znale¹¢ np. w [1].

Zadanie 1. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji okre±lonej wzorem

f(x, y) = 4
√
y + x2 · arcsin (1− x2 − y2)− 3 ln(x− x2)

ex−y2
.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji okre±lonej wzorem

f(x, y) =

√
1− ex + ln(y − x2 + 1)

π − arccos (x− y)
.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji okre±lonej wzorem

f(x, y) = arcsin
y + x

2
−
√
x2y · ln(4− x2 − y2).

Zadanie 4. Wyznaczy¢ i naszkicowa¢ dziedzin¦ funkcji okre±lonej wzorem

f(x, y) = ln(−xy) + arccos 2y√
x− e|y|

.

Odpowiedzi

1. Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, 1) ∧ −x2 ≤ y ≤

√
2− x2

}
2. Df =

{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−1, 0] ∧ x2 − 1 < y < x+ 1

}
3. Df =

{
(x, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 2) ∧ −

√
4− y2 < x ≤ 2− y

}
\ {(2, 0)}

4. Df =

{
(x, y) ∈ R2 : y ∈

[
−1

2
, 0

)
∧ x > 1

ey

}

1) 2)

Rysunek 6. Dziedziny funkcji z zada« 1 (po lewej) i 2 (po prawej)
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3) 4)

Rysunek 7. Dziedziny funkcji z zada« 3 (po lewej) i 4 (po prawej)
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