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Rozwi¡zywanie ukªadów równa« metod¡ eliminacji Gaussa

Streszczenie. Artykuª ma na celu przedstawienie jednej z metod rozwi¡zywania ukªadów rów-
na« liniowych. Jest przeznaczony gªównie dla studentów pierwszego roku studiów licencjackich
i in»ynierskich na kierunkach technicznych. W artykule przedstawiono algorytm, za pomoc¡ któ-
rego mo»na rozwi¡za¢ pewne ukªady równa« liniowych. Nazywa si¦ on metod¡ eliminacji Gaussa.
W artykule podano przykªady ukªadów równa« liniowych rozwi¡zanych za pomoc¡ tego algorytmu.
Na ko«cu artykuªu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwi¡zania.

Sªowa kluczowe: ukªad równa« liniowych, eliminacja Gaussa, operacje elementarne na wierszach,
macierz.

1.Wst¦p

Ukªady równa« liniowych wykorzystywane s¡ w modelowaniu ró»nych zjawisk. Wiele ciekawych przy-

kªadów zastosowania ukªadów liniowych m.in. w ekonomii, zarz¡dzaniu, chemii, obwodach elektrycznych,

demogra�i, gospodarce le±nej, algorytmach pozycjonowania stron w sieci mo»na znale¹¢ w [2]. W artykule

przedstawimy kolejn¡ metod¦ rozwi¡zywania ukªadów równa«, zwana jest ona metod¡ eliminacji Gaussa.

Artykuª ten jest niejako kontynuacj¡ artykuªu [9], w którym zostaªa przedstawiona metoda rozwi¡zywa-

nia ukªadów równa« za pomoc¡ wzorów Cramera. Wymagaªa ona umiej¦tno±ci obliczania wyznaczników.

Niestety dla wi¦kszej liczby równa« i niewiadomych cz¦sto metoda ta jest nieefektywna. Ponadto, gdy

wyznacznik macierzy gªównej byª równy zero, to nie mo»na stosowa¢ wzorów Cramera. Równie» nie

stosujemy wzorów Cramera, gdy liczba niewiadomych jest ró»na od liczby równa«. Natomiast metod¦

eliminacji Gaussa mo»na stosowa¢ nawet przy wi¦kszej ilo±ci niewiadomych lub gdy wyznacznik macierzy

gªównej jest równy zero oraz w przypadku, gdy liczba niewiadomych jest ró»na od liczby równa«. Na

pocz¡tku artykuªu przedstawimy algorytm rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych, zwany metod¡ eli-

minacji Gaussa. W rozdziale trzecim podamy przykªady ukªadów równa«, które rozwi¡»emy za pomoc¡

metody eliminacji Gaussa. Na ko«cu artykuªu Czytelnik znajdzie zadania do samodzielnego rozwi¡zania

oraz odpowiedzi do tych zada«.
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2. Istota metody eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa mo»e by¢ wykorzystana m.in. do obliczania wyznaczników, do wyznacza-

nia macierzy odwrotnej lub do obliczania rz¦du macierzy. Dlaczego ta metoda dziaªa oraz metodologia

eliminacji w bardzo dobry sposób zostaªa przedstawiona w [1]. Podstawowe wiadomo±ci na temat ukªa-

dów równa« liniowych mo»na znale¹¢ m.in. w [3], [4], [6]. Metoda eliminacji Gaussa jest uniwersalna.

Za pomoc¡ tej metody mo»emy rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowych, w którym niekoniecznie liczba nie-

wiadomych jest równa liczbie równa«. Dodatkowo dla ukªadów Cramera, w których mamy wi¦ksz¡ ilo±¢

niewiadomych i równa«, metoda ta zazwyczaj jest znacznie szybsza od metody Cramera.

W artykule skupimy si¦ na ukªadach równa« liniowych postaci:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . .+ a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . .+ a3nxn = b3
...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . .+ amnxn = bm,

gdzie aij ∈ R, bi ∈ R dla 1 ≤ i ≤ m oraz 1 ≤ j ≤ n, natomiast x1,x2,x3,...,xn s¡ niewiadomymi, gdzie

m,n ∈ N.
Powy»szy ukªad równa« liniowych mo»emy zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B. Wiadomo, »e

rozwi¡zanie ukªadu równa« nie zmieni si¦, je±li:

• zamienimy miejscami dwa równania,

• pomno»ymy stronami wybrane równanie przez staª¡ ró»n¡ od zera,

• dodamy do wybranego równania inne równanie pomno»one przez staª¡.

Dla wygody i oszcz¦dno±ci czasu podane wy»ej operacje warto wykonywa¢ na macierzy rozszerzonej tego

ukªadu, czyli macierzy postaci:

[A|B] =


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

b3
...

bm

 .

W metodzie eliminacji Gaussa przeksztaªcamy macierz rozszerzon¡ do macierzy schodkowej, wykonu-

j¡c na jej wierszach nast¦puj¡ce operacje elementarne:

• zamian¦ mi¦dzy sob¡ dwóch wierszy (wi ↔ wj);

• pomno»enie pewnego wiersza przez liczb¦ ró»n¡ od zera (c · wi);

• dodanie do elementów wybranego wiersza odpowiadaj¡cych im elementów innego wiersza pomno-

»onego przez dowoln¡ liczb¦ (wi + c · wj).



Wykonujemy tylko powy»sze operacje na wierszach tak, aby na ko«cu uzyska¢ macierz w postaci schodko-

wej. Maj¡c ju» macierz schodkow¡, wracamy do ukªadu równa« i rozwi¡zujemy ukªad równa« zaczynaj¡c

od ostatniego równania.

Czasami macierz rozszerzona ma tak¡ posta¢, »e ªatwo zauwa»y¢, jakie operacje wykona¢. Je±li jednak

nie widzimy tego, mo»na post¦powa¢ wedªug nast¦puj¡cego schematu.

1. Sprawdzamy, czy a11 6= 0.

• Je±li tak, to przechodzimy do kroku 2.

• Je±li a11 = 0, to zamieniamy pierwszy wiersz z innym wierszem, którego pierwszy element jest

ró»ny od zera.

• Czasem warto zamieni¢ dwa wiersze tak, aby pierwszy element byª równy 1 (dla algorytmu nie

ma to znaczenia, ale mo»e uªatwi¢ nam rachunki).

2. Za pomoc¡ pierwszego wiersza zerujemy pierwsze wyrazy wiersza drugiego, trzeciego itd. (je±li

oczywi±cie nie ma tam ju» zer). Operacj¦ t¦ wykonujemy w ten sposób, »e do wiersza drugiego,

trzeciego itd. dodajemy pierwszy wiersz pomno»ony przez odpowiednie liczby.

3. Patrzymy teraz na drugi wiersz. Jego pierwszy element jest ju» zerem. Chcemy, »eby drugi element

byª ró»ny od 0. Post¦pujemy jak w kroku 1, przy czym pami¦tamy, »e nie zmieniamy ju» wiersza

pierwszego.

4. Za pomoc¡ drugiego wiersza zerujemy drugie wyrazy wiersza trzeciego, czwartego itd. (je±li oczywi-

±cie nie ma tam ju» zer). Operacj¦ t¦ wykonujemy w ten sposób, »e do wiersza trzeciego, czwartego

itd. dodajemy drugi wiersz pomno»ony przez odpowiednie liczby. Pami¦tamy, aby nie zmienia¢

wierszy pierwszego i drugiego.

5. Nast¦pnie za pomoc¡ wiersza trzeciego (po ewentualnej operacji elementarnej) zerujemy wszystkie

elementy z trzeciej kolumny le»¡ce pod gªówn¡ przek¡tn¡. Nie zmieniamy pierwszych trzech wierszy.

6. Post¦pujemy tak, a» dojdziemy do ostatniego wiersza. W tym momencie mamy ju» posta¢ schod-

kow¡.

7. Je»eli na jakim± etapie wszystkie interesuj¡ce nas elementy s¡ zerami, to patrzymy na nast¦pn¡

kolumn¦ i post¦pujemy analogicznie. D¡»ymy do tego, aby:

• na pocz¡tku ka»dego wiersza (z wyj¡tkiem, by¢ mo»e, pierwszego) byªy tylko zera,

• w ka»dym kolejnym wierszu na pocz¡tku byªo o co najmniej jedno zero wi¦cej ni» w poprzednim

wierszu.

Bardzo wa»ne

W metodzie eliminacji Gaussa:

1) wykonujemy tylko wymienione operacje na wierszach,

2) operacje wykonujemy na caªych wierszach macierzy rozszerzonej.
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3. Przykªady

W tym rozdziale podamy kilka przykªadów rozwi¡zywania ukªadu równa« metod¡ eliminacji Gaussa.

Zaczniemy od prostego przykªadu.

Przykªad 1. Rozwi¡»emy poni»szy ukªad równa«:
2x− y + z = −2
y + 2z = 1

−3z = 9.

Widzimy, »e nasz ukªad równa« jest ju» w postaci schodkowej, a jego macierz rozszerzona jest macierz¡

trójk¡tn¡: 2 −1 1

0 1 2

0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣
−2
1

9

 .
Z ostatniego równania wyliczamy z:

−3z = 9⇒ z = −3.

Z drugiego wyliczymy y:

y + 2z = 1⇒ y = 7.

Z pierwszego równania wyliczamy x:

2x− y + z = −2⇒ x = 4.

Odp. Rozwi¡zaniem ukªadu równa« s¡ liczby x = 4, y = 7, z = −3.

Przykªad 2. Rozwi¡»emy nast¦puj¡cy ukªad równa« za pomoc¡ algorytmu Gaussa:
x− y + 2z = −1
2x+ 5y + 3z = −1
−x+ 3y + 4z = −5.

Zaczynamy od przeksztaªcenia macierzy rozszerzonej ukªadu do postaci schodkowej: 1 −1 2

2 5 3

−1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−1
−5

 −2w1

+w1

→

1 −1 2

0 7 1

0 2 6

∣∣∣∣∣∣∣
−1
1

−6

w2 ↔
1

2
w3

−−−−−−−→

1 −1 2

0 1 3

0 7 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−3
1


−7w2

→

→

1 −1 2

0 1 3

0 0 −22

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−3
22


: (−22)

→

1 −1 2

0 1 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−3
−1

 .



Po wprowadzeniu z powrotem niewiadomych i znaków równo±ci otrzymujemy:
x− y + 2z = −1
y + 3z = −3
z = −1.

⇔


x− y + 2 · (−1) = −1
y + 3 · (−1) = −3
z = −1

⇔


x− y = 1

y = 0

z = −1

⇔


x = 1

y = 0

z = −1.

Odp. Rozwi¡zaniem ukªadu równa« s¡ liczby x = 1, y = 0, z = −1.

Przykªad 3. Rozwi¡»emy teraz kolejny ukªad równa« metod¡ eliminacji Gaussa:
x− 2y + z − t = −4
2x− y − z + t = 1

x+ y + 2z − t = 5

x+ y − z + t = 4.

Zaczynamy od przeksztaªcenia macierzy rozszerzonej ukªadu do postaci schodkowej:
1 −2 1 −1
2 −1 −1 1

1 1 2 −1
1 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
1

5

4

 −2w1

−w1

−w1

→


1 −2 1 −1
0 3 −3 3

0 3 1 0

0 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
9

9

8

 −w2

−w2

→


1 −2 1 −1
0 3 −3 3

0 0 4 −3
0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
9

0

−1

w4 ↔ w3−−−−−−→

→


1 −2 1 −1
0 3 −3 3

0 0 1 −1
0 0 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
9

−1
0

 : 3

−4w3

→


1 −2 1 −1
0 1 −1 1

0 0 1 −1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
3

−1
4

 .
Po wprowadzeniu z powrotem niewiadomych i znaków równo±ci otrzymujemy:

x− 2y + z − t = −4
y − z + t = 3

z − t = −1
t = 4.

Z trzeciego równania mamy z−4 = −1, czyli z = 3. Z drugiego równania mamy y−3+4 = 3, czyli y = 2.

Z pierwszego równania mamy x− 2 · 2 + 3− 4 = −4, czyli x = 1.

Odp. Rozwi¡zaniem ukªadu równa« s¡ liczby x = 1, y = 2, z = 3, t = 4.

Przykªad 4. Rozwi¡»emy za pomoc¡ metody eliminacji Gaussa kolejny ukªad równa«:
x1 + x2 + x3 + x4 = −4
2x1 + x2 + x4 = −9
−x1 + 2x2 + 5x3 − 2x4 = −5
x1 − x2 − 3x3 + 3x4 = 6.

Zaczynamy od przeksztaªcenia macierzy rozszerzonej ukªadu do postaci schodkowej:
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1 1 1 1

2 1 0 1

−1 2 5 −2
1 −1 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
−9
−5
6

 −2w1

+w1

−w1

→


1 1 1 1

0 −1 −2 −1
0 3 6 −1
0 −2 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
−1
−9
10

 +3w2

−2w2

→


1 1 1 1

0 −1 −2 −1
0 0 0 −4
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
−1
−12
12


+2w3

→


1 1 1 1

0 −1 −2 −1
0 0 0 −4
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
−1
−12
0


W otrzymanej macierzy otrzymali±my wiersz zerowy, który odpowiada równaniu to»samo±ciowemu:

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0,

wi¦c mo»emy go wykre±li¢. Mamy
1 1 1 1

0 −1 −2 −1
0 0 0 −4
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4
−1
−12
0

→
1 1 1 1

0 −1 −2 −1
0 0 0 −4

∣∣∣∣∣∣∣
−4
−1
−12

 .
Teraz w ka»dym wierszu sprawdzamy pierwszy niezerowy element � odpowiada on zmiennej zwi¡-

zanej. Zatem w naszym ukªadzie zmienne zwi¡zane to x1, x2, x4. Zmienne wolne to te, które nie s¡

zwi¡zane, zatem w naszym przykªadzie zmienna wolna to x3 i j¡ parametryzujemy,

x3 = α, α ∈ R.

Teraz wracamy do ukªadu równa« i otrzymujemy:
x1 + x2 + x3 + x4 = −4
−x2 − 2x3 − x4 = −1
−4x4 = −12.

Z trzeciego równania wyliczymy x4 = 3. Z drugiego wyliczymy x2, wi¦c x2 = −2α − 2. Natomiast

z pierwszego wyliczymy x1 = 2α+ 2− α− 3− 4, zatem x1 = −5 + α.

Odp. Podany ukªad równa« ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«, s¡ nimi liczby postaci: x1 = −5 + α,

x2 = −2− 2α , x3 = α, x4 = 3, gdzie α ∈ R.

Przykªad 5. Rozwi¡»emy za pomoc¡ metody eliminacji Gaussa kolejny ukªad równa«:
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = −1
2x1 + 4x2 + 7x3 − 4x4 = −6
3x1 + 6x2 + 7x3 + x4 = 5.

Zaczynamy od przeksztaªcenia macierzy rozszerzonej ukªadu do postaci schodkowej:



1 2 3 −1
2 4 7 −4
3 6 7 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−6
5

 −2w1

−3w1

→

1 2 3 −1
0 0 1 −2
0 0 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−4
8


+2w2

→

1 2 3 −1
0 0 1 −2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
−1
−4
0


Ostatni wiersz zerowy znowu wykre±lamy i mamy macierz rozszerzon¡ postaci:[

1 2 3 −1
0 0 1 −2

∣∣∣∣∣−1−4
]
.

Teraz w ka»dym wierszu sprawdzamy pierwszy niezerowy element � odpowiada on zmiennej zwi¡za-

nej. Zatem w naszym ukªadzie zmienne zwi¡zane to x1, x3. Zmienne wolne to te, które nie s¡ zwi¡zane,

czyli w naszym przykªadzie zmiennymi wolnymi s¡ x2 oraz x4 i je parametryzujemy:

x2 = α, α ∈ R,

x4 = β, β ∈ R.

Teraz wracamy do ukªadu równa« i otrzymujemy:x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = −1
x3 − 2x4 = −4.

Z drugiego równania wyliczymy x3 = −4 + 2β. Z pierwszego równania wyliczymy x1:

x1 = −1− 2x2 − 3x3 + x4,

podstawiaj¡c za x2 = α, oraz za x4 = β otrzymujemy:

x1 = −1− 2α− 3(−4 + 2β) + β,

zatem x1 = 11− 2α− 5β.

Odp. Rozwi¡zanie ukªadu równa« ma posta¢:
x1 = 11− 2α− 5β

x2 = α

x3 = −4 + 2β

x4 = β, α, β ∈ R.

Przykªad 6. Rozwi¡»emy nast¦puj¡cy ukªad równa« metod¡ eliminacji Gaussa:
x+ 2y + z + t = 7

7x+ 5y + 2z + 5t = 1

4x− y − z + 2t = 2.

Zaczynamy od przeksztaªcenia macierzy rozszerzonej ukªadu do postaci schodkowej:
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1 2 1 1

7 5 2 5

4 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣
7

1

2

 −7w1

−4w1

→

1 2 1 1

0 −9 −5 −2
0 −9 −5 −2

∣∣∣∣∣∣∣
7

−48
−26


−w2

→

1 2 1 1

0 −9 −5 −2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
7

−48
22

 .
Zauwa»my, »e ostatni wiersz macierzy rozszerzonej odpowiada sprzecznemu równaniu 0 = 22, wi¦c

analizowany ukªad równa« jest ukªadem sprzecznym.

Odp. Podany ukªad równa« nie ma rozwi¡za«.

Widzimy, »e metoda eliminacji Gaussa jest bardziej uniwersalna ni» metoda rozwi¡zywania ukªadów

równa« za pomoc¡ wzorów Cramera. Mo»emy j¡ stosowa¢ do ukªadów równa« z ró»n¡ liczb¡ zmiennych

oraz niewiadomych, do ukªadów równa« w których wyznacznik macierzy gªównej jest równy zero. Ponadto

metoda ta przy wi¦kszej ilo±ci zmiennych jest bardziej efektywna, ni» metoda rozwi¡zywania ukªadów

równa« za pomoc¡ wzorów Cramera.

4. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Rozwi¡» podane ukªady równa« metod¡ eliminacji Gaussa:
2x+ 4y − z = 1

−x+ 8y + 3z = 2

2x− z = 1

a)


x− 2y + z = 1

4x− y + z = 3

2x+ 3y − z = 5

b)


x+ 2y + z + t = 0

2x+ y + z + 2t = 0

x+ 2y + 2z + t = 0

x+ y + z + t = 0.

c)



5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 15

4x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 14

3x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 12

2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 9

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 5

d)

Odpowiedzi

x = 1, y = 0, z = 1a) ukªad sprzeczny, nie ma rozwi¡za«b)

x = −α, y = 0, z = 0, t = α, α ∈ Rc) x1 = 1, x2 = 1, x3 =, x4 = 1, x5 = 1d)

Wi¦cej zada« mo»na znale¹¢ np. w [5]� [8].
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