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Macierze odwrotne. Cz¦±¢ 1 � de�nicje, wªasno±ci, wyznaczanie
macierzy odwrotnych z de�nicji

Streszczenie. Artykuª przeznaczony jest dla studentów kierunków in»ynierskich potrzebuj¡-
cych bazowej wiedzy z algebry liniowej i omawia poj¦cie macierzy odwrotnej bez odwoªywania si¦
do przestrzeni liniowych. De�nicja macierzy odwrotnej zostaªa dokªadnie omówiona i zilustrowa-
na przykªadami. Podano najwa»niejsze wªasno±ci i twierdzenia wraz z wyja±nieniami i dowodami.
Pokazano, jak wykorzysta¢ de�nicj¦ macierzy odwrotnej do jej wyznaczania. Oprócz przykªadów
rozwi¡zanych krok po kroku podane zostaªy zadania do samodzielnego rozwi¡zania wraz z odpo-
wiedziami.

Sªowa kluczowe: macierz, macierz odwracalna, macierz odwrotna, odwracanie macierzy.

1. De�nicja macierzy odwrotnej oraz co z niej wynika, a co nie

W pracy do zapisu macierzy stosowane s¡ wielkie litery pisane czcionk¡ bold oraz nawiasy kwadrato-

we. Maªymi literami oznaczane s¡ elementy macierzy.

A = [aij ]n =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 � oznacza macierz kwadratow¡ stopnia n.

Elementami macierzy mog¡ by¢ zarówno liczby rzeczywiste, jak i zespolone.

Zakªadamy, »e Czytelnik zna podstawowe poj¦cia zwi¡zane z macierzami i wyznacznikami, potra�

wykonywa¢ dziaªania na macierzach (mno»enie macierzy jest szczególnie wa»ne) oraz oblicza¢ wyznacz-

niki. Potrzebn¡ wiedz¦ Czytelnik mo»e znale¹¢ w podr¦cznikach algebry liniowej na przykªad [4], [3].

Natomiast w ksi¡»ce [2] podane s¡ bardziej zaawansowane wiadomo±ci, w których macierze odwrotne

omawiane s¡ w kontek±cie przestrzeni liniowych.

Autor korespondencyjny: K.Adrianowicz (katarzyna.adrianowicz@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 08.08.2023.
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De�nicja 1. Je»eli dla macierzy kwadratowej A, stopnia n, istnieje macierz B, która speªnia zale»no±¢

A ·B = B ·A = In, (1)

gdzie In oznacza macierz jednostkow¡ stopnia n, to macierz A nazywamy odwracaln¡, a macierz B

nazywamy macierz¡ odwrotn¡ do macierzy A i oznaczamy A−1.

Zatem, je»eli macierz A jest odwracalna, to istnieje A−1 i zachodzi A ·A−1 = A−1 ·A = I.

Poni»ej podajemy kilka istotnych uwag dotycz¡cych powy»szej de�nicji.

1. Z podanej de�nicji wynika, »e tylko macierze kwadratowe mog¡ mie¢ odwrotne.

2. Z de�nicji nie mo»na wnioskowa¢, »e je»eli macierz jest kwadratowa, to ma odwrotn¡!

Wiadomo sk¡din¡d (u±ci±li to podane pó¹niej twierdzenie 2), »e s¡ takie macierze kwadratowe, które

odwrotnych nie maj¡.

3. Macierz A−1 jest macierz¡ kwadratow¡ tego samego stopnia co macierz A. W przeciwnym razie

mno»enie A ·A−1 nie byªoby wykonalne.

4. Zapis A−1 jest jedynie sposobem oznaczania macierzy odwrotnej. Pomimo »e wygl¡da jak pot¦go-

wanie nie oznacza podnoszenia do pot¦gi!

5. Je»eli macierz B jest macierz¡ odwrotn¡ do A (A−1 = B) to równocze±nie A jest odwrotn¡ do B

(B−1 = A). Macierze A i B s¡ wzajemnie odwrotne.

Podana de�nicja pozwala na ªatwe sprawdzenie, czy jedna ze znanych macierzy jest odwrotn¡ do

drugiej.

Przykªad 1. Sprawd¹my, czy macierzA =


−1 0 1 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 1 1 1

 jest odwrotna doB =


0 0 −1 1

−1 0 2 −1
1 1 −1 0

0 −1 0 1

 .
W tym celu wystarczy wykona¢ mno»enie:

A ·B =


−1 0 1 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 1 1 1

 ·


0 0 −1 1

−1 0 2 −1
1 1 −1 0

0 −1 0 1

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 = I4,

B ·A =


0 0 −1 1

−1 0 2 −1
1 1 −1 0

0 −1 0 1

 ·

−1 0 1 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 1 1 1

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 = I4.

Dostali±my macierze jednostkowe, wi¦c speªniony jest warunek (1) de�nicji, czyli macierz A jest macierz¡

odwrotn¡ do B tzn. A = B−1.
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Przykªad 2. Sprawd¹my, czy macierze A1 =

[
3 2

−4 1

]
i B1 =

[
1
3

1
2

− 1
4 1

]
s¡ wzajemnie odwrotne.

Obliczaj¡c iloczyn A1 ·B1, otrzymujemy:[
3 2

−4 1

]
·

[
1
3

1
2

− 1
4 1

]
=

[
2
4

5
2

− 19
12 −1

]
.

Nie trzeba oblicza¢ drugiego iloczynu B1 · A1, bo ju» A1 ·B1 nie speªnia warunku (1) . Wystarczyªo

obliczy¢ jeden element macierzy A1 ·B1, aby przekona¢ si¦, »e nie b¦dzie to macierz jednostkowa, czyli

ani macierz A1 nie jest odwrotna do B1, ani B1 nie jest odwrotna do A1.

Z de�nicji macierzy odwrotnej nie da si¦ wywnioskowa¢, ile macierzy B mo»e speªnia¢ warunek (1).

Jednak poni»sze twierdzenie u±ci±la � taka macierz, je±li istnieje, to jest tylko jedna.

Twierdzenie 1. Je»eli dwie macierze B1 i B2 s¡ odwrotne do macierzy A, to s¡ identyczne B1 = B2.

Dowód. Skoro B1 jest odwrotna do A, to B1 ·A = I, gdzie I to macierz jednostkowa tego samego stopnia

co pozostaªe. Mno»¡c obie strony tej równo±ci z prawej strony przez macierz B2, otrzymujemy

B1 ·A = I | ·B2,

(B1 ·A) ·B2 = I ·B2,

B1 · (A ·B2) = B2.

Poniewa» B2 jako odwrotna do A speªnia A ·B2 = I, wi¦c

B1 = B2.

�

W uwagach do de�nicji znalazªo si¦ stwierdzenie 2 mówi¡ce, »e s¡ takie macierze kwadratowe, które

nie maj¡ odwrotnych.

Przykªad 3. Macierz A =

 2 0 1

−1 0 2

3 0 1

 nie jest macierz¡ odwracaln¡ � nie ma odwrotnej.

Niech B =

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 oznacza dowoln¡ macierz stopnia trzeciego.

Poniewa» w macierzy A druga kolumna skªada si¦ z samych zer, to w iloczynie macierzy A · B druga

kolumna te» b¦dzie skªada¢ si¦ z samych zer (nie ma potrzeby wyliczania pozostaªych elementów):

B ·A =

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 ·
 2 0 1

−1 0 2

3 0 1

 =

. 0 .

. 0 .

. 0 .

 .
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To znaczy, »e B ·A 6= I =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.
Czyli dla »adnej macierzy stopnia trzeciego nie jest speªniony warunek (1) de�nicji i macierz A nie

jest odwracalna.

Jak sprawdzi¢, czy rozwa»ana macierz ma odwrotn¡, w inny sposób ni» próbuj¡c j¡ wyliczy¢?

Wygodnym i ªatwym sposobem jest wykorzystanie poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Macierz kwadratowa A jest macierz¡ odwracaln¡ wtedy i tylko wtedy, gdy jest macierz¡

nieosobliw¡, czyli ma wyznacznik detA ró»ny od zera.

Dowód. �atwo wykaza¢, »e z odwracalno±ci macierzy wynika jej nieosobliwo±¢.

Skoro macierz A jest odwracalna, to A ·A−1 = I. Wiadomo, »e det I = 1, wi¦c det(A ·A−1) = 1 6= 0.

Na podstawie twierdzenia Cauchy'ego1 det(A ·A−1) = detA · detA−1 6= 0, czyli detA 6= 0.

Do udowodnienia, »e ka»da nieosobliwa macierz jest odwracalna, mo»na wykorzysta¢ przeksztaªcenia

elementarne lub dopeªnienia algebraiczne. Oba te poj¦cia omawiane s¡ w drugiej cz¦±ci pracy. Tam

równie» znajdzie si¦ uzasadnienie prawdziwo±ci podanego twierdzenia. Dowód w oparciu o przeksztaªcenia

elementarne mo»na znale¹¢ w pracy [1] na str. 95, a dowód wykorzystuj¡cy dopeªnienia algebraiczne w [2]

na str. 240. �

Matematycznie, mo»na powiedzie¢, »e warunkiem koniecznym do tego, aby macierz byªa odwra-

calna jest, aby byªa kwadratowa. Natomiast warunkiem wystarczaj¡cym jest, aby byªa nieosobliwa.

Przykªad 4. Sprawdzi¢, które z podanych macierzy s¡ odwracalne:

A1 =

[
2 3

4 6

]
, A2 =

1 0 1

0 2 0

1 0 1

 , A3 =


3 2 1 0

0 3 2 1

0 0 3 2

0 0 0 3

 ,A4 =

3 2 1 0

0 1 2 3

1 1 1 1

 .
Ju» na pierwszy rzut oka wida¢, »e macierz A4 nie jest kwadratowa, wi¦c nie speªnia warunku ko-

niecznego, czyli nie mo»e by¢ odwracalna.

Pozostaªe macierze s¡ kwadratowe, czyli speªniaj¡ warunek konieczny. Aby sprawdzi¢, czy speªniaj¡ rów-

nie» warunek wystarczaj¡cy, trzeba obliczy¢ ich wyznaczniki.

Krótki kurs obliczania wyznaczników podany jest w [5].

Macierze A1 i A2 nie s¡ odwracalne, poniewa» detA1 = 0 i detA2 = 0. detA3 = 34, wi¦c macierz

A3 jest odwracalna i istnieje A−13 . Osobnym problemem jest znalezienie macierzy A−13 .

Istnieje kilka sposobów wyliczania macierzy odwrotnych. W tej pracy omawiamy wyznaczanie macie-

rzy odwrotnych z de�nicji.

1 Dla macierzy kwadratowych A i B tego samego stopnia zachodzi det(AB) = detA · detB.
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2.Wyznaczanie macierzy odwrotnej z de�nicji

Maj¡c dan¡ macierz A, znamy jej stopie« i jej wszystkie elementy. Szukana macierz odwrotna A−1,

zgodnie z de�nicj¡, ma ten sam stopie« co A i speªnia równo±¢ (1). Mo»emy potraktowa¢ elementy

macierzy A−1 jako niewiadome, a zale»no±¢ (1) przeksztaªci¢ w ukªad równa« i rozwi¡za¢ go.

Przyjrzyjmy si¦, jak to dziaªa, rozwi¡zuj¡c przykªad.

Przykªad 5. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do macierzy A =

[
2 3

−1 2

]
.

Poniewa» macierz A jest stopnia drugiego, to szukana macierz A−1 te» b¦dzie miaªa wymiar 2 × 2.

B¦dzie si¦ skªada¢ z czterech elementów, które traktujemy jako niewiadome A−1 =

[
x y

z t

]
.

Aby A−1 byªa odwrotn¡ do A musi speªnia¢ warunek (1) de�nicji

A ·A−1 = I2, (2)

czyli [
2 3

−1 2

]
·

[
x y

z t

]
=

[
1 0

0 1

]
. (3)

Po wymno»eniu macierzy po lewej stronie otrzymujemy[
2x+ 3z 2y + 3t

−x+ 2z −y + 2t

]
=

[
1 0

0 1

]
.

Równo±¢ macierzy oznacza, »e ich elementy s¡ identyczne (równe), czyli
2x+ 3z = 1

2y + 3t = 0

−x+ 2z = 0

−y + 2t = 1

.

W ten sposób wyj±ciowe równanie macierzowe (3) zamienili±my na ukªad równa« liniowych, ªatwy do

rozwi¡zania.

Ten ukªad mo»na rozdzieli¢ na dwa niezale»ne ukªady:2x+ 3z = 1

−x+ 2z = 0
a)

2y + 3t = 0

−y + 2t = 1
.b)

Ka»dy z nich da si¦ rozwi¡za¢, stosuj¡c dowoln¡ znan¡ metod¦ � podstawiania, przeciwnych wspóªczyn-

ników lub wyznacznikow¡. Po wyznaczeniu warto±ci poszukiwanych niewiadomychx = 2
7

z = 1
7

a)

y = − 3
7

t = 2
7

b)

mo»na zbudowa¢ z nich macierz

A−1 =

[
x y

z t

]
=

[
2
7 − 3

7
1
7

2
7

]
.
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Ostatnim krokiem przy wyznaczaniu macierzy odwrotnej powinno by¢ zawsze2 sprawdzenie, czy rze-

czywi±cie otrzymana macierz speªnia (2).

A ·A−1 =

[
2 3

−1 2

]
·

[
2
7 − 3

7
1
7

2
7

]
=

[
1 0

0 1

]
= I2, A−1 ·A =

[
2
7 − 3

7
1
7

2
7

]
·

[
2 3

−1 2

]
=

[
1 0

0 1

]
= I2.

Sprawdzenie3 wypadªo pozytywnie, macierz odwrotna zostaªa znaleziona.

Zobaczmy, jak wygl¡da stosowanie de�nicji do wyznaczania macierzy odwrotnej dla macierzy stopnia

trzeciego.

Przykªad 6. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do macierzy B =

2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

 .
Szukamy macierzy trzeciego stopnia: B−1 =

a b c

d e f

g h i

 .
Równanie macierzowe, wynikaj¡ce z de�nicji

B ·B−1 = I3,2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

 ·
a b c

d e f

g h i

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


jest równowa»ne równaniu 2a− d+ g 2b− e+ h 2c− f + i

d+ 2g e+ 2h f + 2i

3a− 2d− g 3b− 2e− h 3c− 2f − i

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
Wynika z niego ukªad dziewi¦ciu równa« liniowych o dziewi¦ciu niewiadomych, który mo»na rozdzieli¢

na trzy cz¦±¢:
2a− d+ g = 1

d+ 2g = 0

3a− 2d− g = 0

a)


2b− e+ h = 0

e+ 2h = 1

3b− 2e− h = 0

b)


2c− f + i = 0

f + 2i = 0

3c− 2f − i = 1

.c)

Rozwi¡zujemy te ukªady równa«, wyliczaj¡c wszystkie dziewi¦¢ niewiadomych:
a = −1
d = −2
g = 1

a)


b = 1

e = 5
3

h = − 1
3

b)


c = 1

f = 4
3

i = − 2
3

.c)

2 Zgodnie z zasad¡: ka»dy mo»e si¦ pomyli¢, ale in»ynierem nie powinien zosta¢ kto±, kto nie wery�kuje swoich oblicze«.
3 Maj¡c pewno±¢, »e macierz jest odwracalna wystarczy sprawdzi¢ tylko jedn¡ z równo±ci A ·A−1 = I lub A−1 ·A = I.



Macierze odwrotne cz. I.. . . 189

Z wyliczonych elementów budujemy macierz B−1 =

−1 1 1

−2 5
3

4
3

1 − 1
3 − 2

3

 i po wykonaniu sprawdzenia:

B ·B−1 =

2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

 ·
−1 1 1

−2 5
3

4
3

1 − 1
3 − 2

3

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


mamy pewno±¢, »e znaleziona macierz jest macierz¡ odwrotn¡ do B.

Przykªad 7. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do macierzy C =

2 2 1

1 1 −2
1 1 0

 .
Zgodnie z de�nicj¡ mamy C ·C−1 =

2 2 1

1 1 −2
1 1 0

 ·
a b c

d e f

g h i

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,
Po wykonaniu mno»enia2a+ 2d+ g 2b+ 2e+ h 2c+ 2f + i

a+ d− 2g b+ e− 2h c+ f − 2i

a+ d b+ e c+ f

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


musimy wyliczy¢ dziewi¦¢ niewiadomych z nast¦puj¡cych równa«:

2a+ 2d+ g = 1

a+ d− 2g = 0

a+ d = 0

a)


2b+ 2e+ h = 0

b+ e− 2h = 1

b+ e = 0

b)


2c+ 2f + i = 0

c+ f − 2i = 0

c+ f = 1

.c)

Skupmy si¦ na pierwszym ukªadzie. Podstawiaj¡c d = −a (wyznaczone z trzeciego równania) do pierw-

szego i do drugiego równania otrzymujemy
2a− 2a+ g = 1

a− a− 2g = 0

d = −a

.

Z pierwszego równania wynika, »e g = 1, a z drugiego, »e g = 0 � SPRZECZNO��.

Z otrzymanej sprzeczno±ci jednoznacznie wynika, »e badana macierz nie jest odwracalna, nie ma

macierzy odwrotnej!

Mogli±my oszcz¦dzi¢ sobie pracy, gdyby±my na pocz¡tku zadania sprawdzili, czy speªniony jest waru-

nek wystarczaj¡cy istnienia macierzy odwrotnej, czyli czy podana macierz jest nieosobliwa (ma wyznacz-

nik ró»ny od zera). W tym przykªadzie macierz C jest osobliwa, bo detC = 0.

W przypadku macierzy stopnia czwartego (lub wy»szych) wyznaczanie macierzy odwrotnej przebiega

bardzo podobnie. Ró»ni si¦ jedynie liczb¡ równa« liniowych, które trzeba rozwi¡za¢. W przypadku ma-

cierzy stopnia czwartego jest to szesna±cie równa« z szesnastoma niewiadomymi. Dla macierzy stopnia

pi¡tego � 25 równa« i niewiadomych.

Przy stosowaniu de�nicji do wyznaczania macierzy odwrotnej do macierzy stopnia n, nale»y rozwi¡za¢

ukªad maj¡cy n2 równa« liniowych i tyle samo niewiadomych.



190 K. Adrianowicz

3.Wªasno±ci macierzy odwrotnych

W tym rozdziale przytaczamy kilka wªasno±ci macierzy odwrotnych, które mog¡ uªatwia¢ ich oblicza-

nie w szczególnych przypadkach.

Twierdzenie 3. Dla nieosobliwej macierzy kwadratowej stopnia drugiego A =

[
a b

c d

]
macierz odwrotna

ma posta¢

A−1 =
1

detA

[
d −b
−c a

]
. (4)

Dowód. Z zaªo»enia, »e macierz A jest nieosobliwa wynika, »e jest odwracalna i detA 6= 0.

Wyznacznik detA = ad− bc, zatem:

A ·A−1 =

[
a b

c d

]
· 1

detA

[
d −b
−c a

]
=

[
a b

c d

]
· 1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
=

=

[
a b

c d

]
·

[
d

ad−bc − b
ad−bc

− c
ad−bc

a
ad−bc

]
=

[
ad

ad−bc −
bc

ad−bc − ab
ad−bc +

ba
ad−bc

cd
ad−bc −

dc
ad−bc − cb

ad−bc = da
ad−bc

]
=

[
1 0

0 1

]
,

oraz

A−1 · A =

[
d

ad−bc − b
ad−bc

− c
ad−bc

a
ad−bc

]
·

[
a b

c d

]
=

[
ad

ad−bc −
cb

ad−bc
bd

ad−bc −
bd

ad−bc
− ac

ad−bc +
ca

ad−bc − bc
ad−bc +

ad
ad−bc

]
=

[
1 0

0 1

]
.

Iloczyny A ·A−1 i A−1 ·A s¡ macierzami jednostkowymi, wi¦c macierz A−1 = 1
detA

[
d −b
−c a

]
speªnia

de�nicj¦ macierzy odwrotnej. �

Twierdzenie 3 pozwala bªyskawicznie wyznacza¢ macierze odwrotne do macierzy stopnia drugiego.

Przykªad 8. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do A =

[
1 2

3 5

]
.

Wyznacznik detA = 1 · 5− 3 · 2 = −1.
Wystarczy podstawi¢ elementy danej macierzy do wzoru (4):

A−1 = −1 ·

[
5 −2
−3 1

]
=

[
−5 2

3 −1

]
.

Sprawdzenie [
1 2

3 5

]
·

[
−5 2

3 −1

]
=

[
1 0

0 1

]
,

[
−5 2

3 −1

]
·

[
1 2

3 5

]
=

[
1 0

0 1

]
dowodzi, »e obliczenia s¡ poprawne.
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Twierdzenie 4. Je»eli macierz A jest odwracalna, to A−1 te» jest odwracalna i (A−1)−1 = A.

Dowód. Poniewa» prawdziwe s¡ zale»no±ci

(A−1)−1 ·A−1 = A ·A−1 = I, A−1 ·A = A−1 · (A−1)−1 = I,

wi¦c macierz A−1 jest odwracalna i (A−1)−1 = A. �

Twierdzenie 5. Je»eli A jest macierz¡ odwracaln¡, a k jest liczb¡ ró»n¡ od zera, to kA jest macierz¡

odwracaln¡ i (kA)−1 = 1
kA
−1.

Dowód. Niech A jest macierz¡ odwracaln¡ i k 6= 0. Wtedy

(kA) ·
(
1

k
A−1

)
= k · 1

k
·A ·A−1 = 1 · I. = I oraz

(
1

k
A−1

)
· (kA) =

1

k
· k ·A−1 ·A = 1 · I = I,

czyli speªnione s¡ warunki de�nicji macierzy odwrotnej. �

Przykªad 9. Wiedz¡c, »e

[
1 2

3 5

]−1
=

[
−5 2

3 −1

]
, znale¹¢ macierz odwrotn¡ do D =

[ √
2 2

√
2

3
√
2 5
√
2

]
.

Wystarczy zauwa»y¢, »e

D =

[ √
2 2

√
2

3
√
2 5

√
2

]
=
√
2 ·

[
1 2

3 5

]
i na mocy powy»szego twierdzenia

D−1 =

[ √
2 2

√
2

3
√
2 5

√
2

]−1
=

1√
2

[
−5 2

3 −1

]
=

[
− 5√

2
2√
2

3√
2
− 1√

2

]
.

Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, »e warunki z de�nicji s¡ speªnione.

Przykªad 10. Znale¹¢ macierz X wiedz¡c, »e 3X−1 = B, gdy B =

2 −1 1

0 1 2

3 −2 −1

 jest macierz¡ z przy-

kªadu 6.

Wykorzystuj¡c twierdzenia 4 i 5 mo»emy przeksztaªci¢ równanie 3X−1 = B:

X−1 =
1

3
B,

X
tw.4
= (X−1)−1 =

(
1

3
B

)−1
tw.5
= 3B−1.
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Macierz B−1 zostaªa wyliczona w przykªadzie 6, st¡d

X = 3B−1 = 3

−1 1 1

−2 5
3

4
3

1 − 1
3 − 2

3

 =

−3 3 3

−6 5 4

3 −1 −2

 .
Twierdzenie 6. Je»eli macierze A i B s¡ macierzami kwadratowymi tego samego stopnia i obie s¡

odwracalne, to ich iloczyn A ·B te» jest macierz¡ odwracaln¡ i (A ·B)−1 = B−1A−1.

Dowód. Wystarczy sprawdzi¢, »e speªniony jest warunek (1) z de�nicji:

(A ·B) · (B−1 ·A−1) = A · (B ·B−1) ·A−1 = A · I ·A−1 = A ·A−1 = I,

(B−1 ·A−1) · (A ·B) = B−1 ·A−1 ·A ·B = B−1 · I ·B = B−1 ·B = I.

�

Powy»sze twierdzenie 6 mo»na uogólni¢ � iloczyn sko«czonej lub przeliczalnej liczby macierzy od-

wracalnych tego samego stopnia jest macierz¡ odwracaln¡, a macierz odwrotna do takiego iloczynu jest

iloczynem macierzy odwrotnych pomno»onych w odwrotnej kolejno±ci:

(A1 ·A2 · . . . ·Ak)
−1 = A−1k · . . . ·A

−1
2 ·A

−1
1 .

Twierdzenie 7. Je»eli w macierzy diagonalnej D =


d1 0 0 . . . 0

0 d2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . dn

 wszystkie elementy d1, d2, . . . dn

na przek¡tnej gªównej s¡ ró»ne od zera, to

D−1 =


1
d1

0 0 . . . 0

0 1
d2

. . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . 1
dn

 .

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e

D ·D−1 =


d1 0 0 . . . 0

0 d2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . dn

 ·


1
d1

0 0 . . . 0

0 1
d2

. . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . 1
dn

 = In oraz D−1 ·D = In.

�

Przykªad 11. Macierz odwrotna do macierzy D =


3 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 1
3 0

0 0 0 − 1
2

 to D−1 =


1
3 0 0 0

0 − 1
2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 −2

.
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4. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

A =

[
3 0

0 1

]
,a) B =

[
1 2

3 4

]
,b) C =

[
−3

√
3

2
√
2
√
6

]
.c)

D =

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
,d) E =

[
2i 2 + i

2− i −3i

]
,e) F =

[
2x 3x

4x 5x

]
.f)

Zadanie 2. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy:

A =

2 3 0

0 1 1

0 0 −1

,a) B =

 1 0 1

0 1 0

−1 0 1

,b) C =

4 −4 2

2 6 0

0 −2 0

.c)

Zadanie 3. Wyznacz macierz X, je»eli wiadomo »e:

X−1 =

−2 0 0

0 1 1

3 2 −1

,a) ( 12X)−1 =

6 0 0

0 −4 0

0 0 10

,b) 4X−1 =

[
0 −4
3 6

]
.c)

5. Odpowiedzi

Odpowied¹ 1.

A−1 =

[
1
3 0

0 1

]
,a) B−1 =

[
−2 1

3
2 − 1

2

]
,b) C−1 =

[
− 1

5
1

5
√
2

2
5
√
3

3
√
2

10
√
3

]
.c)

D−1 =

[
cosα − sinα

sinα cosα

]
,d) E−1 =

[
−3i −2− i

−2 + i 2i

]
,e) F =

[
− 5

2x
3
2x

2
x − 1

x

]
.f)

Odpowied¹ 2.

A−1 =

 1
2 − 3

2 − 3
2

0 1 1

0 0 −1

,a) B−1 =

 1
2 0 − 1

2

0 1 0
1
2 0 1

2

,b) C−1 =

0 1
2

3
2

0 0 − 1
2

1
2 −1 −4

.c)

Odpowied¹ 3.

X = (X−1)−1 =

− 1
2 0 0
1
2

1
3

1
3

− 1
2

2
3 − 1

3

,a) X = 2 ·

6 0 0

0 −4 0

0 0 10


−1

=

 1
3 0 0

0 − 1
2 0

0 0 1
5

,b)

X =

(
1
4

[
0 −4
3 6

])−1
= 4

[
0 −4
3 6

]−1
=

[
2 4

3

−1 0

]
.c)
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