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Dlaczego eliminacja Gaussa dziaªa i dlaczego jest taka pomocna?

Streszczenie. Proces eliminacji Gaussa kojarzony jest najcz¦±ciej z rozwi¡zywaniem ukªadów
równa« liniowych, jednak metoda ta mo»e by¢ z powodzeniem stosowana do obliczania wyznacz-
ników, wyznaczania macierzy odwrotnej lub obliczania rz¦du macierzy.
W tej pracy poka»emy nie tyle jak stosowa¢ proces eliminacji Gaussa do wymienionych powy»ej
zagadnie«, ile wytªumaczymy, dlaczego on dziaªa.
Zakªadamy, »e Czytelnik zna podstawowe poj¦cia zwi¡zane z macierzami, wyznacznikami i ukªa-
dami równa« liniowych.

Sªowa kluczowe: eliminacja Gaussa, operacje elementarne na wierszach, macierze elementarne.

1.Wst¦p

Metoda eliminacji Gaussa wykorzystywana do rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych polega na

przeksztaªcaniu ukªadu równa« do równowa»nego mu ukªadu w formie zredukowanej (cz¦sto schodkowej),

czyli takiego, w którym w ka»dym kolejnym równaniu jest coraz mniej niewiadomych. Przeksztaªcaj¡c

ukªad równa«, w kolejnych krokach eliminujemy niewiadome z odpowiednich równa« � st¡d nazwa

metody. Taki zredukowany ukªad jest znacznie ªatwiejszy do rozwi¡zania.

Eliminacja Gaussa opiera si¦ na trzech operacjach, które mo»na wykonywa¢ na ukªadach równa« i które

przeksztaªcaj¡ ukªad do ukªadu równowa»nego, czyli ukªadu maj¡cego te same rozwi¡zania co ukªad

wyj±ciowy.

Te operacje to:

1) zamiana kolejno±ci równa«,

2) obustronne pomno»enie równania przez liczb¦ ró»n¡ od zera,

3) dodanie stronami do wybranego równania innego równania pomno»onego (obustronnie) przez pewn¡

liczb¦.
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Na zaj¦ciach z algebry liniowej wykonywanie powy»szych operacji na ukªadzie równa« zast¦puje si¦ prze-

prowadzaniem operacji elementarnych na tak zwanej macierzy rozszerzonej (lub uzupeªnionej).

Poza rozwi¡zywaniem ukªadów eliminacja Gaussa jest wykorzystywana tak»e do obliczania wyznaczników,

szukania macierzy odwrotnych oraz obliczania rz¦du macierzy. W sªu»¡cych temu algorytmach równie»

wymaga si¦ przeprowadzania operacji elementarnych na odpowiednich macierzach. Przy takim podej±ciu

pod poj¦ciem eliminacji Gaussa rozumiemy budowanie ci¡gu macierzy, które powstaj¡ dzi¦ki wyko-

naniu na nich tzw. dziaªa« (operacji) elementarnych na wierszach lub kolumnach. Ostatnim elementem

takiego ci¡gu, czyli wynikiem eliminacji Gaussa, jest macierz schodkowa lub schodkowa zredukowana.

Dziaªania elementarne czasami s¡ nazywane krokami Gaussa.

2. Operacje elementarne

Rozwa»ania zacznijmy od przypomnienia, co rozumiemy przez poj¦cie operacji elementarnych na ma-

cierzach. Wyró»niamy trzy operacje elementarne, które mo»na wykonywa¢ na wierszach lub na kolumnach

macierzy1.

ERO1 Zamiana miejscami dwóch wierszy, lub ECO1 � zamiana dwóch kolumn.

ERO2 Pomno»enie wiersza (a dokªadniej ka»dego elementu stoj¡cego w danym wierszu), przez podan¡

liczb¦ ró»n¡ od zera. Mno»enie kolumny przez liczb¦ b¦dziemy oznacza¢ ECO2.

ERO3 Dodanie do wybranego wiersza innego wiersza pomno»onego przez wybran¡ liczb¦ (do ka»dego

elementu wiersza dodajemy odpowiedni element innego wiersza pomno»ony przez wybran¡ liczb¦).

ECO3 � analogiczne dziaªanie na kolumnach.

Przykªad 1. Zastosujmy kilka operacji elementarnych przeksztaªcaj¡c macierz A =

0 −2 3 4
3
2 1 −2 1

2

1 −1 4 0

.
Przyjmujemy oznaczenia: wi � i-ty wiersz , kj � j-ta kolumna macierzyA.A(i)� oznacza macierz otrzyma-

n¡ z macierzy A po i -tej operacji. Pod strzaªk¡ umieszczona jest informacja, która operacja elementarna

jest wykonywana, a nad strzaªk¡ szczegóªy tej operacji.

A =

0 −2 3 4
3
2 1 −2 1

2

1 −1 4 0

 w1↔w3−−−−−→
ERO1

A(1) =

1 −1 4 0
3
2 1 −2 1

2

0 −2 3 4

 w2·2−−−−→
ERO2

A(2) =

1 −1 4 0

3 2 −4 1

0 −2 3 4

→

w2+w1·(−3)−−−−−−−−→
ERO3

A(3) =

1 −1 4 0

0 5 −16 1

0 −2 3 4

 .
Jak wida¢, w trzech krokach zostaª �wyeliminowany� element a12 macierzy A � w macierzy A(3) ten

element ma warto±¢ zero.

1 Przyj¦ªy±my popularne oznaczenia pochodz¡ce z j¦zyka angielskiego: ERO � Elementary Row Operations, ECO �
Elementary Column Operations.
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Przeprowadzony proces eliminacji mo»na zapisa¢

A
w1↔w3−−−−−→ A(1) w2·2−−−→ A(2) w2+w1·(−3)−−−−−−−−→ A(3). (1)

Uwaga 1. Pomi¦dzy kolejnymi macierzami w ci¡gu kroków Gaussa nie wstawiamy znaku równo±ci, bo

te macierze s¡ ró»ne!

3.Macierze elementarne

Wszystkie trzy opisane powy»ej operacje elementarne mog¡ by¢ wykonane przez wymno»enie danej

macierzy przez odpowiednio dobran¡ macierz, nazywan¡ macierz¡ elementarn¡.

Mno»enie danej macierzy przez macierze elementarne po lewej stronie odpowiada dziaªaniom na jej

wierszach (ERO), a po prawej - na kolumnach (ECO).

Macierze elementarne to zawsze macierze kwadratowe, a ich stopie« jest taki, aby mo»na byªo wykona¢

odpowiednie mno»enie. Oznacza to, »e do dziaªania na wierszach macierzy A stopie« macierzy elemen-

tarnej musi by¢ równy liczbie wierszy macierzy A, a do dziaªania na kolumnach � liczbie jej kolumn.

Wyró»niamy trzy rodzaje macierzy elementarnych: macierze permutacji, macierze diagonalne i macierze

unipotentne.

Macierz elementarna Ekl � macierz permutacji

Zauwa»my, »e dziaªanie elementarne EO1 (zamiana kolejno±ci wierszy/kolumn o numerach k oraz l)

jest efektem mno»enia macierzy A przez macierz elementarn¡ Ekl

Ekl = E+ [eij ] , gdzie eij =


−1, gdy i = j = k ∨ i = j = l

1, gdy (i = k ∧ j = l) ∨ (i = l ∧ j = k)

0, w ka»dym innym przypadku.

(2)

Uwaga 2. Macierz E bez indeksów oznacza w caªej pracy macierz jednostkow¡, o wymiarze umo»liwia-

j¡cym wykonywanie dziaªa«.

Uwaga 3. Macierz Ekl � to macierz powstaªa z macierzy jednostkowej (o odpowiednim wymiarze) przez

zamian¦ wiersza (kolumny) o numerze k z wierszem (kolumn¡) o numerze l.

Przykªad 2. Je»eli macierz A =

0 −2 3 4
3
2 1 −2 1

2

1 −1 4 0

 z przykªadu 1 pomno»ymy lewostronnie przez ma-

cierz E13 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

, to otrzymamy:

E13 ·A =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ·
0 −2 3 4

3
2 1 −2 1

2

1 −1 4 0

 =

1 −1 4 0
3
2 1 −2 1

2

0 −2 3 4

 = A(1),

czyli macierz z zamienionymi wierszami w1 i w3.
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Przykªad 3. Aby wykona¢ zamian¦ kolumn k1 i k3 trzeba pomno»y¢ macierz A, z prawej strony, przez

macierz elementarn¡ E′13, która musi by¢ w tym przypadku macierz¡ stopnia 4:

A ·E′13 =

0 −2 3 4
3
2 1 −2 1

2

1 −1 4 0

 ·

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 =

 3 −2 0 4

−2 1 3
2

1
2

4 −1 1 0

 .

Macierz elementarna Ek(α) � macierz diagonalna

Mno»enie k-tego wiesza/kolumny macierzy A przez staª¡ α 6= 0, czyli dziaªanie elementarne EO2,

uzyskuje si¦ w wyniku mno»enia A przez macierz Ek(α):

Ek(α) = [eij ] , gdzie eij =


α gdy i = j = k

1, gdy i = j 6= k

0, w ka»dym innym przypadku.

(3)

Uwaga 4. Macierz Ek(α) powstaje z odpowiedniej macierzy jednostkowej przez pomno»enie jej k-tego

wiersza/kolumny przez liczb¦ α.

Przykªad 4. Pomnó»my macierz A(1) =

1 −1 4 0
3
2 1 −2 1

2

0 −2 3 4

 z lewej strony przez macierz elementarn¡

E2(2) =

1 0 0

0 2 0

0 0 1

.
E2(2) ·A(1) =

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 ·
1 −1 4 0

3
2 1 −2 1

2

0 −2 3 4

 =

1 −1 4 0

3 2 −4 1

0 −2 3 4

 = A(2).

Otrzymali±my macierz A(2), w której elementy drugiego wiersza s¡ dwa razy wi¦ksze ni» w A(1).

Przykªad 5. Przyjmijmy, »e w rozwi¡zywanym problemie pojawiªa si¦ potrzeba pomno»enia trzeciej

kolumny macierzy A(1) przez 10. Oznacza to, »e musimy macierz A(1) pomno»y¢ z prawej strony przez

macierz elementarn¡ E3(10).

A(1) ·E3(10) =

1 −1 4 0
3
2 1 −2 1

2

0 −2 3 4

 ·

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 10 0

0 0 0 1

 =

1 −1 40 0
3
2 1 −20 1

2

0 −2 30 4

 .

Macierz elementarna Ekl(α) � macierz unipotentna

Ostatnie dziaªanie elementarne EO3, polegaj¡ce na dodaniu do wiersza/kolumny o numerze k, wier-

sza/kolumny o numerze l pomno»onego przez staª¡ α wymaga mno»enia danej macierzy przez macierz

elementarn¡ Ekl(α)

Ekl(α) = E+ [eij ] , gdzie eij =

{
α, gdy i = l ∧ j = k

0, w ka»dym innym przypadku.
(4)
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Uwaga 5. Macierz Ekl(α) to macierz jednostkowa z dodatkowym elementem α stoj¡cym na pozycji kl

tzn. w wierszu k i kolumnie l.

Przykªad 6. Macierz A(2) =

1 −1 4 0

3 2 −4 1

0 −2 3 4

 pomnó»my lewostronnie przez E12(−3):

E12(−3) ·A(2) =

 1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 ·
1 −1 4 0

3 2 −4 1

0 −2 3 4

 =

1 −1 4 0

0 5 −16 1

0 −2 3 4

 = A(3).

Jak wida¢, powy»szy iloczyn odpowiada operacji dodania do drugiego wiersza, wiersza pierwszego po-

mno»onego przez liczb¦ (−3).

Je±li porówna¢ przykªad 1 z przykªadami 2, 4, 6, to wida¢, »e proces eliminacji opisany zale»no±ci¡

(1) jest tym samym co lewostronne mno»enie macierzy A kolejno przez macierze elementarne E13, E2(2),

E12(−3). Mo»na to zapisa¢:

E12(−3) ·E2(2) ·E13 ·A = A(3). (5)

Równo±¢ (5) jest poprawnym zapisem operacji elementarnych na macierzy A, ale zapis w postaci (1)

jest zdecydowanie cz¦±ciej u»ywany.

Przykªad 7. Pomnó»my macierz B =

[
a b c d f

g h j k l

]
z prawej strony kolejno przez przez E25, E3(5)

oraz E14(2).

Efektem takiego mno»enia jest

B ·E25 ·E3(5) ·E14(2) = B(3) =

[
a+ 2d f 5c d b

g + 2k l 5j k h

]
,

co jest równowa»ne wykonaniu odpowiednich dziaªa« elementarnych na kolumnach

B
k2↔k5−−−−−→ B(1) k3·5−−−→ B(2) k1+k4·2−−−−−−→ B(3).

Uwaga 6. W literaturze spotka¢ mo»na alternatywne oznaczenia macierzy elementarnych Gaussa2 za-

miast proponowanych tutaj Ekl, Ek(α) oraz Ekl(α).

Wyznaczniki macierzy elementarnych

Macierze elementarne s¡ macierzami kwadratowymi, wi¦c mo»na wyliczy¢ ich wyznaczniki. Szczególnie

ªatwo obliczy¢ wyznaczniki macierzy trójk¡tnych Ek(α) oraz Ekl(β). Z wniosku z twierdzenia Laplace'a

(o rozwini¦ciu wzgl¦dem dowolnego wiersza/kolumny)3 wynika, »e wyznacznik macierzy trójk¡tnej równa

si¦ iloczynowi elementów na przek¡tnej gªównej. St¡d, wobec de�nicji tych macierzy:

det (Ek(α)) = α, det (Ekl(β)) = 1.

2 Na przykªad Tkl lub Pkl , Ik(α) lub Dk(α), Lkl(α) i inne.
3 Twierdzenie wraz z dowodem i wnioskami znale¹¢ mo»na w [1], s. 165 - 167.
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Odrobin¦ bardziej zªo»one jest obliczenie wyznacznika macierzy elementarnej Ekl.

det(Ekl) =

kol. k kol. l

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0 wiersz k

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0 wiersz l

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1

Wykorzystajmy twierdzenie Laplace'a do rozwini¦cia wyznacznika najpierw wzgl¦dem k-tego wiersza,

w którym jest tylko jeden niezerowy element (równy 1), stoj¡cy w k-tym wierszu i l-tej kolumnie.

det(Ekl) = (−1)k+l ·

kol. k

1 · · · 0 · · · · · · 0

0 · · · · · · · · · · · · 0

0 · · · 1 · · · · · · 0 wiersz l − 1

0 · · · 0 · · · · · · 1

Nast¦pnie stosujemy rozwini¦cie Laplace'a do wiersza4 l−1, w którym ponownie jest tylko jeden niezerowy

element równy 1, w wierszu l − 1 i k-tej kolumnie. W efekcie otrzymujemy:

det(Ekl) = (−1)k+l · (−1)l−1+k

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 0

· · · · · · · · ·
0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2k+2l−1 det(E) = −1.

4. Twierdzenie o procesie eliminacji Gaussa

Poza zaprezentowaniem jak dziaªaj¡ macierze elementarne, przykªady przeliczone w poprzednich pa-

ragrafach pokazuj¡, »e proces eliminacji Gaussa polega na tworzeniu ci¡gu macierzy, z których ka»da

kolejna jest uzyskiwana z poprzedniej przez mno»enie przez jedn¡ z macierzy elementarnych. Zarówno

(1) jak i (5) opisuj¡ pocz¡tkowy etap w procesie eliminacji Gaussa � eliminacj¦ jednego elementu. Na-

st¦pne kroki eliminacji przeprowadza si¦ analogicznie, eliminuj¡c kolejne elementy macierzy, tak dªugo,

a» otrzymamy macierz schodkow¡/schodkow¡ zredukowan¡. W efekcie takiego post¦powania generowany

jest ci¡g macierzy (A(0),A(1),A(2), . . . ,A(N)), w którym ka»da z macierzy A(i) powstaje z poprzedniej

przez pomno»enie jej przez jedn¡ z macierzy elementarnych.

W przypadku, gdy ograniczymy si¦ do dziaªa« na wierszach, mo»emy zapisa¢:

A(N) =

(
N∏
n=1

EG(n)

)
A(0), (6)

gdzie EG(n) jest jedn¡ z macierzy elementarnych, A(0) to pierwsza, a A(N) ostatnia macierz wyst¦puj¡ca

w ci¡gu macierzy uzyskanych w eliminacji Gaussa.

Sytuacja, w której dziaªamy tylko na kolumnach jest analogiczna do powy»szej i ró»ni si¦ tylko tym, »e

4 Rozwini¦cie wzgl¦dem k-tego wiersza zmniejsza stopie« wyznacznika o jeden, dlatego wiersz, który pierwotnie byª
wierszem o numerze l ma w �nowym" wyznaczniku numer l − 1.
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A(N) = A(0)

(
N∏
n=1

EG(n)

)
(macierze w ci¡gu powstaj¡ przez pomno»enie ich przez macierz elementarn¡

z prawej strony.

W przypadku gdy dziaªamy i na wierszach i na kolumnach, macierze A(i) mno»ymy przez elementarne

odpowiednio z lewej lub prawej strony.

Dla uporz¡dkowania dalszych rozwa»a« przyjmijmy od tego momentu, »e operacje elementarne wy-

konujemy tylko na wierszach macierzy5.

Zajmijmy si¦ teraz twierdzeniem, które jest podstaw¡ wszystkich, bardzo wygodnych, zastosowa«

eliminacji Gaussa.

Twierdzenie 1. Dla ka»dej niezerowej macierzy A istnieje taki sko«czony ci¡g
(
EG(n)

)
macierzy ele-

mentarnych Gaussa, »e

B =

(
N∏
n=1

EG(n)

)
A, (7)

gdzie B jest macierz¡ schodkow¡ (schodkow¡ zredukowan¡).

Innymi sªowy, ka»da macierz A mo»e zosta¢ przeksztaªcona w procesie eliminacji Gaussa w macierz

B, która jest macierz¡ schodkow¡ (schodkow¡ zredukowan¡).

Dowód.

Dowód twierdzenia wynika bezpo±rednio z poni»szego algorytmu post¦powania.

Niech i oznacza numer wiersza macierzy. Algorytm zaczynamy od wiersza pierwszego, przyjmuj¡c

i = 1.

1. Niech j oznacza numer pierwszej6 niezerowej kolumny w macierzy A. Zatem w wierszu l (dla

pewnego l ∈ {1, . . . ,m}) stoi element alj 6= 0. Wyznaczamy macierz A(1) wykonuj¡c mno»enie A

przez macierz elementarn¡ E1l:

A(1) = E1lA. (8)

Je»eli l = i, czyli a1j 6= 0, to E1l = E11 = E i A(1) = A.

W macierzy A(1) element a(1)1j 6= 0.

2. Mno»ymy pierwszy wiersz macierzy A(1) przez 1

a
(1)
1l

:

A(2) = E1

(
1

a
(1)
1l

)
A(1) (9)

Mamy a(2)1j = 1.

5 Eliminacja oparta tylko na wierszach cz¦sto wystarcza, cho¢ operacje wykonywane na wierszach i kolumnach mog¡ by¢
bardziej wydajne i pozwalaj¡ skróci¢ obliczenia.

6 Jej istnienie wynika z faktu, »e macierz jest niezerowa.
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3. Zerujemy pozostaªe elementy kolumny kj , wykonuj¡c dla l = 2, . . . ,m operacje w1 · (−a(2)lj ) + wl,

w wyniku których dostajemy kolejn¡ macierz:

A(3) =

(
m∏
l=2

E1l

(
−a(2)lj

))
A(2) (10)

W macierzy A(3) kolumna j skªada si¦ z jednej 1 i samych zer.

Niech n oznacza numer macierzy po kolejnym przeksztaªceniu. Na tym etapie algorytmu n = 3.

Kolejne punkty algorytmu powtarzamy dla nast¦pnych wierszy w2, . . . wm.

4. Je»eli w macierzy A(n) nie ma wiersza o numerze i+ 1, to ko«czymy algorytm � macierz A(n) jest

macierz¡ schodkow¡ (zredukowan¡).

W przeciwnym razie zmieniamy wska¹nik numeru wiersza, przyjmuj¡c i = i+ 1.

Za s przyjmujemy numer kolejnej niezerowej kolumny (s > j). Je»eli nie ma ju» niezerowej kolumny,

to koniec algorytmu � mamy macierz schodkow¡ zredukowan¡.

5. Wiersz wi zamieniamy z wierszem wl (dla l ≥ i), w którym stoi element ró»ny od zera:

A(n+1) = EilA
(n) (11)

W tej macierzy element a(n+1)
is 6= 0.

6. Mno»ymy wiersz wi macierzy A(n+1) przez 1

a
(n+1)
is

:

A(n+2) = Ei

(
1

a
(2+i)
is

)
A(n+1). (12)

Mamy a(n+2)
is = 1.

7. Zerujemy kolumn¦ ks, wykonuj¡c dla l = 1, 2, . . . ,m i l 6= i operacje wi · (−als + wl), w wyniku

których dostajemy kolejn¡ macierz:

A(n+3) =

 m∏
l=1,l 6=i

Eil(−a(n+2)
ls )

A(n+2). (13)

W macierzy A(n+3) kolumna s skªada si¦ z jednej 1 i samych zer.

8. Przyjmujemy j = s, n = n+ 3 i powtarzamy algorytm od punktu 4.

Maksymalna ilo±¢ mno»e« macierzy A przez macierze elementarne wynika z powy»szego algorytmu.

W dziaªaniach (8), (9), (11) i (12) jest po jednej macierzy elementarnej, w dziaªaniach (10) i (13) mamy

(m− 1) macierzy elementarnych. Przy czym dziaªania (11), (12), (13) mog¡ si¦ powtórzy¢ m− 1 razy.

Ogólnie, maksymalna liczba macierzy elementarnych jaka mo»e si¦ pojawi¢ w tym algorytmie wynosi:

1 + 1 + (m− 1) + (m− 1)(1 + 1 + (m− 1)) = m(m+ 1),

czyli jest liczb¡ sko«czon¡. �
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Uwaga 7. Je±li macierz A jest macierz¡ kwadratow¡, to macierz B b¦dzie macierz¡ trójk¡tn¡ gór-

n¡/diagonaln¡.

Przykªad 8. Przeksztaª¢my macierz A =


2 −2 0 4 −4
−1 0 0 1 2

2 1 0 −5 1

0 2 0 0 −1

 do macierzy schodkowej, stosuj¡c

powy»szy algorytm.

Zaczynamy stosowa¢ algorytm od pierwszego wiersza macierzy, przyjmuj¡c i = 1.

1. Zauwa»my, »e ju» pierwsza kolumna macierzy jest niezerowa, czyli j = 1 i l = 1, a to daje nam

A(1) = A.

2. Zgodnie z (9) mamy A(2) = E1(
1
2 ) ·A

(1) =


1 −1 0 2 −2
−1 0 0 1 2

2 1 0 −5 1

0 2 0 0 −1

 .

3. Na podstawie (10) A(3) =
4∏
l=2

E1l(−a(2)l1 ) ·A(2) =


1 −1 0 2 −2
0 −1 0 3 0

0 3 0 −9 5

0 2 0 0 −1

 .
Numer macierzy po przeksztaªceniach to n = 3.

4. Przechodzimy do nast¦pnego wiersza przyjmuj¡c i = 2. Zauwa»my, »e s = 2.

5. Poniewa» element a22 6= 0, wi¦c l = 2 i z (11) mamy A(4) = A(3).

6. Zgodnie z (12) A(5) = E2(−1) ·A(4) =


1 −1 0 2 −2
0 1 0 −3 0

0 3 0 −9 5

0 2 0 0 −1

.

7. Z (13) dostajemy A(6) =
4∏

l=1,l 6=2

E2l(−a(5)l2 ) ·A(5) =


1 0 0 −1 −2
0 1 0 −3 0

0 0 0 0 5

0 0 0 6 −1

 .
8. Przyjmujemy j = s = 2, n = n+ 3 = 6 i powtarzamy algorytm od punktu 4.

4. i = 3, s = 4.

5. l = 4, czyli A(7) = E34 ·A(6) =


1 0 0 −1 −2
0 1 0 −3 0

0 0 0 6 −1
0 0 0 0 5

 .
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6. A(8) = E3(
1
6 ) ·A

(7) =


1 0 0 −1 −2
0 1 0 −3 0

0 0 0 1 − 1
6

0 0 0 0 5

 .

7. A(9) =
4∏

l=1,l 6=3

E3l(−a(8)l3 ) ·A(8) =


1 0 0 0 − 13

6

0 1 0 0 − 3
6

0 0 0 1 − 1
6

0 0 0 0 5

 .
8. Przyjmujemy j = s = 4, n = n+ 3 = 9 i powtarzamy od punktu 4.

4. i = 4, s = 5.

5. Poniewa» l = 4 to A(10) = E44 ·A(9) = A(9).

6. A(11) = E5(
1
5 ) ·A

(10) =


1 0 0 0 − 13

6

0 1 0 0 − 3
6

0 0 0 1 − 1
6

0 0 0 0 1

 .

7. A(12) =
3∏
l=1

E4l(−a(11)l5 ) ·A(11) =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 .
8. j = 5, n = 12, i = 5, a poniewa» nie ma ju» kolejnej niezerowej kolumny, to ko«czymy algorytm,

a macierz A(12) jest oczekiwan¡ macierz¡ schodkow¡ zredukowan¡.

5. Zastosowania

Jak ju» wspomniano, twierdzenie 1 ma bardzo u»yteczne konsekwencje. Mo»liwo±¢ przeksztaªcenia

danej macierzy do macierzy schodkowej/schodkowej zredukowanej przy pomocy trzech typów macierzy

elementarnych przekªada si¦ na kilka wygodnych zastosowa« eliminacji Gaussa.

5.1. Wyznacznik

Zaªó»my na potrzeby caªego podrozdziaªu, »e A jest macierz¡ kwadratow¡ oraz przypomnijmy wa»ne

twierdzenie, którego dowód znale¹¢ mo»na np. w [1] s.241.

Twierdzenie 2. (Cauchy'ego o wyznacznikach) Je»eli A i B s¡ macierzami kwadratowymi o takim sa-

mym rozmiarze, to

det (A ·B) = det (A) · det (B).

Zauwa»my, »e z tego »e

det (Ekl) = −1, det (Ek(α)) = α, det (Ekl(α)) = 1 (14)
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wynikaj¡ wªasno±ci wyznaczników zwi¡zane z wykonywaniem dziaªa« elementarnych.

• Je±li zamienimy kolejno±¢ wierszy o numerach k i l, tzn. gdy A
wk↔wl−−−−−→ A(1), czyli A(1) = Ekl ·A,

to

detA(1) = detEkl · detA = (−1) · detA = −detA.

• Je±li mno»ymy wiersz o numerze k przez staª¡ α 6= 0, tzn. gdyA
wk·α−−−→ A(1), czyliA(1) = Ek(α) ·A,

to

detA(1) = detEk(α) · detA = α · detA.

• Je±li do wiersza o numerze k dodamy wiersz o numerze k pomno»ony przez staª¡ α, tzn. gdy

A
wk+wlα−−−−−→ A(1), czyli A(1) = Ekl(α) ·A, to

detA(1) = detEkl(α) · detA = 1 · detA = detA.

Uwaga 8. Takie same wªasno±ci wyznacznika istniej¡ dla dziaªa« elementarnych na kolumnach, poniewa»

w tym wypadku np. A(1) = A ·EG sk¡d detA(1) = detA · detEG.

Zgodnie z twierdzeniem 1 istnieje taka macierz trójk¡tna górna, »e

B =

(
N∏
n=1

EG(n)

)
A,

Z twierdzenia 2 wynika, »e

det (B) =

(
N∏
n=1

det
(
EG(n)

))
det (A),

a to oznacza, »e

det (A) =
det (B)

N∏
n=1

det
(
EG(n)

) . (15)

Fakt, »e wyznacznik macierzy trójk¡tnej jest iloczynem elementów na przek¡tnej wraz z (14) oznacza,

»e ªatwo znale¹¢ wyznacznik macierzy A.

Przykªad 9. Obliczmy wyznacznik macierzy A =


1 −2 1 −4
1 −2 2 1

0 2 0 1

2 −2 2 −4

.
Proces Gaussa, którego celem jest przeksztaªcenie danej macierzy do macierzy trójk¡tnej górnej prze-

biega w nast¦puj¡cy sposób:

A

w2 + w1 · (−1)
w4 + w1 · (−2)−−−−−−−−−−−→


1 −2 1 −4
0 0 1 5

0 2 0 1

0 2 0 4

 w2↔w3−−−−−→


1 −2 1 −4
0 2 0 1

0 0 1 5

0 2 0 4

 w4+w2·(−1)−−−−−−−−→


1 −2 1 −4
0 2 0 1

0 0 1 5

0 0 0 3

 = B

co oznacza, »e

B = E42(−1) ·E23 ·E41(−2) ·E21(−1) ·A.



160 I. Nowak, K. Adrianowicz

�atwo obliczy¢, »e det(B) = 6, bo macierz B jest trójk¡tna. Z tego, »e

det (E42(−1)) = det (E41(−2)) = det (E21(−1)) = 1, oraz det (E23) = −1

wynika

det(A) =
det(B)

det (E42(−1)) · det (E23) · det (E41(−2)) · det (E21(−1))
= −6

5.2. Odwracanie macierzy

Zaªó»my, »e macierz A jest macierz¡ kwadratow¡, nieosobliw¡. Z twierdzenia 1 wynika, »e istnieje

ci¡g macierzy elementarnych EG(1), . . . ,EG(N), taki »e

E =

(
N∏
n=1

EG(n)

)
A, (16)

gdzie E jest macierz¡ jednostkow¡. Czyli przeprowadzaj¡c proces eliminacji Gaussa, mo»na przeksztaªci¢

macierz A do macierzy jednostkowej E.

Zgodnie z zaªo»eniem macierz A jest nieosobliwa, zatem istnieje do niej macierz odwrotna A−1.

Zauwa»my, »e mno»¡c prawe strony równanie (16) przez A−1, dostajemy

A−1 =

N∏
n=1

EG(n), (17)

co oznacza, »e macierz odwrotna jest iloczynem macierzy elementarnych Gaussa u»ytych w eliminacji

(16).

Umówmy si¦, »e przez macierz [A
...P] o rozmiarze n×2n rozumiemy macierz, której pierwsze n kolumn

tworz¡ kolumny macierzy A, a kolejne n, kolumny macierzy P. Zapis EG · [A
...P] oznacza wymno»enie

przez macierz EG zarówno macierzy A jak i macierzy P:

EG · [A
...P] = [EG ·A

...EG ·P].

Przeprowadzaj¡c proces eliminacji Gaussa na macierzy A, mo»emy równocze±nie przeksztaªca¢ ma-

cierz jednostkow¡ E.

[A
...E] −→ EG(1) · [A

...E] = [EG(1)A
...EG(1)E] −→ EG(2) · [EG(1)A

...EG(1)E] = [EG(2)EG(1)A
...EG(2)EG(1)E] −→ . . .

−→ . . . −→ EG(N) ·

[
N−1∏
n=1

EG(n)A
...
N−1∏
n=1

EG(n)

]
−→

[
N∏
n=1

EG(n)A
...

N∏
n=1

EG(n)

]
.

Co po uwzgl¦dnieniu (17) daje[
N∏
n=1

EGA
...

N∏
n=1

EG

]
=

[
N∏
n=1

EGA
... A−1

]
= [E

...A−1]

i oznacza, »e

[A
... E]

elim. Gaussa−−−−−−−−−→ [E
... A−1].
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Powy»sze rozwa»ania uzasadniaj¡ dziaªanie, niezwykle wydajnego, algorytmu odwracania macierzy

przy pomocy eliminacji Gaussa.

Przykªad 10. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do A i pokaza¢, »e A−1 =

N∏
n=1

EG(n), dla ci¡gu macierzy

elementarnych Gaussa
(
EG(n)

)
odpowiadaj¡cego przeprowadzonej eliminacji.

[A
... E] =


1 1 0

... 1 0 0

1 2 −2
... 0 1 0

−1 −3 5
... 0 0 1


w2 + w1 · (−1)
w3 + w1 · (1)−−−−−−−−−−−→


1 1 0

... 1 0 0

0 1 −2
... −1 1 0

0 −2 5
... 1 0 1


w1 + w2 · (−1)
w3 + w2 · (2)−−−−−−−−−−−→

→


1 0 2

... 2 −1 0

0 1 −2
... −1 1 0

0 0 1
... −1 2 1


w1 + w3 · (−2)
w2 + w3 · (2)−−−−−−−−−−−→


1 0 0

... 4 −5 −2

0 1 0
... −3 5 2

0 0 1
... −1 2 1

 = [E
...A−1]

Powy»sza eliminacja na wierszach zapisana przy pomocy macierzy elementarnych Gaussa ma posta¢:

E23(2) ·E13(−2) ·E32(2) ·E12(−1) ·E31(1) ·E21(−1) · [A
...E] = [E

...A−1]

�atwo sprawdzi¢, »e

E23(2) ·E13(−2) ·E32(2) ·E12(−1) ·E31(1) ·E21(−1) =

 4 −5 −2
−3 5 2

−1 2 1

 = A−1

5.3. Wyznaczanie rz¦du macierzy

W literaturze rz¡d macierzy de�niowany jest na ró»ne sposoby. Mo»na powiedzie¢, »e macierz A

jest rz¦du k, co zapisujemy r(A) = k, je»eli istnieje chocia» jeden ró»ny od zera wyznacznik stopnia

k utworzony z elementów tej macierzy (przy czym elementy bierze si¦ w tej kolejno±ci, w jakiej s¡ one

rozmieszczone w danej macierzy), a wszystkie wyj¦te z tej macierzy wyznaczniki stopnia wy»szego ni» k

maj¡ warto±¢ zero.

Funkcjonuje te» bardzo formalna de�nicja bazuj¡ca na przestrzeniach liniowych.

De�nicja 1. Rz¦dem macierzy nazywamy wymiar przestrzeni liniowej rozpi¦tej przez jej kolumny (lub

wiersze), czyli przestrzeni skªadaj¡cej si¦ z wszystkich mo»liwych do uzyskania kombinacji liniowych7

kolumn (lub wierszy).

Nie wchodz¡c w szczegóªy algebry liniowej, powy»sza de�nicja tak naprawd¦ oznacza, »e rz¡d macierzy

to maksymalna liczba liniowo niezale»nych wektorów b¦d¡cych wierszami (lub kolumnami) macierzy A.

Przypomnijmy, »e wiersze/kolumny macierzy s¡ liniowo niezale»ne, je±li »adnego/»adnej z nich nie mo»na

przedstawi¢ jako kombinacji liniowej pozostaªych.

7 Wektor ~x jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn (wektorów kolumnowych) k1, k2, . . . , kn je±li istniej¡ liczby rzeczywiste
α1, α2, . . . , αn takie, »e ~x = α1 · k1 + α2 · k2 + · · ·+ αn · kn.
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Przykªad 11. W macierzy 
1 2 3 4 5

0 1 3 4 5

0 0 0 1 5

0 0 0 0 0


• liniowo niezale»ne s¡ kolumny {k1, k2, k4}, ale nie s¡ {k1, k2, k3} bo k3 = (−3) · k1 + 3 · k2 ani

{k3, k4, k5} bo k5 = (− 11
3 ) · k3 + 5 · k4

• liniowo niezale»ne s¡ wiersze {w1, w2, w3}, ale nie s¡ {w1, w4} bo w4 = 0 · w1.

Zauwa»my, »e liczb¦ liniowo niezale»nych wierszy/kolumn ªatwo znale¹¢, je±li macierz jest macierz¡

schodkow¡, bo liniowo niezale»nych kolumn w macierzy A jest dokªadnie tyle ile niezerowych wierszy.

Twierdzenie 1 mówi, »e w procesie Gaussa ka»d¡ macierz mo»na sprowadzi¢ do macierzy schodkowej.

Je±li wi¦c wyka»emy, »e macierz
N∏
n=1

EG(n) nie zmienia rz¦du macierzy A, to b¦dzie oznaczaªo, »e rz¡d

macierzy A ªatwo wyznaczymy na podstawie rz¦du macierzy schodkowej uzyskanej w procesie eliminacji

Gaussa B =

(
N∏
n=1

EG(n)

)
A.

Zacznijmy od udowodnienia nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Rz¡d macierzy A nie zmienia si¦, je±li macierz ta jest mno»ona przez macierz kwadra-

tow¡ odwracaln¡ P (o rozmiarze umo»liwiaj¡cym mno»enie), tzn.

r(A) = r(AP) oraz r(A) = r(PA)

Dowód. Poniewa» rz¡d macierzy to wymiar przestrzeni liniowej rozpi¦tej przez jej kolumny (lub wiersze),

udowodnimy, »e r(A) = r(AP), co wynika z tego, »e przestrzenie generowane przez kolumny macierzy A

i macierzy AP s¡ takie same (a wi¦c maj¡ taki sam wymiar).

Ustalmy, »e macierz A ma rozmiar m × n, a macierz odwracalna P rozmiar n × n. Oznaczamy przez S
przestrze« generowan¡ przez kolumny macierzy A. Dowolny wektor ~s ∈ S mo»na zapisa¢ jako kombinacj¦

liniow¡ kolumn macierzy A:

~s = A ·


α1

α2

...

αn

 = A · ~α

gdzie ~α to wektor wspóªczynników kombinacji liniowej wektora ~s.

Poniewa» P jest macierz¡ odwracaln¡, jej wszystkie kolumny s¡ liniowo niezale»ne i w konsekwencji

przestrze« przez nie generowana to Rn. Mo»na wi¦c ~α zapisa¢ jako kombinacj¦ liniow¡ kolumn macierzy

P:

~α = P · ~β

a to oznacza, »e

~s = A · ~α = A · (P · ~β) = (AP) · ~β.

To za± oznacza, »e dowolny wektor ~s ∈ S mo»na zapisa¢ jako liniow¡ kombinacj¦ kolumn macierzy AP.



Eliminacja Gaussa. . . 163

Zauwa»my ponadto, »e kolumny AP nie generuj¡ »adnego wektora ~s /∈ S. Dla dowolnego wektora

wspóªczynników ~γ, z tego, »e

~s = (AP) · ~γ = A · (P · ~γ)

wynika, »e ~s ∈ S bo ~s jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn macierzy A (ze wspóªczynnikami P · ~γ).
Udowodnili±my wi¦c, »e przestrze« rozpi¦ta przez kolumny A i przestrze« rozpi¦ta przez kolumny

AP pokrywaj¡ si¦. W konsekwencji równie» ich wymiary (które z de�nicji s¡ równe rz¦dom A i B) s¡

identyczne, tzn. r(A) = r(AP)

Dowód faktu, »e r(A) = r(PA) przeprowadza si¦ analogicznie do powy»szego, z t¡ tylko ró»nic¡,

»e rozwa»amy kombinacje liniowe wierszy. �

W twierdzeniu 3 wa»nym zaªo»eniem jest to o odwracalno±ci macierzy P . Wiemy jednak, »e ka»da

z macierzy elementarnych ma wyznacznik ró»ny od zera, czyli jest odwracalna.

Wniosek 1. Mno»enie macierzy A przez macierz elementarn¡ nie zmienia rz¦du macierzy.

Uzasadnione jest wi¦c twierdzenie, »e

r(B) = r

((
N∏
n=1

EG(n)

)
A

)
= r(A)

i metoda okre±lania rz¦du macierzy na podstawie macierzy schodkowej uzyskanej w procesie Gaussa.

5.4. Rozwi¡zywanie ukªadów równa« liniowych

Z rozdziaªu powy»ej wiemy, »e operacje elementarnie nie zmieniaj¡ rz¦du macierzy. Oznacza to, »e

proces Gaussa nie zmienia rz¦du macierzy ukªadu, a co za tym idzie, nie zmienia si¦ liczba jego rozwi¡za«

(gwarantuje to tw. Kroneckera-Capellego). �atwo zauwa»y¢, »e w procesie eliminacji nie tylko nie zmie-

nia si¦ liczba rozwi¡za«, ale nie zmieniaj¡ si¦ te» same rozwi¡zania, poniewa» kolejne macierze w ci¡gu

(A(0),A(1),A(2), . . . ,A(N)) reprezentuj¡ ukªady maj¡ce identyczne rozwi¡zanie. Wynika to z faktu, »e je-

»eli kolejne wiersze macierzy reprezentuj¡ kolejne równania ukªadu równa«, to dziaªania elementarne na

wierszach macierzy s¡ tym samym, co przytoczone w 1. rozdziale operacje na równaniach tego ukªadu.

Dziaªania wykonywane na równaniach nie zmieniaj¡ rozwi¡zania ukªadu. Je±li do reprezentacji ukªadu

równa« wykorzystamy zapis macierzowy, to macierz schodkowa uzyskana na ko«cu procesu eliminacji

Gaussa odpowiada ukªadowi �schodkowemu" (o identycznym rozwi¡zaniu jak ukªad wyj±ciowy), który

ªatwo rozwi¡za¢ np. metod¡ podstawiania.

Wykorzystywanie procesu eliminacji Gaussa do rozwi¡zywania ukªadu równa« jest najbardziej natu-

raln¡ i powszechnie stosowan¡ metod¡ opart¡ na operacjach elementarnych. Proces ten pojawia si¦ ju»

w szkole ±redniej, gdzie nazywany jest metod¡ przeciwnych wspóªczynników.
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