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Wªasno±ci pochodnej kierunkowej w zadaniach

Streszczenie. Artykuª zawiera kilka ciekawych i niebanalnych (co jest oczywi±cie subiektywn¡
opini¡ autorki) zada« zwi¡zanych z pochodn¡ kierunkow¡. Jest przeznaczony dla studentów, którzy
chcieliby utrwali¢ swoj¡ wiedz¦ w tym zakresie. Zadania nie s¡ trudne, ale wymagaj¡ czego± wi¦cej
ni» sprawdzenie zaªo»e« i podstawienie do wzoru. W pracy podano szczegóªowe rozwi¡zania tych
zada«. Na ko«cu artykuªu Czytelnik znajdzie tak»e zadania do samodzielnej pracy.

Sªowa kluczowe: pochodna kierunkowa, pochodne cz¡stkowe, gradient, funkcje wielu zmiennych.

1. Teoria w skrócie

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ tylko funkcjami rzeczywistymi dwóch zmiennych rzeczywistych, tzn. funkcjami

typu f : Df → R, Df ⊂ R2. Przypomnijmy podstawowe fakty dotycz¡ce pochodnej kierunkowej (de�nicje

i wyprowadzenia s¡ w [1]). Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu P0(x0, y0),

to jej pochodna kierunkowa w punkcie P0

• istnieje w kierunku dowolnego wektora u = [a, b], gdzie a2 + b2 > 0;

• w kierunku wektora u 6= 0 jest równa

∂f

∂`

∣∣∣
P0

=
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂y

∣∣∣
P0

cosβ, (1)

gdzie cosα i cosβ s¡ kosinusami kierunkowymi wektora u;

• w kierunku wektora u 6= 0 jest równa

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= ‖grad f |P0‖ · cos θ, gdzie θ = ^ (u, grad f |P0) ; (2)

• jest najwi¦ksza w kierunku u = grad f |P0
i wówczas

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= ‖grad f |P0
‖;

• jest najmniejsza w kierunku u = −grad f |P0
i wówczas

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= −‖grad f |P0
‖.
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2. Zadania z rozwi¡zaniami

Przykªad 1. Pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) = xy w punkcie P0(1, 2) w pewnym kierunku jest

równa −0, 4. Wyznaczy¢ ten kierunek.

Funkcja f jest funkcj¡ klasy C1 na caªej pªaszczy¹nie R2, wi¦c jest ró»niczkowalna w otoczeniu ka»-

dego punktu. Istniej¡ zatem pochodne kierunkowe we wszystkich punktach i we wszystkich kierunkach.

Najpierw zauwa»my, »e je±li pochodna w kierunku wektora u jest równa −0, 4, to pochodna w kierunku

ka»dego wektora postaci tu, gdzie t > 0, jest taka sama. Ustalmy zatem, »e szukany wektor u = [a, b] ma

np. dªugo±¢ 1, tzn.
√
a2 + b2 = 1. Wówczas kosinusy kierunkowe wynosz¡:

cosα =
a√

a2 + b2
= a, cosβ =

b√
a2 + b2

= b.

Potrzebne nam s¡ pochodne cz¡stkowe w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= y
∣∣∣
P0

= 2,
∂f

∂y

∣∣∣
P0

= x
∣∣∣
P0

= 1.

Ze wzoru (1) mamy ∂f
∂`

∣∣∣
P0

= 2a+ b, wi¦c z tre±ci zadania

2a+ b = −0, 4⇒ b = −2

5
− 2a. (3)

Wiemy, »e a2 + b2 = 1, czyli

a2 +

(
−2

5
− 2a

)2

= 1

a2 +
4

25
+

8

5
a+ 4a2 = 1

∣∣∣ · 25

125a2 + 40a− 21 = 0

∆ = 402 + 4 · 21 · 125 = (5 · 8)2 + 4 · 21 · 25 · 5 = 25 · 64 + 4 · 21 · 25 · 5 = 25 · 4(16 + 105) = 100 · 121

√
∆ = 10 · 11 = 110, a1 =

−40− 110

250
= −3

5
, a2 =

−40 + 110

250
=

7

25
.

Wzór na b mamy w (3). Zatem

b1 = −2

5
+

6

5
=

4

5
, b2 = −2

5
− 14

25
= −24

25
.

Otrzymali±my dwa wektory:
u1 =

[
−3

5
,

4

5

]
, u2 =

[
7

25
,−24

25

]
.

Mo»na te wektory pomno»y¢ przez jakie± liczby dodatnie (zgodnie z uwag¡ na pocz¡tku tego przykªadu),

»eby mie¢ ªadniejsz¡ odpowied¹.

Odp. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 jest równa −0, 4 w dwóch kierunkach, tzn. w kie-

runkach wektorów [−3, 4] i [7,−24].

Dygresja. Wyobra¹my sobie powierzchni¦ z = f(x, y) jako powierzchni¦ pasma górskiego (szczyty, doliny, przeª¦cze).

Czy nale»aªo spodziewa¢ si¦ dwóch kierunków? Czy mo»liwe jest, aby±my otrzymali tylko jeden wektor? A trzy wektory?

A »adnego?
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Przykªad 2. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w których najwi¦ksza pochodna kierunkowa funkcji

f(x, y) =
√

(x2 + y2)3 jest równa 12.

Oznaczmy wspóªrz¦dne szukanego punktu: P (a, b). Oczywi±cie (a, b) musi nale»e¢ do dziedziny i w tym

punkcie musz¡ istnie¢ ci¡gªe pochodne cz¡stkowe (inaczej nie rozwi¡»emy zadania, chyba »e z de�nicji

pochodnej kierunkowej). Na szcz¦±cie Df = R2. Zapiszmy funkcj¦ w wygodniejszej postaci:

f(x, y) = (x2 + y2)
3
2

i obliczmy pochodne cz¡stkowe:

∂f

∂x

∣∣∣
P

=
3

2
(x2 + y2)

1
2 · 2x|P = 3a

√
a2 + b2,

∂f

∂y

∣∣∣
P

=
3

2
(x2 + y2)

1
2 · 2y|P = 3b

√
a2 + b2.

Zauwa»my, »e D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= Df i f ∈ C1(R2), czyli nie mamy »adnego dodatkowego kªopotu. Obliczamy

gradient i jego dªugo±¢:

grad f |P =
[
3a
√
a2 + b2, 3b

√
a2 + b2

]
= 3
√
a2 + b2 [a, b]

‖grad f |P ‖ = 3
√
a2 + b2 ·

√
a2 + b2 = 3(a2 + b2).

Najwi¦ksza pochodna kierunkowa jest równa dªugo±ci gradientu, czyli z warunków zadania mamy

3(a2 + b2) = 12

a2 + b2 = 4.

W zadaniu nie ma nic wi¦cej, czyli mamy niesko«czenie wiele punktów P (a, b), gdzie a2 + b2 = 4.

Odp. Punkty o podanej wªasno±ci tworz¡ okr¡g o ±rodku (0, 0) i promieniu 2.

Dygresja. Wyobra¹my sobie powierzchni¦ jako góry�doliny i uzasadni¢. Czy ten wynik jest prawdopodobny?

Przykªad 3. Funkcja f(x, y) = ln xy+1
y w punkcie P najszybciej ro±nie w kierunku wektora [9,−4].

Znale¹¢ wszystkie punkty o tej wªasno±ci.

Zaczynamy od dziedziny (mo»e jest zbiorem pustym i nie trzeba b¦dzie nic robi¢). Musz¡ by¢ speªnione

dwa warunki:

1◦ y 6= 0 ∧ 2◦
xy + 1

y
> 0.

Warunek 2◦ mo»na zapisa¢ jako

x+
1

y
> 0

x > −1

y
.

Rysujemy lini¡ przerywan¡ hiperbol¦ x = − 1
y i prost¡ y = 0. Dziel¡ nam one pªaszczyzn¦ na cztery

obszary. W ka»dym obszarze wybieramy jaki± punkt i sprawdzamy, czy nale»y on do dziedziny. Rysujemy

dziedzin¦.
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Funkcja jest klasy C1, czyli pochodn¡ kierunkow¡ mo»emy policzy¢ za pomoc¡ gradientu. Z tre±ci

zadania wynika, »e gradient funkcji w nieznanym punkcie P (x, y) jest równolegªy do wektora [9,−4] i ma

taki sam zwrot, czyli

grad f = t[9,−4], t > 0 (4)

(to zaªo»enie t > 0 jest bardzo wa»ne). Obliczamy pochodne cz¡stkowe i gradient:

∂f

∂x
=

y

xy + 1
· y · y − (xy + 1) · 0

y2
=

y

xy + 1
,

∂f

∂y
=

y

xy + 1
· x · y − (xy + 1) · 1

y2
=

−1

y(xy + 1)
,

grad f =

[
y

xy + 1
,
−1

y(xy + 1)

]
.

Rozwi¡zujemy warunek (4):[
y

xy + 1
,
−1

y(xy + 1)

]
= [9t,−4t], t > 0

y

xy + 1
= 9t ∧ −1

y(xy + 1)
= −4t

xy + 1 =
y

9t
∧ xy + 1 =

1

4ty

y

9t
=

1

4ty

4y2t = 9t

(mo»emy podzieli¢ przez t, bo z zaªo»enia jest ono ró»ne od zera)

y2 =
9

4
, st¡d y =

3

2
∨ y = −3

2
.
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Powinni±my teraz jeszcze sprawdzi¢, czy dla tak wyliczonych warto±ci y wyra»enie y
xy+1 jest dodatnie (bo

ma ono by¢ równe 9t, gdzie t > 0). Nie musimy jednak nic liczy¢, bo to (akurat w tym zadaniu) wynika

z dziedziny. Zatem rysujemy proste y = 3
2 i y = − 3

2 , a nast¦pnie bierzemy ich cz¦±¢ wspóln¡ z dziedzin¡

funkcji.

Z rysunku odczytujemy, »e szukane punkty nale»¡ do zbioru

A =

{
(x, y) ∈ R2 :

[
y =

3

2
∧ x > −2

3

]
∨
[
y = −3

2
∧ x > 2

3

]}
.

Odp. Punkty o podanej wªasno±ci nale»¡ do zbioru A. Na rysunku zaznaczono je na niebiesko.

Przykªad 4. Niech f(x, y) = ln(2y − x). Wyznaczy¢ punkty, w których pochodna kierunkowa funkcji f

w pewnym kierunku wynosi
√
5
2 .

Zaczynamy od dziedziny (mo»e jest zbiorem pustym i nie trzeba b¦dzie nic robi¢). Musi by¢ speªniony

warunek

2y − x > 0.

Dziedzin¡ funkcji jest zbiór punktów tworz¡cych póªpªaszczyzn¦: Df =
{

(x, y) ∈ R2 : y > 1
2x
}
. Funkcja

jest klasy C1, czyli pochodn¡ kierunkow¡ w dowolnym punkcie dziedziny mo»emy policzy¢ za pomoc¡

gradientu, np. ze wzoru (2). Obliczamy wi¦c pochodne cz¡stkowe, gradient i jego dªugo±¢:

∂f

∂x
=
−1

2y − x
,

∂f

∂y
=

2

2y − x
,

grad f =

[
−1

2y − x
,

2

2y − x

]
,

‖grad f‖ =

√
1

(2y − x)2
+

4

(2y − x)2
=

√
5

|2y − x|
=

√
5

2y − x

(bo 2y − x > 0, czyli |2y − x| = 2y − x ).
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Nie musimy wprowadza¢ specjalnych oznacze« na wspóªrz¦dne punktu, którego szukamy � b¦dzie to

po prostu punkt P (x, y). Z tre±ci zadania i wzoru (2) mamy

∂f

∂`
= ‖grad f‖ · cos θ ∧ ∂f

∂`
=

√
5

2

‖grad f‖ · cos θ =

√
5

2
√

5

2y − x
· cos θ =

√
5

2

cos θ =
2y − x

2
.

Liczba po prawej stronie jest dodatnia (wynika to z dziedziny). Aby byªa równa kosinusowi pewnej

liczby θ, musi by¢ mniejsza lub równa 1. Korzystamy tu z ci¡gªo±ci funkcji kosinus. Mamy:

0 <
2y − x

2
≤ 1

0 < 2y − x ≤ 2

x < 2y ≤ x+ 2

1

2
x < y ≤ 1

2
x+ 1.

Sprawdzamy, czy punkty (x, y) speªniaj¡ce powy»szy warunek nale»¡ do dziedziny � oczywi±cie nale»¡.

Szkicujemy rysunek i piszemy odpowied¹.

Odp. Punkty o podanej wªasno±ci tworz¡ zbiór A = {(x, y) ∈ R2 : 1
2x < y ≤ 1

2x + 1}. Na rysunku

zaznaczono je kolorem niebieskim.

Przykªad 5. Najwi¦ksza pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) = 6xy+3x2−2y3 w punkcie P jest równa

−∂f
∂x

∣∣∣
P
. Znale¹¢ wszystkie punkty o tej wªasno±ci.

Podana funkcja jest wielomianem, wi¦c f ∈ C1(R). Na pewno przydadz¡ si¦ nam pochodne kierunkowe

i gradient:

∂f

∂x
= 6y + 6x,

∂f

∂y
= 6x− 6y2, grad f = [6y + 6x, 6x− 6y2] = 6[x+ y, x− y2].
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W tym zadaniu równie» nie wprowadzamy specjalnych oznacze« na wspóªrz¦dne punktu P . Rozwi¡»emy

je dwoma sposobami (dla urozmaicenia).

I sposób

Pami¦tamy, »e pochodna cz¡stkowa wzgl¦dem x w punkcie P jest pochodn¡ kierunkow¡ w kierunku

wektora [1, 0], wi¦c pochodna kierunkowa w kierunku przeciwnym (tzn. [−1, 0]) jest równa−∂f
∂x

∣∣∣
P
. Z tre±ci

zadania wynika, »e wektor [−1, 0] wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji f , tzn.

grad f = t[−1, 0], gdzie t ≥ 0

(teraz dopuszczamy t = 0, bo pochodna wzgl¦dem x mo»e mie¢ warto±¢ zero � wówczas wszystkie

pochodne kierunkowe te» b¦d¡ równe zero). Mamy:

[6y + 6x, 6x− 6y2] = [−t, 0]⇔
(
6x+ 6y = −t ∧ 6x− 6y2 = 0

)
.

Pierwszy warunek mówi, »e 6x+ 6y ≤ 0 (bo 6x+ 6y = −t i t ≥ 0), czyli naszych punktów musimy szuka¢

na póªpªaszczy¹nie y ≤ −x. Drugi warunek mówi, »e nasze punkty le»¡ na paraboli x = y2. Rysujemy

oba zbiory i zaznaczamy cz¦±¢ wspóln¡.

Z rysunku (akurat wyszedª ªadny) mo»emy wszystko odczyta¢ i napisa¢ odpowied¹.

Odp. Punkty o podanej wªasno±ci tworz¡ zbiór A = {(a,−
√
a) : a ∈ 〈0, 1〉}. Na rysunku zaznaczono je

kolorem niebieskim.

Dygresja. Odpowied¹ mo»na te» sformuªowa¢ inaczej, np.:

• Podany warunek speªniaj¡ wszystkie punkty postaci P (a,−
√
a), gdzie a ∈ 〈0, 1〉.

• Podany warunek speªniaj¡ wszystkie punkty postaci P (b2,−b), gdzie b ∈ 〈0, 1〉.

• Podany warunek speªniaj¡ wszystkie punkty postaci P (c2, c), gdzie c ∈ 〈−1, 0〉.
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II sposób

Wiemy, »e najwi¦ksza pochodna kierunkowa jest równa dªugo±ci gradientu. Ka»dy wektor ma nie-

ujemn¡ dªugo±¢, wi¦c najwi¦ksza pochodna kierunkowa musi by¢ nieujemna. Mamy wi¦c do rozwi¡zania

nast¦puj¡c¡ koniunkcj¦ dwóch warunków:

‖grad f‖ = −∂f
∂x

∧ −∂f
∂x
≥0

6
√

(x+ y)2 + (x− y2)2 = −6(x+ y)
∣∣∣(. . .)2 −6(x+ y) ≥0

(x+ y)2 +
(
x− y2

)2
= (x+ y)2 x+ y ≤0

x− y2 = 0 y ≤− x.

Otrzymali±my te same warunki. W tej metodzie byªa jedna puªapka: podnoszenie równania stronami do

kwadratu. Trzeba pami¦ta¢ o sprawdzeniu znaku obu stron i ewentualnych dodatkowych zaªo»eniach,

je±li decydujemy si¦ na taki krok. Tu nie byªo problemu, bo ju» w pierwszym wierszu napisali±my, »e

prawa strona pierwszego równania musi by¢ nieujemna.

3. Zadania i odpowiedzi

Warto teraz rozwi¡za¢ samodzielnie kilka zada«, np. podanych poni»ej. Wi¦cej zada« Czytelnik mo»e

znale¹¢ w [2] i [3].

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w których pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) = arc tg
x

y
w pewnym kierunku jest równa − 1

3 .

Zadanie 2. Najwi¦ksza pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) =
1

3
x3 + y2 − 2xy w punkcie P jest równa

∂f

∂x

∣∣∣
P
. Znale¹¢ wszystkie punkty o tej wªasno±ci.

Zadanie 3. Najmniejsza pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) =
1

3
x3 + y2− 2xy w punkcie P jest równa

∂f

∂y

∣∣∣
P
. Znale¹¢ wszystkie punkty o tej wªasno±ci.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, dla których wektor u = [12, 1] wskazuje kierunek najszybszego

wzrostu funkcji f(x, y) =
√

4x2 − y2.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, dla których wektor u = [−4, 3] wskazuje kierunek najszybszego

wzrostu funkcji f(x, y) =
√

4x2 − y2.

Odpowied¹ 1. Punkty o podanej wªasno±ci tworz¡ zbiór A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9 ∧ y 6= 0}.
Jest to koªo o ±rodku (0, 0) i promieniu 3 bez punktów le»¡cych na osi Ox.

Wskazówka. Je±li pochodna tej funkcji w pewnym kierunku jest równa − 1
3 , to w kierunku przeciwnym

jest równa 1
3 . Zadanie mo»na rozwi¡za¢ podobnie jak przykªad 4.



Wªasno±ci pochodnej kierunkowej w zadaniach 69

Odpowied¹ 2. Wszystkie punkty o tej wªasno±ci maj¡ posta¢ P (a, a), gdzie a ∈ (−∞, 0〉 ∪ 〈2,+∞).

Tworz¡ one dwie póªproste.

Odpowied¹ 3. Wszystkie punkty o tej wªasno±ci maj¡ posta¢ P (a, 12a
2), gdzie a ∈ 〈0, 2〉.

Odpowied¹ 4. Wszystkie punkty o tej wªasno±ci maj¡ posta¢ P (3a,−a), gdzie a > 0.

Odpowied¹ 5. Nie ma takich punktów.
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