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Liczby zespolone � posta¢ algebraiczna w wersji lekkostrawnej

Streszczenie. Praktycznie na ka»dym kierunku studiów na uczelniach technicznych pojawiaj¡
si¦ liczby zespolone � tajemnicze wyra»enie z jednostk¡ urojon¡. W tym artykule postaram si¦
uchyli¢ r¡bka tajemnicy, jak rozwi¡zywa¢ niektóre zadania z liczbami zespolonymi przedstawiony-
mi w postaci algebraicznej.
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1.Wst¦p

Zacznijmy od przypomnienia wiadomo±ci. Przez C oznaczamy zbiór wszystkich liczb zespolonych.

A czym tak wªa±ciwie s¡ liczby zespolone?

Liczb¡ zespolon¡ w postaci algebraicznej nazywamy wyra»enie z = x + yi, gdzie x i y to liczby

rzeczywiste, a i to jednostka urojona (czyli liczba zespolona speªniaj¡ca warunek i2 = −1).
Dla liczb zespolonych mamy nast¦puj¡ce poj¦cia. Je»eli z = x+ yi, x, y ∈ R, to:

• Re(z) = x oznacza cz¦±¢ rzeczywist¡ liczby zespolonej,

• Im(z) = y oznacza cz¦±¢ urojon¡ liczby zespolonej (TYLKO wspóªczynnik przy i),

• z = x− yi oznacza sprz¦»enie liczby zespolonej (zmieniamy cz¦±¢ urojon¡ na liczb¦ przeciwn¡),

• |z| =
√
x2 + y2 oznacza moduª liczby zespolonej (liczba rzeczywista nieujemna).

Rozpatrzmy kilka przykªadów:

• je»eli z1 = 1− 2i, to Re(z1) = 1, Im(z1) = −2, z1 = 1 + 2i, |z1| =
√
12 + (−2)2 =

√
5,

• je»eli z2 = 4, to Re(z2) = 4, Im(z2) = 0, z2 = 4, |z2| = 4,

• je»eli z3 = −3i, to Re(z3) = 0, Im(z3) = −3, z3 = 3i, |z3| = 3.
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Liczby zespolone mo»emy równie» interpretowa¢ jako punkty na pªaszczy¹nie Gaussa. Pªaszczyzna

Gaussa jest to co± jak pªaszczyzna kartezja«ska: na osi poziomej (odci¦tej) zaznaczamy cz¦±¢ rzeczywist¡

liczby zespolonej (x), a na osi pionowej (rz¦dnej) cz¦±¢ urojon¡ (y). W zwi¡zku z tym o± pozioma nazywana

jest osi¡ rzeczywist¡ i oznaczana jest Re, a o± pionowa osi¡ urojon¡ Im.

Liczba zespolona z = a + bi, a, b ∈ R, przedstawiona na pªaszczy¹nie
Gaussa jest punktem o wspóªrz¦dnych (a, b). Zauwa»my równie», »e moduª
liczby zespolonej z jest to jej odlegªo±¢ od liczby zespolonej 0, a sprz¦»enie
z = a− bi to punkt symetryczny (wzgl¦dem prostej Re).

2. Podstawowe dziaªania arytmetyczne

Zacznijmy ªagodnie, od podstawowych dziaªa«. Niech z1 = a+bi, a, b ∈ R, z2 = x+yi, x, y ∈ R, b¦d¡
liczbami zespolonymi w postaci algebraicznej. Jak wykonywa¢ dziaªania? Najwygodniej b¦dzie pokaza¢

to na konkretnych przykªadach. Zapami¦tajmy, »e wynikiem dziaªa« na liczbach zespolonych s¡ liczby

zespolone (przedstawimy je te» w postaci algebraicznej).

• Dodawanie: oblicz z1 + z2 je»eli z1 = 2 + 3i, z2 = 4− 8i.

Dodawanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej jest bardzo proste � sumujemy cz¦±ci rzeczy-

wiste z rzeczywistymi, a urojone z urojonymi:

z1 + z2
(1)
= (2 + 3i) + (4− 8i) = 2 + 3i+ 4− 8i

(2)
= (2 + 4) + (3i− 8i) = 6 + (3− 8)i = 6− 5i.

(1) Zastosujemy dodatkowe nawiasy dla zwi¦kszania widoczno±ci.

(2) Grupujemy.

Podajmy wzór ogólny dla dodawania (oraz cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ wyniku):

z1 + z2 = (a+ bi) + (x+ yi) = (a+ x) + (b+ y)i,

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2) = a+ x,

Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2) = b+ y.

• Odejmowanie: oblicz z3 − z1 je»eli z1 = 2 + 3i, z3 = i5 − 6i2.

Odejmowanie odbywa si¦ na tej samej zasadzie co dodawanie � dziaªamy na pogrupowanych cz¦-

±ciach rzeczywistych i urojonych liczb zespolonych:

z3 − z1
(1)
= i5 − 6i2 − (2 + 3i)

(2)
= i− 1− 2− 3i = −3− 3i

(3)
= −3(1 + i).

(1) Tutaj wymagany jest nawias albo od razu zmiana znaku.

(2) Korzystaj¡c z wªasno±ci i2 = −1, obni»amy stopie« pot¦gi: i5 = (i2)2 · i = (−1)2 · i = i.

(3) Je»eli potrzebujemy postaci algebraicznej, zostawiamy jak jest, czyli −3 − 3i. Je»eli b¦dziemy u»ywa¢ t¦ liczb¦

zespolon¡ w innych obliczeniach, mo»e bardziej nam si¦ opªaca¢ zapisa¢ j¡ w innej postaci.
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Dla odejmowania otrzymujemy wzór ogólny w postaci:

z1 − z2 = (a+ bi)− (x+ yi) = (a− x) + (b− y)i,

Re(z1 − z2) = Re(z1)− Re(z2) = a− x,

Im(z1 − z2) = Im(z1)− Im(z2) = b− y.

• Mno»enie: oblicz z1 · z3, je»eli z1 = 2 + 3i, z3 = i5 − 6i2.

Mno»enie wykonujemy schematem jak dla wyra»e« w liczbach rzeczywistych � mno»ymy ka»dy

element przez ka»dy, pami¦taj¡c o tym, »e i2 = −1:

z1 · z3 = (2 + 3i) · (i5 − 6i2) = (2 + 3i) · (i− 1) = 2i− 2 + 3i2 − 3i = −2− 3− i = −5− i.

Wzór ogólny dla mno»enia:

z1 · z2 = (a+ bi) · (x+ yi) = (ax− by) + (ay + bx)i,

Re(z1 · z2) = Re(z1) · Re(z2)− Im(z1) · Im(z2) = ax− by,

Im(z1 · z2) = Re(z1) · Im(z2) + Im(z1) · Re(z2) = ay + bx.

• Dzielenie: oblicz
z1
z2

je»eli z1 = 2 + 3i, z2 = 4− 8i.

Dotarli±my do dzielenia liczb zespolonych � dziaªania, gdzie musimy zmieni¢ nawyki wyniesione

z dziaªa« na liczbach rzeczywistych. W tym miejscu przyda nam si¦ pewna wªasno±¢ liczb zespolo-

nych � mianowicie fakt, »e liczba zespolona pomno»ona przez jej sprz¦»enie daje liczb¦ rzeczywist¡:

z · z = (x+ iy) · (x− iy) = x2 + xyi− xyi− y2i2 = x2 + y2 = |z|2.

Aby podzieli¢ dwie liczby zespolone, najpierw zapisujemy iloraz w postaci uªamka, a nast¦pnie

mno»ymy licznik i mianownik przez sprz¦»enie mianownika:

z1
z2

=
2 + 3i

4− 8i

(1)
=

2 + 3i

4(1− 2i)
=

2 + 3i

4(1− 2i)
· 1 + 2i

1 + 2i
=

(2 + 3i)(1 + 2i)

4(1− 2i)(1 + 2i)

(2)
=

2 + 4i+ 3i+ 6i2

4
(
12 − (2i)2

) =

(3)
=
−4 + 7i

4(1 + 4)
=

7i− 4

20
.

(1) Wiemy, i» 4− 8i = 4 + 8i, ale dla uproszczenia oblicze« zauwa»my, »e 4− 8i = 4(1− 2i). Zatem wystarczy nam

sprz¦»enie liczby 1− 2i.

(2) W mianowniku mamy wzór skróconego mno»enia (a+ b)(a− b) = (a− b)(a+ b) = a2 − b2 gdzie a = 1, b = 2i.

(3) Korzystamy z wªasno±ci i2 = −1.

Teraz poka»emy ogólny wzór na dzielnie (dodatkowo cz¦±¢ rzeczywista i urojona wyniku):

z1
z2

=
a+ bi

x+ yi
=

ax+ by

x2 + y2
+

bx− ay

x2 + y2
i,

Re

(
z1
z2

)
=

Re(z1) · Re(z2) + Im(z1) · Im(z2)(
Re(z2)

)2
+
(
Im(z2)

)2 =
ax+ by

x2 + y2
,

Im

(
z1
z2

)
=

Im(z1) · Re(z2)− Re(z1) · Im(z2)(
Re(z2)

)2
+
(
Im(z2)

)2 =
bx− ay

x2 + y2
.



Co zrobi¢ w przypadku, gdy mamy wi¦cej ni» dwie liczby zespolone? To samo tylko kilkukrotnie, pami¦-

taj¡c o kolejno±ci wykonywania dziaªa«.

Zapiszmy w postaci algebraicznej liczb¦
2

z1
+

z3
z2
− 2z1(z2 + z3), gdzie z1 = 1+3i, z2 = i− 2, z3 = 3+4i.

Zacznijmy od pocz¡tku, najpro±ciej b¦dzie najpierw policzy¢ oba uªamki i wykona¢ dziaªanie w na-

wiasie (caªy czas pami¦tamy, »e i2 = −1):
2

z1
=

2

1 + 3i
=

2

1 + 3i
· 1− 3i

1− 3i
=

2− 6i

1 + 9
=

2− 6i

10
=

1− 3i

5
,

z3
z2

=
3 + 4i

i− 2
=

3 + 4i

i− 2
· −2− i

−2− i
=
−6− 3i− 8i− 4i2

4 + 1
=
−2− 11i

5
,

2z1(z2+z3) = 2(1+3i)(i−2+3+4i) = 2(1+3i)(1+5i) = 2(1+5i+3i+15i2) = 2(−14+8i) = −28+16i.

Teraz mo»emy wróci¢ do caªego dziaªania:
2

z1
+

z3
z2
− 2z1(z2 + z3) =

1− 3i

5
+
−2− 11i

5
− (−28 + 16i) =

−1− 14i

5
+ 28− 16i =

139

5
− 94

5
i.

3. Zadania ciekawsze

Podstawy za nami � przypomnieli±my sobie, jak si¦ dodaje, odejmuje, mno»y i dzieli liczby zespo-

lone w postaci algebraicznej. Teraz czas zastanowi¢ si¦, jak rozwi¡za¢ niektóre typy zada« z liczbami

zespolonymi. Okazuje si¦, »e nie jest to takie trudne, jak si¦ wydaje... Zazwyczaj...

Przykªad 1. Podaj cz¦±¢ rzeczywist¡, urojon¡, moduª i sprz¦»enie liczby zespolonej

3

8
+

3i+ Im(2 + 3i) + 5Re
(

1
2−i

)
i

|
√
2−
√
2i| · i− 1

+
21

8
i.

Ten przykªad na pierwszy rzut oka to koszmar, ale czy na pewno? Zróbmy go krok po kroku, obliczaj¡c

poszczególne elementy.

• Im(2 + 3i).

Ten fragment jest bardzo ªatwy. Jak wida¢ 2 + 3i jest liczb¡ zespolon¡ w postaci algebraicznej,

zatem jej cz¦±ci¡ urojon¡ jest wspóªczynnik przy i:

Im(2 + 3i) = 3.

• Re
(

1
2−i

)
.

Tutaj sytuacja jest troszk¦ bardziej skomplikowana. Najpierw musimy przeksztaªci¢ 1
2−i do postaci

algebraicznej (wykorzystuj¡c sprz¦»enie i wzór skróconego mno»enia):

1

2− i
=

1

2− i
· 2 + i

2 + i
=

1 · (2 + i)

(2− i) · (2 + i)
=

2 + i

22 − i2
=

2 + i

4− (−1)
=

2 + i

5
=

2

5
+

1

5
i.

Otrzymali±my posta¢ algebraiczn¡, zatem mo»emy odczyta¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ otrzymanej liczby

zespolonej:

Re

(
1

2− i

)
= Re

(
2

5
+

1

5
i

)
=

2

5
.
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• |
√
2−
√
2i|.

Do policzenia mamy moduª liczby zespolonej � pami¦tamy, »e jest to |z| =
√(

Re(z)
)2

+
(
Im(z)

)2
.

Na szcz¦±cie mamy podan¡ posta¢ algebraiczn¡, zatem:

|
√
2−
√
2i| =

√(√
2
)2

+
(
−
√
2
)2

=
√
2 + 2 = 2.

• i− 1.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e kolejno±¢ cz¦±ci rzeczywistej i urojonej jest inna. Zatem:

i− 1 = −1 + i = −1− i = −(1 + i).

Obliczyli±my poszczególne fragmenty wyra»enia. Oznaczmy liczb¦ przez z i obliczmy j¡ wstawiaj¡c

wyniki do wyra»enia, przy okazji upraszczaj¡c (wyª¡czaj¡c przed nawias):

z =
3

8
+

3i+ Im(2 + 3i) + 5Re
(

1
2−i

)
i

|
√
2−
√
2i| · i− 1

+
21

8
i =

3

8
+

21i

8
+

3i+ 3 + 5 · 25 · i
2 · [−(1 + i)]

=
3 + 21i

8
− 3 + 8i

2 · (1 + i)
.

Dla uªatwienia osobno obliczmy drugi uªamek:

3 + 8i

2 · (1 + i)
=

(3 + 8i) · (1− i)

2 · (1 + i) · (1− i)
=

3− 3i+ 8i− 8i2

4(1− i2)
=

11 + 5i

8
.

Wró¢my do gªównych oblicze« i przedstawmy z w postaci algebraicznej:

z =
3 + 21i

8
i− 3 + 8i

2 · (1 + i)
=

3 + 21i

8
− 11 + 5i

8
=

3 + 21i− 11− 5i

8
=
−8 + 16i

8
= −1 + 2i.

Skoro otrzymali±my z = −1 + 2i, to:

• Re(z) = Re(−1 + 2i) = −1,

• Im(z) = Im(−1 + 2i) = 2,

• |z| = | − 1 + 2i| =
√
(−1)2 + 22 =

√
5,

• z = −1 + 2i = −1− 2i.

Przykªad 2. Znajd¹ wszystkie pary (x, y) liczb rzeczywistych speªniaj¡cych warunek
y2

1 + i
+

xi

2− i
= 3−i.

Zacznijmy rozwi¡zywanie od pozbycia si¦ liczb zespolonych z mianowników. Jak zauwa»yli±my, przy

dzieleniu jest to mno»enie przez uªamek, który w liczniku i mianowniku ma sprz¦»enie liczby z mianownika:

y2

1 + i
=

y2 · (1− i)

(1 + i) · (1− i)
=

y2(1− i)

1− i2
=

y2(1− i)

2
,

xi

2− i
=

xi · (2 + i)

(2− i) · (2 + i)
=

2xi+ xi2

22 − i2
=

x(2i− 1)

5
.

Wró¢my do naszego równania i dokonajmy przeksztaªce«:

y2

1 + i
+

xi

2− i
= 3− i,

y2(1− i)

2
+

x(2i− 1)

5
= 3− i,

5 · y2(1− i)

10
+

2 · x(2i− 1)

10
= 3− i,

5y2(1− i) + 2x(2i− 1) = 10(3− i),



5y2 − 5y2i+ 4xi− 2x = 30− 10i,

(5y2 − 2x) + (4x− 5y2)i = 30− 10i.

Teraz po obu stronach równania mamy liczby zespolone w postaci algebraicznej. Wiemy, »e dwie

liczby zespolone s¡ równe, je»eli maj¡ takie same cz¦±ci rzeczywiste i takie same cz¦±ci urojone. Zatem

porównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone po obu stronach równania, dostajemy ukªad równa«:{
5y2 − 2x = 30

4x− 5y2 = −10.
Musimy go rozwi¡za¢ w liczbach rzeczywistych. Zastosujmy metod¦ przeciwnych wspóªczynników:{
−2x+ 5y2 = 30

4x− 5y2 = −10.
Dodajemy oba równania, otrzymuj¡c:

2x = 20,

x = 10.

Zatem:{
x = 10

−2x+ 5y2 = 30,{
x = 10

y2 = 10,{
x = 10

y =
√
10 ∨ y = −

√
10.

Otrzymujemy odpowied¹: (x, y) ∈ {(10,
√
10), (10,−

√
10)}.

Przykªad 3. Znajd¹ wszystkie liczby zespolone speªniaj¡ce równanie |z|2 − z2 + (z)2 = 9.

Zacznijmy od przedstawienia szukanej liczby zespolonej w postaci algebraicznej z = x+ iy, x, y ∈ R.
Teraz podstawiamy t¦ posta¢ do danego równania i zaczynamy przeksztaªcanie:

|z|2 − z2 + (z)2 = 9,∣∣∣x+ iy
∣∣∣2 − (x+ iy

)2
+
(
x+ iy

)2
= 9.

Znów, dla przejrzysto±ci oblicze«, cz¦±¢ z nich wykonamy oddzielnie (zawsze upraszczaj¡c i w pot¦dze

wi¦kszej ni» 1, stosuj¡c wªasno±¢ i2 = −1):

•
∣∣∣x+ iy

∣∣∣2 =
(√

x2 + y2
)2

= x2 + y2,

• (x+ iy)2 = x2 + 2xyi+ (iy)2 = x2 + 2xyi+ i2y2 = x2 − y2 + 2xyi,

•
(
x+ iy

)2
=
(
x− iy

)2
= x2 − 2xyi+ (iy)2 = x2 − y2 − 2xyi.

Teraz mo»emy wróci¢ do naszego równania i rozpocz¡¢ upraszczanie:

|x+ iy|2 − (x+ iy)2 +
(
x+ iy

)2
= 9,

x2 + y2 − (x2 − y2 + 2xyi) + x2 − y2 − 2xyi = 9,

x2 + y2 − 4xyi = 9.
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Zauwa»my, »e po obu stornach równania mamy liczby zespolone. Dla przejrzysto±ci zmie«my lekko

zapis (x2 + y2)− 4xy · i = 9 + 0 · i.
Wiemy, »e dwie liczby zespolone s¡ równe, gdy maj¡ te same cz¦±ci rzeczywiste i te same cz¦±ci

urojone, wi¦c otrzymujemy ukªad równa«:{
x2 + y2 = 9

−4xy = 0.

Rozwi¡»my go pami¦taj¡c, »e x, y ∈ R:{
x2 + y2 = 9

xy = 0{
x2 + y2 = 9

x = 0 ∨ y = 0{
x2 + y2 = 9

x = 0
∨

{
x2 + y2 = 9

y = 0{
y2 = 9

x = 0
∨

{
x2 = 9

y = 0{
y = 3 ∨ y = −3

x = 0
∨

{
x = 3 ∨ x = −3

y = 0{
x = 0

y = 3
∨

{
x = 0

y = −3
∨

{
x = 3

y = 0
∨

{
x = −3
y = 0

.

Szukali±my liczb zespolonych postaci z = x+ iy, x, y ∈ R. Otrzymali±my:

z = 0 + 3i ∨ z = 0− 3i ∨ z = 3 + 0i ∨ z = −3 + 0i.

Równanie ma cztery rozwi¡zania: 3i, −3i, 3, −3.
Odpowied¹: z ∈ {3,−3, 3i,−3i}.

Przykªad 4. Znajd¹ wszystkie liczby zespolone speªniaj¡ce równanie z · Re(z) + Im(2 + z) = z · z.

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie zacznijmy od przedstawienia szukanej liczby zespolonej w po-

staci algebraicznej z = x+ yi, x, y ∈ R. Teraz podstawiamy t¦ posta¢ do danego równania i zaczynamy

przeksztaªcanie:

z · Re(z) + Im(2 + z) = z · z,
(x+ yi) · Re(x+ yi) + Im(2 + (x+ yi)) = (x+ yi) · (x+ yi),

(x+ yi) · x+ Im(2 + x− yi) = (x+ yi) · (x− yi).

Zauwa»my, »e dla wyra»enia (x + yi) · (x − yi) mo»emy zastosowa¢ wzór skróconego mno»enia (a +

b)(a− b) = a2− b2, dla a = x, b = yi. Dzi¦ki temu od razu otrzymujemy (poniewa» i2 = −1) uproszczone
wyra»enie:

x2 + xyi− y = x2 + y2,

y2 + y − xyi = 0.

Porównujemy cz¦±ci rzeczywiste i urojone obu stron równo±ci. W wyniku tego otrzymujemy ukªad

równa«: {
y2 + y = 0

−xy = 0



{
y(y + 1) = 0

xy = 0{
y = 0 ∨ y = −1

xy = 0{
y = 0

xy = 0
∨

{
y = −1
xy = 0{

y = 0

x = t, t ∈ R
∨

{
x = 0

y = −1
.

Pami¦tamy, »e szukali±my liczb zespolonych z = x+ iy, x, y ∈ R. Otrzymali±my:

z = t+ 0i, t ∈ R, ∨ z = 0− i.

Ostatecznie:

z ∈ {t : t ∈ R} ∪ {−i}.

Przykªad 5. Na pªaszczy¹nie Gaussa zaznacz zbiór liczb zespolonych

{z ∈ C : Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z) ∧ 1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4}.

By rozwi¡za¢ tego typu zadanie, najpierw powinni±my przeanalizowa¢ poszczególne jego fragmenty.

W tym przypadku najpierw rozwa»ymy Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z), a nast¦pnie 1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4}.

• Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z).

Przedstawmy z w postaci algebraicznej: z = x + yi, x, y ∈ R. Podobnie jak w poprzednich

przykªadach rozbijemy obliczenia na kilka etapów.

• z · z + 2i+ z
(1)
= (x+ yi) · (x+ yi) + 2i+ (x+ yi) = (x+ yi) · (x− yi) + x+ (2 + y)i

(2)
=

= x2 + y2 + x+ (2 + y)i = (x2 + y2 + y) + (2 + y)i.

(1) Wstawiamy z w postaci algebraicznej i, dla zwi¦kszania widoczno±ci, zastosujemy dodatkowe nawiasy.

(2) Korzystamy ze wzoru skróconego mno»enia dla (x+ yi) · (x− yi) = x2 − (yi)2 = x2 − y2i2 = x2 + y2. Caªy

czas pami¦tamy, »e i2 = −1.

• Im(z · z + 2i+ z) = Im
[
(x2 + y2 + y) + (2 + y)i

]
= 2 + y.

• 2− z = 2− (x+ yi) = (2− x)− yi.

• Re(2− z) = Re
[
(2− x)− yi

]
= 2− x.

Mo»emy teraz rozwi¡za¢ nierówno±¢:

Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z)

2 + y > 2− x

y > −x.

Ostatecznie pierwszy warunek do zaznaczenia na pªaszczy¹nie Gaussa ma posta¢ y > −x. Pami¦-

tamy, »e z = x + yi, x, y ∈ R, zatem x zaznaczamy na osi rzeczywistej Re, a y na osi urojonej

Im.
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Rysunek 1. Zbiór punktów na pªaszczy¹nie Gaussa przedstawiaj¡cych liczby zespolone speªniaj¡ce nierówno±¢
Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z).

• 1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4.

Aby zaznacza¢ na pªaszczy¹nie Gaussa ten zbiór, ponownie skorzystamy z postaci algebraicznej

liczby zespolonej z = x+ yi, x, y ∈ R.

Najpierw obliczymy sam moduª:

|z − 1− i| = |(x+ yi)− 1− i| = |(x− 1) + (y − 1)i| =
√
(x− 1)2 + (y − 1)2.

Postawiaj¡c do nierówno±ci, otrzymujemy:

1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4

1 ≤
√
(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 4.

Poniewa» wszystkie wyra»enia s¡ liczbami rzeczywistymi nieujemnymi, mo»emy przeksztaªci¢ nie-

równo±¢ do postaci:

12 ≤ (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 42.

Zatem otrzymali±my nierówno±ci wykorzystuj¡ce równanie okr¦gu: (x − a)2 + (y − b)2 = r2, gdzie

punkt (a, b) jest ±rodkiem, a r promieniem okr¦gu.

Przy okazji zauwa»my, »e otrzymali±my wzór na okr¡g w liczbach zespolonych: |z − z0| = r, gdzie

liczba zespolona z0 jest ±rodkiem, a r promieniem okr¦gu zaznaczonego na pªaszczy¹nie Gaussa.

Ostatecznie nasz zbiór to:

Rysunek 2. Zbiór punktów na pªaszczy¹nie Gaussa przedstawiaj¡cych liczby zespolone speªniaj¡ce nierówno±¢
1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4.



Ostatnim etapem jest zaznaczenie caªego zbioru na pªaszczy¹nie Gaussa:

{z ∈ C : Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z) ∧ 1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4}.
Naszym zbiorem jest:

Rysunek 3. Zbiór {z ∈ C : Im(z · z + 2i+ z) > Re(2− z) ∧ 1 ≤ |z − 1− i| ≤ 4}.

4. Zadania do samodzielnej pracy

Zadanie 1. Podaj cz¦±¢ rzeczywist¡, urojon¡, moduª i sprz¦»enie liczby zespolonej z:

z = i4 − i5 + 8i3 − 5i7 − 7i2,a) z =
|4 + 3i|
2i− 1

,b)

z = Im(28 + 6i) · (3− 4i),c) z =
2− 8i

4i− 2
− 1 + 12i

Im(5i− 9)
,d)

z =
|4i8 + 3i3|
2i+ 1

,e) z =
2 + 5+3i

i

4 + 7i+5
−i+2

+
2 · [8i+ Re(7i− 10)]

|8− 5i|2
.f)

Odpowied¹ 1.
Rez = 8, Imz = −4, |z| = 4

√
5, z = 8 + 4i,a) Rez = −1, Imz = −2, |z| =

√
5, z = −1 + 2i,b)

Rez = 18, Imz = −24, |z| = 30, z = 18 + 24i,c) Rez = −2, Imz = −2, |z| = 2
√
2, z = −2 + 2i,d)

Rez = 5, Imz = −5, |z| = 5
√
2, z = 5 + 5i,e) Rez = 0, Imz = −1, |z| = 1, z = i.f)

Zadanie 2. Znajd¹ wszystkie pary (x, y) liczb rzeczywistych speªniaj¡cych równanie:

x

3− i
+ 5y = 8,a) |4− 3i| · (x+ iy) =

5

2− i
,b) (4 + 3i)y − 3x

i− 1
=

1

i
.c)

Odpowied¹ 2.
(x, y) = (0, 8

5 ),a) (x, y) = (25 ,
1
5 ),b) (x, y) = (− 8

3 , 1).c)
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Zadanie 3. Znajd¹ wszystkie liczby zespolone speªniaj¡ce równanie:

|z|+ z2 = 1,a) z − z = 8i,b) Im(z) + 3z = Re(z) · Im(2 + z).c)

Odpowied¹ 3.

z ∈

{
1−
√
5

2
,

√
5− 1

2

}
,a) z ∈ {t+ 4i : t ∈ R} ,b) z ∈ {0}.c)

Zadanie 4. Na pªaszczy¹nie Gaussa zaznacz zbiory liczb zespolonych

{z ∈ C : Rez · Imz > 1 ∧ |z| < 3},a)

{z ∈ C : Re(2z + 8i · z) > 2 ∧ |z − 3 + i| ≥ 1},b)

{z ∈ C : |z − 3| ≥ 2 ∧ |z − 3

2
+ i| < 1 ∧ Re(z − 1) > Im(2− z)}.c)

Odpowied¹ 4. Dla uªatwienia przedstawione s¡ wszystkie zbiory, odpowiedzi¡ jest cz¦±¢ wspólna.

a) b) c)


