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Liczba chromatyczna Thue'go

Streszczenie. W artykule przedstawione jest poj¦cie ci¡gu niepowtarzalnego wraz z klasycz-
nym twierdzeniem Axela Thue'go. Tematyka ci¡gów niepowtarzalnych w poª¡czenia z pewnymi
aspektami teorii grafów doprowadziªa do powstania poj¦cia tzw. liczby chromatycznej Thue'go
grafu. Ma ona kilka nieoczywistych wªasno±ci, które zostaªy zaprezentowane w drugiej cz¦±ci tek-
stu.
Sªowa kluczowe: teoria grafów, liczba chromatyczna, liczba chromatyczna Thue'go, ci¡gi niepowtarzalne.

1.Wst¦p

Podobno ostatnim naukowcem, który gª¦boko rozumiaª ka»dy istotny aspekt matematyki swoich cza-

sów byª David Hilbert. W ci¡gu ostatnich stu lat nast¡piª tak gwaªtowny rozwój tej dyscypliny, »e nawet

najlepsi wspóªcze±ni matematycy nie s¡ w stanie powtórzy¢ jego osi¡gni¦cia. Gaª¦zie matematyki s¡ tak

bogate i ró»norodne, »e badanie tylko jednej z nich mo»e by¢ fascynuj¡cym zaj¦ciem, na które mo»-

na po±wi¦ci¢ caªe swoje naukowe »ycie. Czasami jednak pojawiaj¡ si¦ zaskakuj¡ce poª¡czenia mi¦dzy

dwoma (bardziej lub mniej) odlegªymi teoriami matematycznymi, co prowadzi do powstawania cieka-

wych wniosków. Celem niniejszego artykuªu jest przedstawienie poj¦cia liczby chromatycznej Thue'go �

zagadnienia z pogranicza kombinatoryki i teorii grafów.

2. Ci¡gi niepowtarzalne

Sko«czony ci¡g (an) o wyrazach a1, a2, a3, a4, . . . , am b¦dziemy zapisywa¢ w postaci

a1a2a3a4 . . . am.

Dªugo±ci¡ ci¡gu nazywamy liczb¦ jego elementów.

Powtórzeniem w ci¡gu (an) nazywamy podci¡g zªo»ony z dwóch identycznych sekwencji wyst¦pu-

j¡cych zaraz po sobie. Bardziej formalnie, jest to podci¡g

akak+1 . . . ak+j−1ak+jak+j+1 . . . ak+2j−1,
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w którym j ≥ 1 oraz dla ka»dego i ∈ {0, j − 1} zachodzi

ak+i = ak+j+i.

Ci¡g, który nie zawiera powtórze« nazywamy ci¡giem niepowtarzalnym.

Przykªadowo, ci¡g

81717041255412

zawiera powtórzenia 1717 oraz 55, natomiast ci¡g

12012

jest ci¡giem niepowtarzalnym.

Rozwa»my sytuacj¦, w której elementami ci¡gu mog¡ by¢ tylko liczby 0 i 1. Nietrudno zauwa»y¢,

»e maj¡c do dyspozycji tylko te dwie liczby, nie da si¦ skonstruowa¢ ci¡gu niepowtarzalnego o dªugo±ci

wi¦kszej ni» 3. Co si¦ zmieni, gdy zwi¦kszymy liczb¦ dost¦pnych elementów? Nieoczywist¡ odpowied¹ na

to pytanie daje tzw. twierdzenie Thue'go:

Mo»na skonstruowa¢ dowolnie dªugi ci¡g niepowtarzalny o wyrazach ze zbioru trójelementowego.

Powy»szy wynik zostaª opracowany ponad sto lat temu przez norweskiego matematyka Axela Thue'go

[5]. Pomysª Thue'go polegaª na zwi¦kszaniu dªugo±ci danego ci¡gu niepowtarzalnego poprzez zast¦powanie

ka»dego z jego elementów pewnym ci¡giem niepowtarzalnym.

Niech b¦dzie dany zbiór X = {1, 2, 3} oraz sko«czony ci¡g (an) o elementach ze zbioru X. Ka»dy

element ci¡gu (an) zast¡pmy pewnym ci¡giem zgodnie z zasad¡

1→ 12312,

2→ 131232,

3→ 1323132.

W ten sposób otrzymujemy nowy (dªu»szy!) ci¡g. Thue udowodniª, »e je»eli tak przeksztaªcimy ci¡g

niepowtarzalny, to otrzymamy ci¡g który równie» jest niepowtarzalny.

Dla zobrazowania tej metody rozwa»my niepowtarzalny ci¡g 12. Stosuj¡c powy»sze podstawienie,

otrzymujemy

12→ 12312 131232,

zatem z niepowtarzalnego ci¡gu o dªugo±ci 2 otrzymali±my niepowtarzalny ci¡g o dªugo±ci 11. Warto

tutaj doda¢, »e z niepowtarzalnego ci¡gu dowolnej dªugo±ci mo»na w prosty sposób otrzyma¢ krótsze

ci¡gi tego typu. Zatem dysponuj¡c ci¡giem dªugo±ci 11, automatycznie otrzymujemy ci¡gi dªugo±ci 10, 9,

8 itd.

Ponownie stosuj¡c powy»sze podstawienie, otrzymujemy

12312131232→
→ 12312 131232 1323132 12312 131232 12312 1323132 12312 131232 1323132 131232,

wi¦c z niepowtarzalnego ci¡gu o dªugo±ci 11 otrzymali±my niepowtarzalny ci¡g o dªugo±ci 65.

Zatem, powtarzaj¡c podstawianie na ci¡gach niepowtarzalnych, mo»na otrzymywa¢ dowolnie dªugie

ci¡gi o tej wªasno±ci.
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3. Liczba chromatyczna Thue'go

Relatywnie niedawno zagadnienie ci¡gów niepowtarzalnych zostaªo zaadaptowane do teorii grafów, co

poskutkowaªo kilkoma zaskakuj¡cymi wynikami oraz hipotezami, na które do dzi± nie znamy odpowiedzi.

Zanim jednak o nich opowiemy, musimy przypomnie¢ kilka podstawowych zagadnie« zwi¡zanych z teori¡

grafów.

Grafem Γ nazywamy par¦ (V (Γ), E(Γ)), gdzie

V (Γ) = {v1, v2, . . . , vn}

to tak zwany zbiór wierzchoªków, natomiast

E(Γ) ⊂
{
{vi, vj} : i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j

}
to zbiór kraw¦dzi grafu Γ. W dalszej cz¦±ci artykuªu kraw¦d¹ {vi, vj} b¦dziemy oznaczali przez vivj .

Je»eli do grafu Γ nale»y kraw¦d¹ vivj , to wierzchoªki vi i vj nazywamy s¡siednimi.

Stopniem st(v) wierzchoªka v nazywamy liczb¦ wierzchoªków s¡siednich z wierzchoªkiem v.

�cie»k¡ w gra�e nazywamy ci¡g wierzchoªków (v1, . . . , vk) taki, »e dla ka»dego i ∈ {1, . . . , k − 1}
istnieje kraw¦d¹ vivi+1. Je»eli wszystkie wierzchoªki w ±cie»ce s¡ ró»ne, to nazywamy j¡ drog¡, a je»eli

v1 = vk i wszystkie pozostaªe wierzchoªki s¡ ró»ne, to nazywamy j¡ cyklem.

Grafem spójnym nazywamy graf w którym ka»de dwa wierzchoªki mo»na poª¡czy¢ ±cie»k¡.

Wygodn¡ form¡ przedstawiania grafu jest jego reprezentacja gra�czna, czyli rysunek, na którym wierz-

choªki s¡ punktami, a linie je ª¡cz¡ce � kraw¦dziami.

Obok znajduje si¦ rysunek przykªadowego grafu Φ takiego,

»e V (Φ) = {1, 2, 3, 4, 5} oraz E(Φ) = {12, 14, 23, 34, 35, 45}. Zauwa»my,

»e st(1) = st(2) = st(5) = 2 oraz st(3) = st(4) = 3.

Jednymi z podstawowych typów grafów s¡ cykle i drogi. Przez Pn oznaczamy drog¦ o n wierzchoªkach.

Dla n ≥ 3 przez Cn oznaczamy cykl o n wierzchoªkach.

Kolorowaniem grafu Γ nazywamy funkcj¦ f : V (Γ) → C, która dla ka»dych dwóch s¡siednich

wierzchoªków przyjmuje ró»ne warto±ci. Zbiór C nazywamy zbiorem kolorów, natomiast jego elementy

kolorami.

Ka»dy graf da si¦ pokolorowa¢. Wystarczy, »e ka»demu jego wierzchoªkowi przypisany zostanie inny

kolor � wtedy warunek ró»nych kolorów dla s¡siednich wierzchoªków b¦dzie speªniony.
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Rozpatrzmy ponownie graf Φ oraz funkcj¦

f : V (Φ)→ { , , , , }

tak¡, »e

f(1)= ,
f(2)= , f(3)= ,

f(4)= , f(5)= .

Z teoretycznego punktu widzenia w powy»szym �naiwnym� kolorowaniu grafu (ka»dy punkt ma inny

kolor) poza walorami estetycznymi nie ma nic ciekawego. Zagadnienie kolorowania staje si¦ bardziej

interesuj¡ce, gdy wymagamy od funkcji f speªniania pewnych dodatkowych warunków.

Liczb¡ chromatyczn¡ χ(Γ) nazywamy najmniejsz¡ liczb¦ kolorów potrzebn¡ do pokolorowania gra-

fu Γ. Zauwa»my, »e dla ka»dego grafu Γ liczba chromatyczna jest nie wi¦ksza ni» liczba jego wierzchoªków:

χ(Γ) ≤ |V (Γ)|.

Równo±¢ zachodzi tylko w przypadku grafów, w których ka»da para wierzchoªków jest poª¡czona

kraw¦dzi¡ (tzw. grafy peªne).
Graf Φ pokolorujmy teraz funkcj¡

g : V (Φ)→ { , , }

tak¡, »e

g(1)= ,
g(2)= , g(3)= ,

g(4)= , g(5)= .

Nietrudno zauwa»y¢, »e grafu Φ nie da si¦ pokolorowa¢ za pomoc¡ tylko

dwóch kolorów. Zatem χ(Φ) = 3.

Prostym ¢wiczeniem jest okre±lenie liczby chromatycznej dla dróg i cykli. Oczywi±cie

χ(Pn) =

{
1 dla n = 1

2 dla n ≥ 2
oraz χ(Cn) =

{
2 dla n parzystych

3 dla n nieparzystych.

Grafem planarnym nazywamy graf, który mo»na

narysowa¢ na pªaszczy¹nie tak, aby »adne dwie kraw¦-

dzie si¦ nie przecinaªy. Oczywi±cie nie ka»dy graf jest gra-

fem planarnym. Najprostszymi przypadkami grafów nie-

planarnych s¡ grafy, tradycyjnie oznaczane jako K5 oraz

K3,3, przedstawione na rysunku obok.

Wszystkie drogi i cykle s¡ grafami planarnymi.
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Jednym z najdonio±lejszych wyników dotycz¡cych liczby chromatycznej jest twierdzenie o czterech

barwach:

Je»eli Γ jest grafem planarnym, to χ(Γ) ≤ 4.

Tematyka kolorowania grafów po raz pierwszy zostaªa powi¡zana z twierdzeniem Thue'go w arty-

kule [1], w którym pierwotnie rozpatrywano kolorowanie kraw¦dzi grafu. W wielu pó¹niejszych pracach

zacz¦to jednak si¦ skupia¢ przede wszystkim na kolorowaniu wierzchoªków (na przykªad w przegl¡dowej

pracy [4]).

Kolorowanie grafu nazywamy niepowtarzalnym, je»eli ci¡g kolorów ka»dej drogi w tym gra�e jest

ci¡giem niepowtarzalnym.

Liczb¡ chromatyczn¡ Thue'go π(Γ) nazywamy najmniejsz¡ liczb¦ kolorów potrzebnych do niepo-

wtarzalnego pokolorowania grafu Γ.

Oczywi±cie liczba chromatyczna Thue'go jest dla ka»dego grafu nie mniejsza od liczby chromatycznej

tego grafu, a zarazem nie wi¦ksza ni» liczba wierzchoªków grafu:

χ(Γ) ≤ π(Γ) ≤ |V (Γ)|.

Ile wynosi liczba chromatyczna Thue'go dla ±cie»ek i cykli? O ile dla grafów Pn odpowied¹ wynika

wprost z twierdzenia Thue'go, o tyle w przypadku grafów Cn ju» wcale nie jest taka oczywista.

Aby pokolorowa¢ ±cie»k¦ Pn w sposób niepowtarzalny, wystarczy skorzysta¢ z niepowtarzalnego ci¡gu

dªugo±ci n. Rozpatrzmy ±cie»k¦ P10 oraz ci¡g 1231213123. Ka»dej liczbie wyst¦puj¡cej w tym ci¡gu

przypiszmy kolor zgodnie z reguª¡: 1→ , 2→ oraz 3→ , a nast¦pnie pokolorujmy kolejne wierzchoªki

grafu P10 zgodnie z kolejnymi elementami danego ci¡gu:

Powy»sze kolorowanie jest oczywi±cie kolorowaniem niepowtarzalnym.

Zatem z twierdzenia Thue'go wynika, »e minimalna liczba kolorów niezb¦dna do pokolorowania ka»dej

±cie»ki o dªugo±ci nie mniejszej ni» 4 wynosi 3. Istotnie

π(Pn) =


1 dla n = 1

2 dla n ∈ {2, 3}
3 dla n ≥ 4.

Zauwa»my, »e w przypadku grafu Cn mo»na uzyska¢ niepowtarzalne kolorowanie w nast¦puj¡cy spo-

sób: n− 1 wierzchoªków kolorujemy trzema kolorami w sposób niepowtarzalny (w sposób analogiczny do

przedstawionego powy»ej), a ostatni wierzchoªek � dodatkowym czwartym kolorem. Zatem

π(Cn) ≤ 4

dla ka»dego n.

Rozpatruj¡c kilka przypadków, mo»na szybko doj±¢ do wnio-

sku, »e trzy kolory nie wystarczaj¡ do niepowtarzalnego pokoloro-

wania grafu C5, natomiast do pokolorowania C6 ju» tak (przykªa-

dowe kolorowania na rysunku obok).
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Co ciekawe, równo±¢ π(Cn) = 4 zachodzi wyª¡cznie dla n ∈ {5, 7, 9, 10, 11, 14, 17}, a w pozostaªych

przypadkach π(Cn) = 3, co zostaªo udowodnione w [2].

Podczas rozwa»a« na temat liczby chromatycznej Thue'go naturalnie nasuwa si¦ pytanie, czy mo»na

sformuªowa¢ dla niej odpowiednik twierdzenia o czterech barwach:

Czy istnieje staªa C taka, »e dla ka»dego grafu planarnego Γ zachodzi nierówno±¢ π(Γ) ≤ C?

Pami¦tamy, »e dla klasycznej liczby chromatycznej ta staªa wynosi 4. Mo»e-

my w prosty sposób skonstruowa¢ graf planarny o wi¦kszej liczbie chromatycznej

Thue'go: do grafu C5 dodajmy wierzchoªek poª¡czony kraw¦dziami z wszystkimi

pozostaªymi. Oczywi±cie ten wierzchoªek musi mie¢ kolor inny ni» reszta wierzchoª-

ków � w zwi¡zku z tym otrzymany graf ma liczb¦ chromatyczn¡ Thue'go równ¡ 5

(rysunek obok).

Na chwil¦ obecn¡ najlepszym wynikiem cz¦±ciowym jest logarytmiczne ograniczenie górne wzgl¦dem

liczby wierzchoªków planarnego grafu Γ:

π(Γ) ≤ 8
(

1 + log3/2 |V (Γ)|
)
,

zaprezentowane w pracy [3]. Do dzisiaj nie wiadomo, czy staªa C w ogóle istnieje.
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