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Liczba chromatyczna ptaszczyzny

Streszczenie. Artykul ma na celu przyblizenie problemu Hadwigera-Nelsona o kolorowaniu
plaszczyzny. Opisana zostata historia tego problemu oraz przedstawiono szkic dowodoéw znanych
ograniczen. Na koniec wspomniano o pokrewnych problemach kolorowania ptaszczyzny.

Slowa kluczowe: graf, teoria graféw, liczba chromatyczna.

Dawno, dawno temu, 2ty czarodziej zaklgt piekng ksiezniczke w jedng z gtow straszliwego, wielogtowego,
matematycznego smoka. Smok ten moze zostaé pokonany, gdy odetnie sie mu wszystkie gtowy, niebedgce
zakletq ksiezniczkq. Kazda z jego gtow ma swdj unikatowy numer. Prawie wszystkie pierwotne glowy bestii
odpadty lub zostaly tatwo wyeliminowane juz na samym poczgtku. Pozostaty cztery o numerach: 4 ,5, 61 7.
Zaklecie, ktore ozywito bestie 1 przemienito ksiezniczke, byto ,prostym” pytaniem: ile kolorow potrzeba, aby
pokolorowaé plaszczyzne tak, Ze Zadne dwa punkty w odlegtosci 1 nie majg tego samego koloru? Glowa
z numerem odpowiadajgcym na to pytanie jest ksiezniczkaq; reszty nalezy sie pozbyé. Wielu dzielnych
bohaterow zmagato sie przez lata ze smokiem, jednak ich miecze sie szczerbity, metal rdzewiat, a mezni
rycerze byli zmuszeni sie wycofaé. W tym czasie z niewyjasnionych powoddw wokdt bestii zaczely zbieraé
ste inne, pomniejsze smoki, ktorych zaklecia z poczgtku byty podobne do oryginalnego. Niektorzy herosi
przeniesli swoje zainteresowania na nie, inni za$ byli nadal skupieni na uratowaniv pieknej ksiezniczki.

Luzne ttumaczenie fragmentu historii Jaana Partsa przedstawiajacej problem liczby chromatycznej
plaszczyzny [7]. Pozostaje jednak pytanie, co dalej stato si¢ ze smokiem?

1. Wstep

Artykut ten ma na celu zapoznanie Czytelnikéw z jednym z najbardziej znanych, a dalej nierozwia-
zanych probleméw kolorowania punktéw ptaszczyzny, czyli z problemem Hadwigera-Nelsona. Dotyczy on
pytania zadanego w powyzszej historyjce jako ,zaklecie’

Ile potrzeba kolorow do pokolorowania ptaszczyzny tak, aby Zadne dwa punkty odleglte od siebie o 1 nie
miaty tego samego koloru?
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Najmniejsza liczbe koloréw, ktére wystarcza do powyzszego pokolorowania, nazywamy liczba chro-
matyczng plaszczyzny i oznaczamy przez x.
Nasz problem mozemy wiec ujaé teraz inaczej:

Jaka jest liczba chromatyczna ptaszczyzny?

Zbiorem monochromatycznym nazywamy kazdy zbiér punktéw, ktorego wszystkie elementy maja ten
sam kolor. Zatem nasz problem mozemy ujaé jeszcze inaczej:

Jaka jest nagmniejsza liczba kolorow potrzebnych do pokolorowania plaszczyzny w taki sposdb, zZe nie
wystepujg monochromatyczne odcinki diugosci 17

Przez monochromatyczny odcinek dlugosci 1 rozumiemy pare punktéw, majacych ten sam kolor, w od-
legtosci 1.
Techniki tutaj uzywane opieraja sie gtéwnie na dwoch aspektach:

1. na znajdowaniu wzoréw, ktére powielane w nieskoriczonosé pokoloruja cala plaszczyzne;
2. na rysowaniu schematow ztozonych z kropek (wierzchotkow) polaczonych krawedzia, jesli sa odlegte

od siebie o 1, ktore nazywaé¢ bedziemy grafami i kolorowaniu ich réznymi kolorami, jak na rysunku

o

1

Rysunek 1. Niemonochromatyczny odcinek dlugosci 1

2. Historia problemu

Jak wiele stynnych probleméw matematycznych, takze ten ma nieco skomplikowana historie i wielu
wspoltworcow. Okazuje sie, ze problem ten byl powtarzany w listach, jak i stownie, wiele razy zanim
zostal spisany po raz pierwszy. Cze$¢ autoréw nieSwiadomie publikowata w tym samym roku prace jemu
poswiecone, robigc jednakowe postepy, a jednocze$nie podajac jako autora problemu dwie rézne osoby.
Az siedmiu osobom przypisane byto autorstwo, a byli to: Edward Nelson, Leo Moser, Paul Erdés, Martin
Gardner, Frank Harary, William T. Tutte oraz Hugo Hadwiger. Alexandrowi Soiferowi zawdzieczamy
okreslenie pierwszego autora problemu. Od czerwca do wrze$nia 1991 roku listownie oraz osobiscie kon-
taktowat sie z kazdym potencjalnym twoérca problemu. Polecamy zapoznanie sie z cala historia w ksiazce
Soifera [10], w ktorej umieszcza on rowniez fragmenty listow oraz rozmoéw z zainteresowanymi.

Jak sie okazato, Edward Nelson jako pierwszy sformutowal problem liczby chromatycznej ptaszczyzny
w 1950 roku, jeszcze jako student Uniwersytetu w Chicago. Nazwal wowczas 6w problem ,drugim pro-
blemem czterech kolor(’)w’ﬂ podal réwniez ograniczenie dolne réwne 4. Opowiedzial nastepnie o swoich

1 Twierdzenie o czterech barwach — kazdg mape mozna pokolorowaé za pomocq czterech koloréw tak, ze zadne dwa paristwa
majgce wspolng granice nie majg tego samego koloru. Pytanie o to, czy cztery kolory wystarcza do pokolorowania dowolnej
mapy zadal w 1852 roku Francis Guthrie. Problem ten zostal rozwiazany dopiero w 1976 roku przez Kennetha Apple’a
i Wolfganga Hakena. Ich dowdd opieral sie na obliczeniach komputerowych, co wzbudzito niemale kontrowersje wsréd
owczesnych matematykéow. Nadal nie mamy dowodu twierdzenia o czterech barwach niewykorzystujacego komputerow.



Liczba chromatyczna plaszczyzny 147

rozwazaniach starszemu koledze, Johnowi R. Isbellowi, ktéry ustalil ograniczenie gérne réwne 7. Isbell
przekazal problem paru osobom, miedzy innymi Victorowi Klee, ktéry przedstawil go Hugo Hadwigero-
wi. Mniej wiecej w tym samym czasie dowiedzial sie¢ o tym problemie Leo Moser. On za$§ opowiedzial o
problemie Paulowi Erd&sowi oraz Martinowi Gardnerowi.

Dopiero w 1960 roku Martin Gardner jako pierwszy opublikowal ten problem w felietonie Mathematical
Games |2], podajac Leo Mosera jako zrodto. W 1961 roku Hugo Hadwiger opublikowat prace, wskazujac
Nelsona jako autora problemu, w ktorej udowodnit, ze 4 < y < 7 (w kolejnym rozdziale przedstawimy
szkice jego dowodow). Najbardziej jednak znanym i powielanym dowodem na dolne ograniczenie rowne
4 jest dowod Leo i Williama Moseréw, opublikowany w tym samym roku co dowdéd Hadwigera, czyli w
1961. Od tego czasu zagadnienie ustalenia liczby chromatycznej ptaszczyzny nazywane jest problemem
Hadwigera-Nelsona.

Jak wiele pieknych probleméw, ten réwniez ma niemato zwolennikéw. Soifer bardzo czesto nazywa
go swoim ulubionym problemem w matematyce. Wraz z checia rozwigzania problemu pojawity sie takze
nagrody za jego rozwiazanie lub ulepszenie znanych ograniczeri. Ronald L. Graham zaproponowal kilka
nagrod:

e W 2002 roku 1000 dolaréw za odpowiedz na pytanie: czy mozliwym jest pokolorowanie plaszczyzny
czterema kolorami tak, ze dwa punkty w odlegtosci 1 od siebie nie maja jednakowego koloru?

e W 2003 roku 1000 dolaréw za ustalenie doktadnej liczby chromatycznej plaszczyzny.
e W 2005 roku 100 dolaréw za pokazanie, ze y > 5.
e W 2006 roku 250 dolaréw za pokazanie, ze y < 6.

Graham, poza wyznaczaniem nagrdd finansowych za postepy lub rozwigzanie danych probleméw ma-
tematycznych, zajmowal sie takze wyplacaniem nagréd za problemy Erdésa. Po jego $mierci w 2020
roku problemami Erd&sa zajal sie Steve Butler, za$ nagrody za rozwigzanie innych probleméw Grahama,
nieuwzglednione przez Erdésa, w tym problem Hadwigera-Nelsona, musimy uzna¢ za historyczne.

Warto wspomnieé, ze mimo iz Erdés nie ustalil nagrody za problem Hadwigera-Nelsona, to byl nim
zywo zainteresowany. Zapytany o zdanie na ten temat, stawil hipoteze, iz 4 < x < 7, to znaczy liczba
chromatyczna ptaszczyzny wynosi 5 lub 6.

Przez prawie 70 lat, mimo wielu starari, nie byto zadnego postepu. Az do 2018 roku, kiedy to Aubrey
de Grey opublikowat artykul, w ktérym dowodzi, iz x > 5. Z pomoca komputera podal konstrukcje
grafu, ktéry ma krawedzie dlugosci 1 oraz nie mozna go pokolorowa¢ za pomoca 4 koloréw. Graham,
po porozumieniu z Soiferem, spotkal sie z de Greyem i wreczyt mu czek na 1000 dolarow za postep w
problemie Hadwigera-Nelsona.

Problem pozostaje nierozwigzany, a najlepsze znane obecnie ograniczenia sa nastepujace:

5<x<T.

3. Ograniczenia goérne i dolne

Pokazemy teraz kolejno jak udowodni¢ wspomniane juz wcze$niej ograniczenia. Oczywiscie zachecamy
Czytelnika do proby wykazania lub ulepszenia znanych ograniczen juz teraz, zanim podamy odpowiednie
przyktady.
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1

Rysunek 2. Po lewej trojkat réwnoboczny z pokolorowanymi wierzchotkami oraz po prawej romb powstaty z dwéch
takich tréjkatow rownobocznych

3.1. Ograniczenia dolne

Zacznijmy najpierw od dolnych ograniczen. Oczywiscie nie jest mozliwe pokolorowanie plaszczyzny
dwoma kolorami. Rozwazmy trojkat rownoboczny o boku dlugosci 1, rysunek [2l Po potozeniu go na
plaszczyznie widzimy, ze niezaleznie od wyboru koloréw dla dwoch wierzchotkéw tréjkata, trzeci musi
by¢ w innym kolorze, bowiem kazdy wierzcholek jest potaczony krawedzig z dwoma pozostalymi. Czy
zatem wystarcza 37

Wedtug pozniejszych relacji Isbella, Nelson juz w 1950 roku wiedzial, ze trzy kolory nie sa wystar-
czajace, cho¢ jego dowdd nie zostal nigdy opublikowany. Przedstawimy trzy sposoby, aby pokazaé, ze
liczba chromatyczna plaszczyzny nie moze by¢ mniejsza niz 4. W 1961 roku powstaty dwie prace, Hugo
Hadwigera oraz braci Williama i Leo Moseréw, w ktorych znajdowaly sie wspomniane wczesniej dowody.

L p

Rysunek 3. Okrag o promieniu v/3 i $rodku w niebieskim wierzchotku rombu
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Przedstawimy najpierw przebieg rozumowania Hugo Hadwigera. Zatézmy, ze wystarcza nam trzy kolo-
ry do pokolorowania ptaszczyzny. Wiemy juz, ze w tréjkacie réwnobocznym o boku dtugosci 1 wierzchotki
musza mieé trzy kolory. Niech beda to czerwony, niebieski i zielony. Do takiego tréjkata dorysowujemy
drugi tréjkat réwnoboczny o boku 1 tak, ze bok z wierzchotkami zielonym i czerwonym jest wspoélny.
Zatem trzeci wierzchotek, naprzeciwko niebieskiego, takze musi mie¢ kolor niebieski, jak pokazano na ry-
sunku 2| Odlegto$é¢ miedzy niebieskimi wierzchotkami tak powstatego rombu wynosi /3. Rysujemy teraz
okrag o srodku w jednym z niebieskich wierzcholkéw, a przechodzacy przez drugi, czyli o promieniu /3,

rysunek

P

Rysunek 4. Po lewej dorysowany kolejny romb ze wspolnym wierzchotkiem w $§rodku okregu; po prawej poprawnie
pokolorowana otrzymana figura

Na okregu znajdujemy punkt P w odlegloéci 1 od niebieskiego wierzchotka znajdujacego sie na tym
okregu. Taki punkt istnieje, poniewaz 1 < /3.

Rysujemy drugi romb, taki sam jak poprzedni, ze wspdlnym wierzchotkiem w Srodku okregu oraz z
wierzcholkiem przeciwlegtym do $rodka okregu w punkcie P, rysunek [d] W tak skonstruowanej figurze
punkt P powinien mie¢ kolor niebieski, jednak widzimy, ze jest w odlegtosci 1 od innego wierzchotka, wiec
nie moze by¢ niebieski. DostaliSmy sprzecznos§é — nie moze wystapi¢ monochromatyczny odcinek dtugosci
1. Potrzebujemy zatem minimum 4 kolory.

Niezaleznie od Hadwigera, bracia Moserowie zaprezentowali graf, nazywany wrzecionem Moseréw,
przedstawiony na rysunku [5] Widzimy, ze jest to dokladnie ta sama figura, ktérg otrzymaliSmy powyze;j.

W roku 1991 Salomon Golomb skonstruowal graf przedstawiony na rysunku [p] Kazda z 18 krawedzi
ma dtugosé 1. Czytelnikowi zostawiamy argumentacje, ze taka figura ma sens geometryczny oraz ze
minimalna liczba koloréw, ktore nalezy uzy¢, wynosi 4. A moze czytelnik moze wymysli¢ inng figure?

Wiemy juz z poprzedniego rozdzialu, ze znanym nam najwiekszym ograniczeniem dolnym jest 5.
Krotki opis tego, jak Aubrey de Grey to uzasadnil, przedstawimy ponizej.

3.2. Odkrycie A. de Greya

Ponizej zarysujemy konstrukcje de Greya. Czytelnikom zainteresowanym szczegotami catego dowodu
polecamy lekture [4]. Dodajmy tutaj, ze praca de Greya byla wspomagana komputerowo.

Dowoéd de Greya polega na skonstruowaniu grafu N, do pokolorowania ktérego potrzebnych jest 5
kolor6w. Wykorzystuje do tego szesciokaty z rysunku [6] oraz wrzeciona Moser6w.
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Rysunek 5. Po lewej Wrzeciono Moseréw (1961), po prawej Graf Golomba (1991)

Cala konstrukcja sktada sie z 4 etapow, w efekcie ktérych powstaje graf N o 1581 wierzchotkach
(poczatkowo mial 20425 wierzchotkow.)

Zaczynamy od grafu G o 7 wierzchotkach i 12 krawedziach dlugosci 1. Na rysunku [] przedstawiamy
cztery mozliwosci pokolorowania grafu G maksymalnie czterema kolorami. Dwa pierwsze z tych czterech
kolorowan maja monochromatyczny zbior 3 wierzchotkdéw. Nastepnie konstruujemy kolejno grafy L, M,
N, majace krawedzie dtugosci 1.

Graf L sklada sie z 52 odpowiednio rozmieszczonych kopii grafu G. W swojej pracy de Grey po-
kazuje, ze w kazdym 4-kolorowaniu grafu L co najmniej jedna kopia G ma monochromatyczny zbior
3 wierzchotkow.

Do konstrukeji grafu M de Grey uzywa duzej liczby kopii wrzeciona Moserow [5] oraz jednej kopii
grafu G. Graf M jest tak skonstruowany, aby w jego dowolnym kolorowaniu czterema kolorami kopia
grafu G, bedaca jego czescia, byta pokolorowana na trzeci lub czwarty sposob z rysunku [6] czyli nie miata
monochromatycznego zbioru trzech wierzchotkéw.

Konstruujemy graf N, bedacy pie¢dziesiecioma dwoma kopiami grafu M, ulozonymi w taki sposob,
ze kopie grafu G zawarte w kopiach M tworza graf L. Gdyby graf N byt 4-kolorowalny, to réwniez graf
L byltby 4-kolorowalny. Z wcze$niej udowodnionej wlasnosci grafu L musiataby istnie¢ kopia grafu G z
monochromatycznym zbiorem trzech wierzchotkéw, co przeczy wlasnosci grafu M. Graf N ma zatem
liczbe chromatyczna réwna 5.

Na koricu de Grey iteracyjnie usuwa ,zbedne”’ wierzchotki w grafie N, czyli takie, ktérych usuniecie
nie zmniejszy liczby chromatycznej grafu N.

W XX W

Rysunek 6. Cztery mozliwo$ci kolorowania grafu G majac maksymalnie 4 kolory
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De Grey w swoim artykule bardzo dokladnie opisuje kazdy element swojej konstrukeji, zachecajac
innych do ulepszenia swoich wynikow. Rzeczywiscie, krotko po jego wydaniu stworzono kilka graféw o
mniejszej liczbie wierzchotkéw. Najmniejszym znanym grafem o krawedziach dtugosci 1 i liczbie chroma-
tycznej rownej 5 jest graf Jaana Partsa, zaproponowany w 2020 roku . Ma on 509 wierzchotkéw i 2442
krawedzie.

Wszelkie nowinki dotyczace tego problemu (jak i wielu innych) mozna sprawdzaé na blogu PolyMath
. Projekt PolyMath16 @, rozpoczety przez Aubrey de Greya , dotyczy w szczegblnoSci naszego
problemu.

3.3. Ograniczenia gérne

Poznalismy juz najwieksze znane ograniczenie dolne problemu Hadwigera-Nelsona. Do ustalenia tego
ograniczenia potrzebowali$my grafu o krawedziach dlugosci 1 i liczbie chromatycznej rownej 5. Z kolei
istnienie ograniczen gérnych pokazuje, ze plaszczyzna bedzie miata skoniczong liczbe chromatyczna oraz
pozwala ograniczy¢ zbiér mozliwych liczb, ktére moga by¢ réwne liczbie chromatycznej plaszczyzny.

Rysunek 7. Kolorowanie plaszczyzny dziewiecioma kolorami

Aby znalezé ograniczenie gorne, wystarczy pokolorowaé¢ odpowiednio fragment plaszczyzny tak, aby
dato sie go okresowo powieli¢ na calej ptaszczyznie. Liczba koloréw, jaka otrzymamy w takim kolorowa-
niu stanowi woéwczas ograniczenie gorne w problemie Hadwigera-Nelsona. Niektére z takich kolorowan
Czytelnik szybko moze sam skonstruowac.

Przyktadem moze by¢ podzial plaszczyzny na kwadraty o przekatnej nieznacznie mniejszej od 1 (do-
ktadniej, o boku dtugosci mniejszej niz \/75, ale wickszej niz ).

Taki podzial ptaszczyzny pozwala na pokolorowanie jej dziewiecioma kolorami. Powstaty wiekszy kwa-
drat, sktadajacy sie z dziewieciu oryginalnych mniejszych kwadratéw, ,kopiujemy” w nieskoniczono$¢ na
cala plaszczyzne. Przekatna nieznacznie mniejsza niz 1 gwarantuje nam, ze w obrebie jednego kwadratu
nie bedziemy mie¢ monochromatycznego odcinka dtugosci 1; z kolei najmniejsza odlegto$é¢ miedzy kwa-
dratami tego samego koloru jest nieznacznie mniejsza niz v/2, ale nadal wieksza od 1. Na rysunku biale
odcinki oznaczaja bok a jednego z czerwonych kwadratéw i jego przekatna d — oba nieprzekraczajace
1 oraz najmniejsza mozliwg odlegto$é¢ miedzy czerwonymi kwadratami.

Czy taki podziat jest juz najmniejszym mozliwym ograniczeniem gérnym? Okazuje sie, ze po po-
dzieleniu plaszczyzny na szeSciokaty foremne o dluzszej przekatnej dlugosci nieznacznie mniejszej niz
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Rysunek 8. Kolorowanie plaszczyzny dziewiecioma kolorami z zaznaczonymi mozliwymi odlegtosciami na czerwo-
nym kwadracie oraz pomiedzy najblizszymi czerwonymi kwadratami

Rysunek 9. Kolorowanie ptaszczyzny siedmioma kolorami

1 (doktadniej o boku dlugosci mniejszej niz %, ale wiekszej niz g), mozemy uzy¢ pierwszego koloru
dla jednego szesciokata i szesciu innych koloréw dla szesciokatéow sasiadujacych z pierwszym. Taki wzor
powtarzamy okresowo, uzyskujac kolorowanie catej ptaszczyzny za pomoca 7 koloréw. Fragment tak po-
kolorowanej plaszczyzny widzimy na rysunku [9

W obrebie jednego szesciokata nie mamy woéwczas monochromatycznego odcinka dlugosci 1, za$ naj-

mniejsza odlegtos¢ miedzy dwoma szeSciokatami tego samego koloru wynosi nieznacznie mniej niz 5,
zatem pozostaje wieksza niz 1. Dokladniej, jezeli dltugos$é boku szesciokata nalezy do przedzialu (4, %),

to dluzsza przekatna ma dtugos$c z przedziatu (%7, 1), czyli jest mniejsza niz 1. Najmniejsza odleglosé

miedzy szeSciokatami tego samego koloru jest z przedziatu <1, 4) Na rysunku biate odcinki ozna-
czaja bok a szeSciokata i jego dluzsza przekatna 2a — oba nieprzekraczajace 1 oraz najmniejszg mozliwg
odleglo$¢ miedzy dwoma czerwonymi sze$ciokatami — wieksza niz 1.

Nie jest to jedyny sposéb na poprawne 7-kolorowanie ptaszczyzny — zadanie to pozostawiamy Czytel-
nikowi, a w przypadku szczegolnej ciekawosci odsytamy do ksigzki Alexandra Soifera .
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Rysunek 10. Kolorowanie plaszczyzny siedmioma kolorami z zaznaczonymi mozliwymi odleglosciami na czerwo-
nym szesciokacie oraz pomiedzy najblizszymi czerwonymi szeSciokatami

4. Nie tylko liczba chromatyczna plaszczyzny

Wraz z wielkimi problemami w matematyce czesto pojawiaja sie inne. Ich liczba zazwyczaj wzrasta,
gdy nie udaje sie rozwigzaé¢ gléwnego problemu, poniewaz rozwigzanie probleméw podobnych lub nieco
uproszczonych moze prowadzi¢ do znalezienia sposobu na oryginalne zadanie. Ciezko wymienié¢ wszystkie
problemy, ktére sa pokrewne problemowi Hadwigera-Nelsona. Postaramy sie jednak przedstawié¢ kilka
najbardziej oczywistych oraz najciekawszych z nich.

a) Naturalnie, jesli pytamy o liczbe chromatyczna plaszczyzny, mozemy rozwazac¢ analogie dla innych
przestrzeni, na przyktad przestrzen trojwymiarowa, a nawet przestrzenie o wiekszej liczbie wymiaréw.

(9101

Przyktadowo liczba chromatyczna przestrzeni tréjwymiarowej mieéci sie miedzy 6 a 15.
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b) Liczbe polichromatyczng ptaszczyzny xp zaproponowal Paul Erdés w 1958 roku.

Mamy zbiér zabronionych odlegtosci D = {d, ds,...}. Chcemy pokolorowaé plaszczyzne w taki spo-
sob, aby dla kazdego koloru odlegto$é miedzy zadnymi dwoma punktami w tym kolorze nie byta réwna
pewnej odlegtosci ze zbioru D.

Dane kolory moga unika¢ tych samych lub réznych odlegtosci ze zbioru D, a nawet wiecej niz jednej
odlegtosci. Warunkiem koniecznym jest jednak, aby kazdy kolor unikatl przynajmniej jednej odlegltosci.
Znane ograniczenia dotyczace najmniejszej mozliwej liczby koloréw potrzebnej do takiego kolorowania
to:

4<xp <6

W przypadku tylko jednej zabronionej odlegltosci, réwnej 1, otrzymujemy problem Hadwigera-Nelsona.
Dla zbioru zabronionych odlegtosci D = {%, 1} istnieje kolorowanie plaszczyzny za pomoca szesciu
koloréw, w ktérym 4 kolory unikaja odlegtosci 1, a 2 pozostate — odleglosci %

Moze Czytelnik sam znajdzie kolorowanie plaszczyzny odpowiadajace takiemu zbiorowi?

Gorng liczbg chromatyczng plaszczyzny nazywamy najmniejsza dodatnia liczbe catkowita m o naste-
pujacej wlasnosci: dla kazdego ciagu liczb dodatnich (d;) istnieje kolorowanie przy uzyciu m koloréw
takie, ze dla kazdego ¢ = 1,...,m zadne dwa punkty pokolorowane i-tym kolorem nie sa od siebie
oddalone o odlegto$¢ d;. Oznaczamy ja przez x(R?).

Pojecie to zostato wprowadzone juz w 1992 roku przez Greenwella i Johnsona [3]. Wiemy z tej samej
pracy, ze X(R) = 3. Jednak w przypadku gornej liczby chromatycznej plaszczyzny wiemy bardzo
niewiele — nie wiadomo nawet, czy taka liczba jest skonczona.

. Na zakonczenie

Problem Hadwigera-Nelsona jest jednym z tych probleméw w matematyce, ktére sa przystepne w zro-

zumieniu, ale nietatwe w rozwigzywaniu. Moze sie jednak okazaé, iz kolejne ulepszenia znanych ograniczen

be

da wymagaly skomplikowanych narzedzi matematycznych.
Zatem nasz smok z opowieSci Jaana Partsa ma wiec juz tylko trzy glowy: 5, 6, 7. Numer 4 zostal

wyeliminowany przez Aubrey de Greya po 70 latach od ostatnich postepéw w rozwigzaniu tego problemu.

Co ciekawe, Aubrey de Grey, ktory dokonal ostatniego najwiekszego przetomu, jest biogerontologiem

i bioinformatykiem, a matematyka zajmuje sie tylko z pasji. Zachecamy tym samym Czytelnikéw do proby

rozwigzywania tego lub pokrewnych probleméw i zabawy z matematyka.
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