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Liczba chromatyczna pªaszczyzny

Streszczenie. Artykuª ma na celu przybli»enie problemu Hadwigera-Nelsona o kolorowaniu
pªaszczyzny. Opisana zostaªa historia tego problemu oraz przedstawiono szkic dowodów znanych
ogranicze«. Na koniec wspomniano o pokrewnych problemach kolorowania pªaszczyzny.

Sªowa kluczowe: graf, teoria grafów, liczba chromatyczna.

Dawno, dawno temu, zªy czarodziej zakl¡ª pi¦kn¡ ksi¦»niczk¦ w jedn¡ z gªów straszliwego, wielogªowego,

matematycznego smoka. Smok ten mo»e zosta¢ pokonany, gdy odetnie si¦ mu wszystkie gªowy, nieb¦d¡ce

zakl¦t¡ ksi¦»niczk¡. Ka»da z jego gªów ma swój unikatowy numer. Prawie wszystkie pierwotne gªowy bestii

odpadªy lub zostaªy ªatwo wyeliminowane ju» na samym pocz¡tku. Pozostaªy cztery o numerach: 4 ,5, 6 i 7.

Zakl¦cie, które o»ywiªo besti¦ i przemieniªo ksi¦»niczk¦, byªo �prostym� pytaniem: ile kolorów potrzeba, aby

pokolorowa¢ pªaszczyzn¦ tak, »e »adne dwa punkty w odlegªo±ci 1 nie maj¡ tego samego koloru? Gªowa

z numerem odpowiadaj¡cym na to pytanie jest ksi¦»niczk¡; reszty nale»y si¦ pozby¢. Wielu dzielnych

bohaterów zmagaªo si¦ przez lata ze smokiem, jednak ich miecze si¦ szczerbiªy, metal rdzewiaª, a m¦»ni

rycerze byli zmuszeni si¦ wycofa¢. W tym czasie z niewyja±nionych powodów wokóª bestii zacz¦ªy zbiera¢

si¦ inne, pomniejsze smoki, których zakl¦cia z pocz¡tku byªy podobne do oryginalnego. Niektórzy herosi

przenie±li swoje zainteresowania na nie, inni za± byli nadal skupieni na uratowaniu pi¦knej ksi¦»niczki.

Lu¹ne tªumaczenie fragmentu historii Jaana Partsa przedstawiaj¡cej problem liczby chromatycznej

pªaszczyzny [7]. Pozostaje jednak pytanie, co dalej staªo si¦ ze smokiem?

1.Wst¦p

Artykuª ten ma na celu zapoznanie Czytelników z jednym z najbardziej znanych, a dalej nierozwi¡-

zanych problemów kolorowania punktów pªaszczyzny, czyli z problemem Hadwigera-Nelsona. Dotyczy on

pytania zadanego w powy»szej historyjce jako �zakl¦cie�:

Ile potrzeba kolorów do pokolorowania pªaszczyzny tak, aby »adne dwa punkty odlegªe od siebie o 1 nie

miaªy tego samego koloru?
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Najmniejsz¡ liczb¦ kolorów, które wystarcz¡ do powy»szego pokolorowania, nazywamy liczb¡ chro-

matyczn¡ pªaszczyzny i oznaczamy przez χ.

Nasz problem mo»emy wi¦c uj¡¢ teraz inaczej:

Jaka jest liczba chromatyczna pªaszczyzny?

Zbiorem monochromatycznym nazywamy ka»dy zbiór punktów, którego wszystkie elementy maj¡ ten

sam kolor. Zatem nasz problem mo»emy uj¡¢ jeszcze inaczej:

Jaka jest najmniejsza liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania pªaszczyzny w taki sposób, »e nie

wyst¦puj¡ monochromatyczne odcinki dªugo±ci 1?

Przez monochromatyczny odcinek dªugo±ci 1 rozumiemy par¦ punktów, maj¡cych ten sam kolor, w od-

legªo±ci 1.

Techniki tutaj u»ywane opieraj¡ si¦ gªównie na dwóch aspektach:

1. na znajdowaniu wzorów, które powielane w niesko«czono±¢ pokoloruj¡ caª¡ pªaszczyzn¦;

2. na rysowaniu schematów zªo»onych z kropek (wierzchoªków) poª¡czonych kraw¦dzi¡, je±li s¡ odlegªe

od siebie o 1, które nazywa¢ b¦dziemy grafami i kolorowaniu ich ró»nymi kolorami, jak na rysunku

1.

Rysunek 1. Niemonochromatyczny odcinek dªugo±ci 1

2. Historia problemu

Jak wiele sªynnych problemów matematycznych, tak»e ten ma nieco skomplikowan¡ histori¦ i wielu

wspóªtwórców. Okazuje si¦, »e problem ten byª powtarzany w listach, jak i sªownie, wiele razy zanim

zostaª spisany po raz pierwszy. Cz¦±¢ autorów nie±wiadomie publikowaªa w tym samym roku prace jemu

po±wi¦cone, robi¡c jednakowe post¦py, a jednocze±nie podaj¡c jako autora problemu dwie ró»ne osoby.

A» siedmiu osobom przypisane byªo autorstwo, a byli to: Edward Nelson, Leo Moser, Paul Erd®s, Martin

Gardner, Frank Harary, William T. Tutte oraz Hugo Hadwiger. Alexandrowi Soiferowi zawdzi¦czamy

okre±lenie pierwszego autora problemu. Od czerwca do wrze±nia 1991 roku listownie oraz osobi±cie kon-

taktowaª si¦ z ka»dym potencjalnym twórc¡ problemu. Polecamy zapoznanie si¦ z caª¡ histori¡ w ksi¡»ce

Soifera [10], w której umieszcza on równie» fragmenty listów oraz rozmów z zainteresowanymi.

Jak si¦ okazaªo, Edward Nelson jako pierwszy sformuªowaª problem liczby chromatycznej pªaszczyzny

w 1950 roku, jeszcze jako student Uniwersytetu w Chicago. Nazwaª wówczas ów problem �drugim pro-

blemem czterech kolorów�1, podaª równie» ograniczenie dolne równe 4. Opowiedziaª nast¦pnie o swoich

1Twierdzenie o czterech barwach � ka»d¡ map¦ mo»na pokolorowa¢ za pomoc¡ czterech kolorów tak, »e »adne dwa pa«stwa

maj¡ce wspóln¡ granic¦ nie maj¡ tego samego koloru. Pytanie o to, czy cztery kolory wystarcz¡ do pokolorowania dowolnej

mapy zadaª w 1852 roku Francis Guthrie. Problem ten zostaª rozwi¡zany dopiero w 1976 roku przez Kennetha Apple'a

i Wolfganga Hakena. Ich dowód opieraª si¦ na obliczeniach komputerowych, co wzbudziªo niemaªe kontrowersje w±ród

ówczesnych matematyków. Nadal nie mamy dowodu twierdzenia o czterech barwach niewykorzystuj¡cego komputerów.
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rozwa»aniach starszemu koledze, Johnowi R. Isbellowi, który ustaliª ograniczenie górne równe 7. Isbell

przekazaª problem paru osobom, mi¦dzy innymi Victorowi Klee, który przedstawiª go Hugo Hadwigero-

wi. Mniej wi¦cej w tym samym czasie dowiedziaª si¦ o tym problemie Leo Moser. On za± opowiedziaª o

problemie Paulowi Erd®sowi oraz Martinowi Gardnerowi.

Dopiero w 1960 roku Martin Gardner jako pierwszy opublikowaª ten problem w felietonieMathematical

Games [2], podaj¡c Leo Mosera jako ¹ródªo. W 1961 roku Hugo Hadwiger opublikowaª prac¦, wskazuj¡c

Nelsona jako autora problemu, w której udowodniª, »e 4 ≤ χ ≤ 7 (w kolejnym rozdziale przedstawimy

szkice jego dowodów). Najbardziej jednak znanym i powielanym dowodem na dolne ograniczenie równe

4 jest dowód Leo i Williama Moserów, opublikowany w tym samym roku co dowód Hadwigera, czyli w

1961. Od tego czasu zagadnienie ustalenia liczby chromatycznej pªaszczyzny nazywane jest problemem

Hadwigera-Nelsona.

Jak wiele pi¦knych problemów, ten równie» ma niemaªo zwolenników. Soifer bardzo cz¦sto nazywa

go swoim ulubionym problemem w matematyce. Wraz z ch¦ci¡ rozwi¡zania problemu pojawiªy si¦ tak»e

nagrody za jego rozwi¡zanie lub ulepszenie znanych ogranicze«. Ronald L. Graham zaproponowaª kilka

nagród:

• W 2002 roku 1000 dolarów za odpowied¹ na pytanie: czy mo»liwym jest pokolorowanie pªaszczyzny

czterema kolorami tak, »e dwa punkty w odlegªo±ci 1 od siebie nie maj¡ jednakowego koloru?

• W 2003 roku 1000 dolarów za ustalenie dokªadnej liczby chromatycznej pªaszczyzny.

• W 2005 roku 100 dolarów za pokazanie, »e χ ≥ 5.

• W 2006 roku 250 dolarów za pokazanie, »e χ ≤ 6.

Graham, poza wyznaczaniem nagród �nansowych za post¦py lub rozwi¡zanie danych problemów ma-

tematycznych, zajmowaª si¦ tak»e wypªacaniem nagród za problemy Erd®sa. Po jego ±mierci w 2020

roku problemami Erd®sa zaj¡ª si¦ Steve Butler, za± nagrody za rozwi¡zanie innych problemów Grahama,

nieuwzgl¦dnione przez Erd®sa, w tym problem Hadwigera-Nelsona, musimy uzna¢ za historyczne.

Warto wspomnie¢, »e mimo i» Erd®s nie ustaliª nagrody za problem Hadwigera-Nelsona, to byª nim

»ywo zainteresowany. Zapytany o zdanie na ten temat, stawiª hipotez¦, i» 4 < χ < 7, to znaczy liczba

chromatyczna pªaszczyzny wynosi 5 lub 6.

Przez prawie 70 lat, mimo wielu stara«, nie byªo »adnego post¦pu. A» do 2018 roku, kiedy to Aubrey

de Grey opublikowaª artykuª, w którym dowodzi, i» χ ≥ 5. Z pomoc¡ komputera podaª konstrukcj¦

grafu, który ma kraw¦dzie dªugo±ci 1 oraz nie mo»na go pokolorowa¢ za pomoc¡ 4 kolorów. Graham,

po porozumieniu z Soiferem, spotkaª si¦ z de Greyem i wr¦czyª mu czek na 1000 dolarów za post¦p w

problemie Hadwigera-Nelsona.

Problem pozostaje nierozwi¡zany, a najlepsze znane obecnie ograniczenia s¡ nast¦puj¡ce:

5 ≤ χ ≤ 7.

3. Ograniczenia górne i dolne

Poka»emy teraz kolejno jak udowodni¢ wspomniane ju» wcze±niej ograniczenia. Oczywi±cie zach¦camy

Czytelnika do próby wykazania lub ulepszenia znanych ogranicze« ju» teraz, zanim podamy odpowiednie

przykªady.
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Rysunek 2. Po lewej trójk¡t równoboczny z pokolorowanymi wierzchoªkami oraz po prawej romb powstaªy z dwóch
takich trójk¡tów równobocznych

3.1. Ograniczenia dolne

Zacznijmy najpierw od dolnych ogranicze«. Oczywi±cie nie jest mo»liwe pokolorowanie pªaszczyzny

dwoma kolorami. Rozwa»my trójk¡t równoboczny o boku dªugo±ci 1, rysunek 2. Po poªo»eniu go na

pªaszczy¹nie widzimy, »e niezale»nie od wyboru kolorów dla dwóch wierzchoªków trójk¡ta, trzeci musi

by¢ w innym kolorze, bowiem ka»dy wierzchoªek jest poª¡czony kraw¦dzi¡ z dwoma pozostaªymi. Czy

zatem wystarcz¡ 3?

Wedªug pó¹niejszych relacji Isbella, Nelson ju» w 1950 roku wiedziaª, »e trzy kolory nie s¡ wystar-

czaj¡ce, cho¢ jego dowód nie zostaª nigdy opublikowany. Przedstawimy trzy sposoby, aby pokaza¢, »e

liczba chromatyczna pªaszczyzny nie mo»e by¢ mniejsza ni» 4. W 1961 roku powstaªy dwie prace, Hugo

Hadwigera oraz braci Williama i Leo Moserów, w których znajdowaªy si¦ wspomniane wcze±niej dowody.

Rysunek 3. Okr¡g o promieniu
√
3 i ±rodku w niebieskim wierzchoªku rombu
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Przedstawimy najpierw przebieg rozumowania Hugo Hadwigera. Zaªó»my, »e wystarcz¡ nam trzy kolo-

ry do pokolorowania pªaszczyzny. Wiemy ju», »e w trójk¡cie równobocznym o boku dªugo±ci 1 wierzchoªki

musz¡ mie¢ trzy kolory. Niech b¦d¡ to czerwony, niebieski i zielony. Do takiego trójk¡ta dorysowujemy

drugi trójk¡t równoboczny o boku 1 tak, »e bok z wierzchoªkami zielonym i czerwonym jest wspólny.

Zatem trzeci wierzchoªek, naprzeciwko niebieskiego, tak»e musi mie¢ kolor niebieski, jak pokazano na ry-

sunku 2. Odlegªo±¢ mi¦dzy niebieskimi wierzchoªkami tak powstaªego rombu wynosi
√
3. Rysujemy teraz

okr¡g o ±rodku w jednym z niebieskich wierzchoªków, a przechodz¡cy przez drugi, czyli o promieniu
√
3,

rysunek 3.

Rysunek 4. Po lewej dorysowany kolejny romb ze wspólnym wierzchoªkiem w ±rodku okr¦gu; po prawej poprawnie
pokolorowana otrzymana �gura

Na okr¦gu znajdujemy punkt P w odlegªo±ci 1 od niebieskiego wierzchoªka znajduj¡cego si¦ na tym

okr¦gu. Taki punkt istnieje, poniewa» 1 <
√
3.

Rysujemy drugi romb, taki sam jak poprzedni, ze wspólnym wierzchoªkiem w ±rodku okr¦gu oraz z

wierzchoªkiem przeciwlegªym do ±rodka okr¦gu w punkcie P , rysunek 4. W tak skonstruowanej �gurze

punkt P powinien mie¢ kolor niebieski, jednak widzimy, »e jest w odlegªo±ci 1 od innego wierzchoªka, wi¦c

nie mo»e by¢ niebieski. Dostali±my sprzeczno±¢ � nie mo»e wyst¡pi¢ monochromatyczny odcinek dªugo±ci

1. Potrzebujemy zatem minimum 4 kolory.

Niezale»nie od Hadwigera, bracia Moserowie zaprezentowali graf, nazywany wrzecionem Moserów,

przedstawiony na rysunku 5. Widzimy, »e jest to dokªadnie ta sama �gura, któr¡ otrzymali±my powy»ej.

W roku 1991 Salomon Golomb skonstruowaª graf przedstawiony na rysunku 5. Ka»da z 18 kraw¦dzi

ma dªugo±¢ 1. Czytelnikowi zostawiamy argumentacj¦, »e taka �gura ma sens geometryczny oraz »e

minimalna liczba kolorów, które nale»y u»y¢, wynosi 4. A mo»e czytelnik mo»e wymy±li¢ inn¡ �gur¦?

Wiemy ju» z poprzedniego rozdziaªu, »e znanym nam najwi¦kszym ograniczeniem dolnym jest 5.

Krótki opis tego, jak Aubrey de Grey to uzasadniª, przedstawimy poni»ej.

3.2. Odkrycie A. de Greya

Poni»ej zarysujemy konstrukcj¦ de Greya. Czytelnikom zainteresowanym szczegóªami caªego dowodu

polecamy lektur¦ [4]. Dodajmy tutaj, »e praca de Greya byªa wspomagana komputerowo.

Dowód de Greya polega na skonstruowaniu grafu N , do pokolorowania którego potrzebnych jest 5

kolorów. Wykorzystuje do tego sze±ciok¡ty z rysunku 6 oraz wrzeciona Moserów.
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Rysunek 5. Po lewej Wrzeciono Moserów (1961), po prawej Graf Golomba (1991)

Caªa konstrukcja skªada si¦ z 4 etapów, w efekcie których powstaje graf N o 1581 wierzchoªkach

(pocz¡tkowo miaª 20425 wierzchoªków.)

Zaczynamy od grafu G o 7 wierzchoªkach i 12 kraw¦dziach dªugo±ci 1. Na rysunku 6 przedstawiamy

cztery mo»liwo±ci pokolorowania grafu G maksymalnie czterema kolorami. Dwa pierwsze z tych czterech

kolorowa« maj¡ monochromatyczny zbiór 3 wierzchoªków. Nast¦pnie konstruujemy kolejno grafy L, M ,

N , maj¡ce kraw¦dzie dªugo±ci 1.

Graf L skªada si¦ z 52 odpowiednio rozmieszczonych kopii grafu G. W swojej pracy de Grey po-

kazuje, »e w ka»dym 4-kolorowaniu grafu L co najmniej jedna kopia G ma monochromatyczny zbiór

3 wierzchoªków.

Do konstrukcji grafu M de Grey u»ywa du»ej liczby kopii wrzeciona Moserów 5 oraz jednej kopii

grafu G. Graf M jest tak skonstruowany, aby w jego dowolnym kolorowaniu czterema kolorami kopia

grafu G, b¦d¡ca jego cz¦±ci¡, byªa pokolorowana na trzeci lub czwarty sposób z rysunku 6, czyli nie miaªa

monochromatycznego zbioru trzech wierzchoªków.

Konstruujemy graf N , b¦d¡cy pi¦¢dziesi¦cioma dwoma kopiami grafu M , uªo»onymi w taki sposób,

»e kopie grafu G zawarte w kopiach M tworz¡ graf L. Gdyby graf N byª 4-kolorowalny, to równie» graf

L byªby 4-kolorowalny. Z wcze±niej udowodnionej wªasno±ci grafu L musiaªaby istnie¢ kopia grafu G z

monochromatycznym zbiorem trzech wierzchoªków, co przeczy wªasno±ci grafu M . Graf N ma zatem

liczb¦ chromatyczn¡ równ¡ 5.

Na ko«cu de Grey iteracyjnie usuwa �zb¦dne� wierzchoªki w gra�e N , czyli takie, których usuni¦cie

nie zmniejszy liczby chromatycznej grafu N .

Rysunek 6. Cztery mo»liwo±ci kolorowania grafu G maj¡c maksymalnie 4 kolory
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De Grey w swoim artykule bardzo dokªadnie opisuje ka»dy element swojej konstrukcji, zach¦caj¡c

innych do ulepszenia swoich wyników. Rzeczywi±cie, krótko po jego wydaniu stworzono kilka grafów o

mniejszej liczbie wierzchoªków. Najmniejszym znanym grafem o kraw¦dziach dªugo±ci 1 i liczbie chroma-

tycznej równej 5 jest graf Jaana Partsa, zaproponowany w 2020 roku [7]. Ma on 509 wierzchoªków i 2442

kraw¦dzie.

Wszelkie nowinki dotycz¡ce tego problemu (jak i wielu innych) mo»na sprawdza¢ na blogu PolyMath

[8]. Projekt PolyMath16 [6], rozpocz¦ty przez Aubrey de Greya [5], dotyczy w szczególno±ci naszego

problemu.

3.3. Ograniczenia górne

Poznali±my ju» najwi¦ksze znane ograniczenie dolne problemu Hadwigera-Nelsona. Do ustalenia tego

ograniczenia potrzebowali±my grafu o kraw¦dziach dªugo±ci 1 i liczbie chromatycznej równej 5. Z kolei

istnienie ogranicze« górnych pokazuje, »e pªaszczyzna b¦dzie miaªa sko«czon¡ liczb¦ chromatyczn¡ oraz

pozwala ograniczy¢ zbiór mo»liwych liczb, które mog¡ by¢ równe liczbie chromatycznej pªaszczyzny.

Rysunek 7. Kolorowanie pªaszczyzny dziewi¦cioma kolorami

Aby znale¹¢ ograniczenie górne, wystarczy pokolorowa¢ odpowiednio fragment pªaszczyzny tak, aby

daªo si¦ go okresowo powieli¢ na caªej pªaszczy¹nie. Liczba kolorów, jak¡ otrzymamy w takim kolorowa-

niu stanowi wówczas ograniczenie górne w problemie Hadwigera-Nelsona. Niektóre z takich kolorowa«

Czytelnik szybko mo»e sam skonstruowa¢.

Przykªadem mo»e by¢ podziaª pªaszczyzny na kwadraty o przek¡tnej nieznacznie mniejszej od 1 (do-

kªadniej, o boku dªugo±ci mniejszej ni»
√
2
2 , ale wi¦kszej ni» 1

2 ).

Taki podziaª pªaszczyzny pozwala na pokolorowanie jej dziewi¦cioma kolorami. Powstaªy wi¦kszy kwa-

drat, skªadaj¡cy si¦ z dziewi¦ciu oryginalnych mniejszych kwadratów, �kopiujemy� w niesko«czono±¢ na

caª¡ pªaszczyzn¦. Przek¡tna nieznacznie mniejsza ni» 1 gwarantuje nam, »e w obr¦bie jednego kwadratu

nie b¦dziemy mie¢ monochromatycznego odcinka dªugo±ci 1; z kolei najmniejsza odlegªo±¢ mi¦dzy kwa-

dratami tego samego koloru jest nieznacznie mniejsza ni»
√
2, ale nadal wi¦ksza od 1. Na rysunku 8 biaªe

odcinki oznaczaj¡ bok a jednego z czerwonych kwadratów i jego przek¡tn¡ d � oba nieprzekraczaj¡ce

1 oraz najmniejsz¡ mo»liw¡ odlegªo±¢ mi¦dzy czerwonymi kwadratami.

Czy taki podziaª jest ju» najmniejszym mo»liwym ograniczeniem górnym? Okazuje si¦, »e po po-

dzieleniu pªaszczyzny na sze±ciok¡ty foremne o dªu»szej przek¡tnej dªugo±ci nieznacznie mniejszej ni»
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Rysunek 8. Kolorowanie pªaszczyzny dziewi¦cioma kolorami z zaznaczonymi mo»liwymi odlegªo±ciami na czerwo-
nym kwadracie oraz pomi¦dzy najbli»szymi czerwonymi kwadratami

Rysunek 9. Kolorowanie pªaszczyzny siedmioma kolorami

1 (dokªadniej o boku dªugo±ci mniejszej ni» 1
2 , ale wi¦kszej ni»

√
7
7 ), mo»emy u»y¢ pierwszego koloru

dla jednego sze±ciok¡ta i sze±ciu innych kolorów dla sze±ciok¡tów s¡siaduj¡cych z pierwszym. Taki wzór

powtarzamy okresowo, uzyskuj¡c kolorowanie caªej pªaszczyzny za pomoc¡ 7 kolorów. Fragment tak po-

kolorowanej pªaszczyzny widzimy na rysunku 9.

W obr¦bie jednego sze±ciok¡ta nie mamy wówczas monochromatycznego odcinka dªugo±ci 1, za± naj-

mniejsza odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma sze±ciok¡tami tego samego koloru wynosi nieznacznie mniej ni»
√
7
2 ,

zatem pozostaje wi¦ksza ni» 1. Dokªadniej, je»eli dªugo±¢ boku sze±ciok¡ta nale»y do przedziaªu
(√

7
7 , 1

2

)
,

to dªu»sza przek¡tna ma dªugo±¢ z przedziaªu
(

2
√
7

7 , 1
)
, czyli jest mniejsza ni» 1. Najmniejsza odlegªo±¢

mi¦dzy sze±ciok¡tami tego samego koloru jest z przedziaªu
(
1,

√
7
2

)
. Na rysunku 10, biaªe odcinki ozna-

czaj¡ bok a sze±ciok¡ta i jego dªu»sz¡ przek¡tn¡ 2a � oba nieprzekraczaj¡ce 1 oraz najmniejsz¡ mo»liw¡

odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma czerwonymi sze±ciok¡tami � wi¦ksz¡ ni» 1.

Nie jest to jedyny sposób na poprawne 7-kolorowanie pªaszczyzny � zadanie to pozostawiamy Czytel-

nikowi, a w przypadku szczególnej ciekawo±ci odsyªamy do ksi¡»ki Alexandra Soifera [10].
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Rysunek 10. Kolorowanie pªaszczyzny siedmioma kolorami z zaznaczonymi mo»liwymi odlegªo±ciami na czerwo-
nym sze±ciok¡cie oraz pomi¦dzy najbli»szymi czerwonymi sze±ciok¡tami

4. Nie tylko liczba chromatyczna pªaszczyzny

Wraz z wielkimi problemami w matematyce cz¦sto pojawiaj¡ si¦ inne. Ich liczba zazwyczaj wzrasta,

gdy nie udaje si¦ rozwi¡za¢ gªównego problemu, poniewa» rozwi¡zanie problemów podobnych lub nieco

uproszczonych mo»e prowadzi¢ do znalezienia sposobu na oryginalne zadanie. Ci¦»ko wymieni¢ wszystkie

problemy, które s¡ pokrewne problemowi Hadwigera-Nelsona. Postaramy si¦ jednak przedstawi¢ kilka

najbardziej oczywistych oraz najciekawszych z nich.

Naturalnie, je±li pytamy o liczb¦ chromatyczn¡ pªaszczyzny, mo»emy rozwa»a¢ analogi¦ dla innych

przestrzeni, na przykªad przestrze« trójwymiarow¡, a nawet przestrzenie o wi¦kszej liczbie wymiarów.

[9, 10]

Przykªadowo liczba chromatyczna przestrzeni trójwymiarowej mie±ci si¦ mi¦dzy 6 a 15.

a)
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Liczb¦ polichromatyczn¡ pªaszczyzny χp zaproponowaª Paul Erd®s w 1958 roku.

Mamy zbiór zabronionych odlegªo±ci D = {d1, d2, . . .}. Chcemy pokolorowa¢ pªaszczyzn¦ w taki spo-

sób, aby dla ka»dego koloru odlegªo±¢ mi¦dzy »adnymi dwoma punktami w tym kolorze nie byªa równa

pewnej odlegªo±ci ze zbioru D.

Dane kolory mog¡ unika¢ tych samych lub ró»nych odlegªo±ci ze zbioru D, a nawet wi¦cej ni» jednej

odlegªo±ci. Warunkiem koniecznym jest jednak, aby ka»dy kolor unikaª przynajmniej jednej odlegªo±ci.

Znane ograniczenia dotycz¡ce najmniejszej mo»liwej liczby kolorów potrzebnej do takiego kolorowania

to:

4 ≤ χp ≤ 6.

W przypadku tylko jednej zabronionej odlegªo±ci, równej 1, otrzymujemy problem Hadwigera-Nelsona.

Dla zbioru zabronionych odlegªo±ci D = { 1
2 , 1} istnieje kolorowanie pªaszczyzny za pomoc¡ sze±ciu

kolorów, w którym 4 kolory unikaj¡ odlegªo±ci 1, a 2 pozostaªe � odlegªo±ci 1
2 .

Mo»e Czytelnik sam znajdzie kolorowanie pªaszczyzny odpowiadaj¡ce takiemu zbiorowi?

b)

Górn¡ liczb¡ chromatyczn¡ pªaszczyzny nazywamy najmniejsz¡ dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ m o nast¦-

puj¡cej wªasno±ci: dla ka»dego ci¡gu liczb dodatnich (dj) istnieje kolorowanie przy u»yciu m kolorów

takie, »e dla ka»dego i = 1, . . . ,m »adne dwa punkty pokolorowane i-tym kolorem nie s¡ od siebie

oddalone o odlegªo±¢ di. Oznaczamy j¡ przez χ̂(R2).

Poj¦cie to zostaªo wprowadzone ju» w 1992 roku przez Greenwella i Johnsona [3]. Wiemy z tej samej

pracy, »e χ̂(R) = 3. Jednak w przypadku górnej liczby chromatycznej pªaszczyzny wiemy bardzo

niewiele � nie wiadomo nawet, czy taka liczba jest sko«czona.

c)

5. Na zako«czenie

Problem Hadwigera-Nelsona jest jednym z tych problemów w matematyce, które s¡ przyst¦pne w zro-

zumieniu, ale nieªatwe w rozwi¡zywaniu. Mo»e si¦ jednak okaza¢, i» kolejne ulepszenia znanych ogranicze«

b¦d¡ wymagaªy skomplikowanych narz¦dzi matematycznych.

Zatem nasz smok z opowie±ci Jaana Partsa ma wi¦c ju» tylko trzy gªowy: 5, 6, 7. Numer 4 zostaª

wyeliminowany przez Aubrey de Greya po 70 latach od ostatnich post¦pów w rozwi¡zaniu tego problemu.

Co ciekawe, Aubrey de Grey, który dokonaª ostatniego najwi¦kszego przeªomu, jest biogerontologiem

i bioinformatykiem, a matematyk¡ zajmuje si¦ tylko z pasji. Zach¦camy tym samym Czytelników do próby

rozwi¡zywania tego lub pokrewnych problemów i zabawy z matematyk¡.
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