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Matematyk w kosmosie, czyli ile kulek potrzeba do zªo»enia

eskadry statków kosmicznych?

Streszczenie. Celem tego artykuªu jest zaprezentowanie sposobu uzasadniania pewnych rów-
no±ci kombinatorycznych pod pretekstem zabawy z ukªadaniem �gur geometrycznych z kulek. Na
ko«cu umieszczono zestaw zada« wraz z rozwi¡zaniami dla zainteresowanych czytelników.

Sªowa kluczowe: symbol Newtona, równo±ci kombinatoryczne.

1.Wst¦p

Autor pragnie przeprosi¢ czytelników, którzy zwiedzeni tytuªem spodziewaj¡ si¦ znale¹¢ w nim tre±ci

zwi¡zane z podró»ami kosmicznymi, eksploracj¡ kosmosu lub chocia» konstrukcj¡ rakiet. Tak naprawd¦

prezentujemy w nim kombinatoryczne równo±ci oraz metody ich uzasadniania. B¦dziemy ukªada¢ kulki

w ró»ne �gury geometryczne i wyprowadzimy wzory pozwalaj¡ce oblicza¢ liczb¦ kulek potrzebnych do

stworzenia ka»dej z �gur. Rozpatrywane �gury to trójk¡ty, piramidy, statki kosmiczne i ich eskadry. Na

ko«cu znajduje si¦ zestaw zada« wraz z rozwi¡zaniami.

Gªównym polem zainteresowa« staro»ytnych, greckich, matematyków byªa geometria. Stworzyli jej

podstawy oraz wypracowali szereg jej wªasno±ci. Interesowali si¦ te» liczbami, które mo»na tworzy¢ z

obiektów (kulek, kwadratów itp.) uªo»onych w struktury przypominaj¡ce �gury geometryczne. Przykªa-

dami s¡ liczby kwadratowe, które mo»na �uªo»y¢� w kwadrat lub liczby sze±cienne �uªo»one� w sze±cian.

Do dzi± przetrwaªo odpowiednie nazewnictwo dotycz¡ce drugiej i trzeciej pot¦gi: mówi¡c �n kwadrat�

i �n sze±cian� mamy na my±li drug¡ i trzeci¡ pot¦g¦ liczby n. Nie ma odpowiedniego nazewnictwa dla

wy»szych pot¦g, bo wymagaªoby to tworzenia �gur o wi¦kszej liczbie wymiarów, a Grecy nie podejmowali

rozwa»a«, dla których nie widzieli wyra¹nych zastosowa«.
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Kolejnym naturalnym przykªadem liczb, które mo»na �uªo»y¢� w obiekty geometryczne s¡ liczby trój-

k¡tne, którym po±wi¦cony jest kolejny rozdziaª.

2. Liczby trójk¡tne

Wyobra¹my sobie, »e ukªadamy kulki w rz¦dach w ten sposób, »e w pierwszym rz¦dzie kªadziemy

jedn¡ kulk¦, w nast¦pnym dwie, potem trzy i tak dalej, tworz¡c w ten sposób ukªad kul przypominaj¡cy

trójk¡t równoboczny. Je±li uªo»ymy n takich rz¦dów, to liczb¦ kulek zu»ytych do stworzenia tego trójk¡ta

nazywamy n-t¡ liczb¡ trójk¡tn¡. B¦dziemy oznacza¢ przez Tn zarówno sam trójk¡t, jak i liczb¦ kulek w

nim zawartych. Ile wynosi Tn? Jak wida¢ na rysunku poni»ej T1 = 1, T2 = 3, T3 = 6, T4 = 10.

n = 1

T1 = 1

n = 2

T2 = 3

n = 3

T3 = 6

n = 4

T4 = 10

Ogólniej liczba kulek dla n-tej liczby trójk¡tnej jest równa sumie kolejnych liczb naturalnych od 1 do

n, a wi¦c

Tn = 1 + 2 + · · ·+ n.

Niektórzy z czytelników wiedz¡ zapewne, »e ta suma wynosi n(n+1)
2 . Zatem

Tn = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

A jak wykaza¢ t¦ ostatni¡ równo±¢? Zrobimy to na dwa sposoby.

Pierwszy sposób zwi¡zany jest z anegdot¡ o jednym z najwi¦kszych matematyków w historii, Carlu

Friedrichu Gaussie. Otó» Gauss wykazywaª niezwykªe zdolno±ci matematyczne od najmªodszych lat. W

wieku 6 lat zacz¡ª ucz¦szcza¢ do szkoªy. Podobno byª do±¢ niesfornym dzieckiem, wi¦c nauczyciel, chc¡c

go uspokoi¢ na jaki± czas, kazaª mu obliczy¢ sum¦ wszystkich liczb od 1 do 50. Nauczyciel zapewne uznaª,

»e nawet temu zdolnemu mªodzie«cowi zajmie to troch¦ czasu. Gauss podszedª sprytnie do tego zadania.

Napisaª t¡ sum¦ dwukrotnie raz od 1 do 50, a nast¦pnie w odwróconej kolejno±ci i dodaª wyniki stronami:

S = 1 + 2 + · · · + 49 + 50

S = 50 + 49 + · · · + 2 + 1

2S = 51 + 51 + · · · + 51 + 51

Nast¦pnie zauwa»yª, »e w pionach otrzymaª 50 razy 51, wi¦c 2S = 50 · 51. A zatem S = 25 · 51 = 1275.

Ciekawa musiaªa by¢ mina nauczyciela, gdy Gauss przyniósª mu, w krótkim czasie, swoje rozwi¡zanie.

Anegdota zapewne nie jest prawdziwa, ale pokazuje jak niezwykªym talentem byª obdarzony Gauss i jak

nieszablonowo potra�ª podchodzi¢ do problemów matematycznych.

Teraz mo»emy zastosowa¢ trik Gaussa do obliczenia ogólnej sumy:

Tn = 1 + 2 + · · · + n− 1 + n

Tn = n + n− 1 + · · · + 2 + 1

2Tn = n+ 1 + n+ 1 + · · · + n+ 1 + n+ 1
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i otrzymujemy 2Tn = n(n + 1), wi¦c Tn = n(n+1)
2 . Wiadomo równie», »e ta ostatnia liczba jest równa

warto±ci symbolu Newtona
(
n+1
2

)
. O symbolu Newtona napiszemy w rozdziale 4., a w rozdziale 5. podamy

rozwi¡zanie wszystkich zagadnie« zwi¡zanych z budow¡ obiektów przy pomocy kulek.

Uzasadnimy teraz wzór na Tn w inny sposób. Rozwa»my (n+1)2 kulek uªo»onych w kwadrat o wymiarach

(n+ 1)× (n+ 1):

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

· · ·

...
...

...
...

...

n + 1

n + 1

Mo»emy ten kwadrat podzieli¢ na trzy cz¦±ci: nad przek¡tn¡, pod przek¡tn¡ i na przek¡tnej:

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

· · ·

...
...

...
...

...

Tn

Tn

n + 1

Liczba kulek na i pod przek¡tn¡ jest taka sama i równa si¦ 1 + 2 + · · · + n = Tn, a na przek¡tnej jest

n+ 1 kulek. Zatem speªniona jest równo±¢

(n+ 1)2 = n+ 1 + 2Tn. (1)

Z niej wynika, »e Tn = n(n+1)
2 =

(
n+1
2

)
.

Dziel¡c kwadrat na dwie cz¦±ci:

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

· · ·

...
...

...
...

...

Tn

Tn+1

otrzymamy inn¡ zale»no±¢: (n+ 1)2 = Tn + Tn+1 =
(
n+1
2

)
+
(
n+2
2

)
.

Z otrzymanego wzoru wynika, »e je»eli do o±miokrotno±ci dowolnej liczby trójk¡tnej dodamy 1, to

otrzymamy kwadrat liczby caªkowitej:

8 · Tn + 1 = 8 · n(n+ 1)

2
+ 1 = 4n(n+ 1) + 1 = 4n2 + 4n+ 1 = (2n+ 1)2. (2)
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Okazuje si¦, »e powy»sza równo±¢ w peªni charakteryzuje liczby trójk¡tne. To znaczy, »e je±li liczba

naturalna t jest taka, »e 8t+1 = k2, dla pewnej liczby caªkowitej k, to t jest liczb¡ trójk¡tn¡ i t = Tn dla

n = k−1
2 . Aby to udowodni¢ wystarczy zauwa»y¢, »e k jest liczb¡ nieparzyst¡ i skorzysta¢ ze wzoru (2).

3. Piramidki, statki i eskadry

Wkolejnych etapach tego rozdziaªu b¦dziemy indukcyjnie budowa¢ nowe �gury: piramidki z trójk¡tów,

statki z piramidek, eskadry ze statków.

Na pocz¡tek budujemy piramidk¦ o podstawie trójk¡tnej w ten sposób, »e najpierw kªadziemy trójk¡t

Tn, na nim trójk¡t Tn−1, potem Tn−2 i tak dalej a» do T1. Na poni»szym rysunku zaprezentowano

piramidk¦ o n = 4 poziomach (czyli o podstawie T4).

n = 4

P4 = T1 + T2 + T3 + T4 = 20

B¦dziemy oznacza¢ przez Pn zarówno piramidk¦ zbudowan¡ z n poziomów, jak i liczb¦ kulek na ni¡

si¦ skªadaj¡cych. Liczb¦ Pn b¦dziemy nazywa¢ n-t¡ liczb¡ piramidkow¡. Z de�nicji liczby Pn wynika wzór

Pn = T1 + T2 + · · ·+ Tn =

(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n+ 1

2

)
. (3)

Mo»emy poda¢ charakteryzacj¦ liczby Pn podobn¡ do tej, któr¡ wypracowali±my dla liczby Tn we wzorze

(2). Obustronnie mno»ymy wzór (3) przez 8, dodajemy n+ 1 i wykorzystuj¡c (2) otrzymujemy

8Pn + n+ 1 = 1 + (8T1 + 1) + (8T2 + 1) + · · ·+ (8Tn + 1) = 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n+ 1)2. (4)

Zatem p jest liczb¡ piramidkow¡ je±li istnieje liczba naturalna n taka, »e 8p + n + 1 jest sum¡ n + 1

kwadratów kolejnych liczb nieparzystych.

Wzór na liczb¦ Pn wyznaczymy w rozdziale 5.

Kontynuujmy nasze ukªadanki. Poª¡czmy piramidki P1, P2, . . . , Pn. Otrzymamy w ten sposób cztero-

wymiarow¡ piramidk¦, a poniewa» nie mamy mo»liwo±ci widzenia w czterech wymiarach, to mo»emy tak

otrzyman¡ �gur¦ wyobra»a¢ sobie jako statek kosmiczny lub choink¦. Tak otrzyman¡ �gur¦ oznaczamy

przez Sn. Oto przykªadowy statek zªo»ony z czterech piramidek:

n = 4

S4 = P1 + P2 + P3 + P4 = 35



Matematyk w kosmosie 105

Liczba kulek u»ytych do stworzenia statku zªo»onego z n piramidek wynosi

Sn = P1 + P2 + · · ·+ Pn.

Korzystaj¡c z charakteryzacji liczby Pn otrzymujemy:

8Sn + 1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) = 1 + (8P1 + 2) + (8P2 + 3) + · · ·+ (8Pn + n+ 1),

a st¡d dostajemy charakteryzacj¦ liczb Sn:

8Sn + Tn+1 = 12 + (12 + 32) + (12 + 32 + 52) + . . .+ (12 + 32 + · · ·+ (2n+ 1)2).

Mo»emy j¡ równie» zapisa¢ w postaci:

8Sn + Tn+1 = (n+ 1) · 12 + n · 32 + (n− 1) · 52 + · · ·+ 1 · (2n+ 1)2.

Na koniec stwórzmy eskadr¦ statków kosmicznych En. Na przykªad:

n = 4

E4 = S1 + S2 + S3 + S4 = 35

Wtedy En = S1 + S2 + · · ·+ Sn.

Oczywi±cie mo»emy t¦ zabaw¦ kontynuowa¢ tworz¡c eskadr¦ eskadr ukªadów planetarnych, galaktycz-

nych. Poniewa» jednak wi¦ksze eskadry nie zmieszcz¡ si¦ w »adnym planie bud»etowym, to my, podobnie

jak staro»ytni Grecy, nie b¦dziemy prowadzili rozwa»a« donik¡d nieprowadz¡cych.

4. Symbol dwumianowy Newtona

Dany jest dowolny zbiór zªo»ony z n elementów, na przykªad Xn = {1, 2, . . . , n} i liczba caªkowita

k. Zbiór Xn interpretujemy jako zbiór obiektów ponumerowanych liczbami od 1 do n. Liczb¦ wyborów

k obiektów ze zbioru Xn oznaczamy przez
(
n
k

)
i nazywamy symbolem dwumianowym Newtona (lub po

prostu symbolem Newtona). Poniewa» ze zbioru n-elementowego mo»na wybra¢ maksymalnie n obiektów,

to
(
n
k

)
= 0 dla k > n.

Ka»dy wybór wyznacza pewien podzbiór zbioru Xn, wi¦c
(
n
k

)
interpretujemy równie» jako liczb¦

podzbiorów k-elementowych zbioru n-elementowym.

Wyznaczmy warto±¢ symbolu Newtona dla niektórych warto±ci k. Niewybranie »adnego podzbioru

w kombinatoryce uto»samiamy z wybraniem podzbioru pustego. Liczba elementów zbioru pustego to 0,
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wi¦c
(
n
0

)
= 1 dla ka»dego n. Warto±¢

(
n
n

)
te» jest równa 1, bo na jeden sposób mo»emy wybra¢ wszystkie

obiekty. Jeden obiekt mo»emy wybra¢ na n sposobów, wi¦c
(
n
1

)
= n.

Oto wszystkie mo»liwe wybory dwóch obiektów ze zbioru X4 = {1, 2, 3, 4}:

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}.

Jak wida¢, wypisanych zostaªo sze±¢ mo»liwo±ci, wi¦c
(
4
2

)
= 6.

Zanim podamy wªasno±ci symbolu Newtona przypomnijmy, »e permutacj¡ zbioru Xn nazywamy usta-

wienie wszystkich elementów tego zbioru w dowolnej kolejno±ci. Liczba ró»nych permutacji zbioru Xn jest

równa n! (n silnia). W pracy b¦dziemy wykorzystywa¢ równo±ci

• 0! = 1,

• n! = 1 · 2 · · ·n dla n > 0,

• n! = (n− 1)! · n dla n > 0.

Wªasno±ci symbolu Newtona.

(i)
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

(ii)
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
.

(iii)
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
= 2n.

(iv)
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! dla 0 ≤ k ≤ n.

Podamy uzasadnienia tych równo±ci. Wprawdzie do uzasadnienia wzorów (i) i (ii) mogliby±my wyko-

rzysta¢ równo±¢ (iv), ale zrobimy to w sposób kombinatoryczny. A w kombinatoryce mo»na uzasadnia¢

równo±ci poprzez tworzenie opowie±ci o wyborach i pokazuj¡c jak mo»na w ró»ny sposób tych wyborów

dokonywa¢.

Uzasadnienia.

(i) Chcemy wybra¢ k z n obiektów. Mo»emy to zrobi¢ na
(
n
k

)
sposobów wskazuj¡c obiekty wybrane

lub na
(

n
n−k

)
sposobów wskazuj¡c te obiekty, których nie wybieramy. Oba sposoby daj¡ odpowiedni

wybór, wi¦c
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
. Zaprezentujmy to na przykªadzie wyborów dwóch obiektów ze zbioru

{1, 2, 3, 4, 5}.
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Obiekty wybrane Obiekty niewybrane Numer wyboru

1, 2 3, 4, 5 1

1, 3 2, 4, 5 2

1, 4 2, 3, 5 3

1, 5 2, 3, 4 4

2, 3 1, 4, 5 5

2, 4 1, 3, 5 6

2, 5 1, 3, 4 7

3, 4 1, 2, 5 8

3, 5 1, 2, 4 9

4, 5 1, 2, 3 10

(ii) Zbiór wyborów k obiektów ze zbioru n-obiektowego dzielimy na dwa rozª¡czne podzbiory.

• Wybory, w których wyst¦puje obiekt z numerem 1. Tych wyborów jest
(
n−1
k−1

)
, bo do pierwszego

obiektu musimy dobra¢ k − 1 obiektów z pozostaªych n− 1 obiektów.

• Wybory, w których nie ma pierwszego obiektu. Wtedy mamy
(
n−1
k

)
mo»liwo±ci, bo musimy

wybra¢ k obiektów z pozostaªych n− 1.

Ka»dy wybór mie±ci si¦ w jednym z powy»szych, wi¦c liczba wyborów
(
n
k

)
jest sum¡ liczby wyborów

z pierwszego zbioru i liczby wyborów z drugiego. Zatem
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
. Dla wyborów dwóch

obiektów ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}, podziaª na powy»sze zbiory wygl¡da nast¦puj¡co:

(
5
2

)
= 10

Wybrano 1 �
(
4
1

)
= 4 Nie wybrano 1 �

(
4
2

)
= 6

1, 2 2, 3

1, 3 2, 4

1, 4 2, 5

1, 5 3, 4

3, 5

4, 5

(iii) Chcemy wyznaczy¢ wszystkie wybory pewnej liczby elementów ze zbioru X = {1, 2, . . . , n}. Mamy

tu na my±li wybory dowolnej liczby elementów. Z jednej strony mo»emy wybra¢ zero elementów

na
(
n
0

)
= 1 sposobów, jeden element na

(
n
1

)
sposobów i tak dalej a» do

(
n
n

)
wyborów wszystkich

elementów. Tak wi¦c liczba wyborów jest równa(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
.

Teraz policzmy wybory w inny sposób. Je±li chcemy wybra¢ elementy ze zbioru {1}, to mamy dwie

mo»liwo±ci: nie wybieramy nic lub wybieramy 1. Przypu±¢my, »e dokonali±my wszystkich wyborów
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ze zbioru {1, 2, . . . , n− 1} i »e ich liczba jest równa 2n−1. Zauwa»my, »e wybór elementów ze zbioru

{1, . . . , n− 1} jest te» wyborem elementów ze zbioru {1, . . . , n}. Te wybory nie zawieraj¡ elementu

n. Aby otrzyma¢, te do których nale»y n trzeba do ka»dego wyboru z mniejszego zbioru doª¡czy¢ n.

W ten sposób otrzymamy wszystkie wybory. To oznacza, »e liczba wyborów si¦ podwaja i wynosi

2 · 2n−1 = 2n.

W poni»szej tabeli prezentujemy zasad¦ podwajania wyborów przy przej±ciu od trzech wybranych

elementów do czterech.

Wybory ze zbiorów

1, 2, 3 1, 2, 3, 4

1. ∅
∅ 1.

4 2.

2. 1
1 3.

1, 4 4.

3. 2
2 5.

2, 4 6.

4. 3
3 7.

3, 4 8.

5. 1, 2
1, 2 9.

1, 2, 4 10.

6. 1, 3
1, 3 11.

1, 3, 4 12.

7. 2, 3
2, 3 13.

2, 3, 4 14.

8. 1, 2, 3
1, 2, 3 15.

1, 2, 3, 4 16.

Poniewa» oba zaprezentowane sposoby zliczaj¡ liczb¦ wszystkich wyborów, wi¦c speªniona jest rów-

no±¢ (
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n.

(iv) Chcemy obliczy¢ liczb¦ wyborów k ró»nych obiektów ze zbioru zªo»onego z n obiektów. Najpierw

ustawimy wszystkie obiekty w dowolnej kolejno±ci. Mo»emy to zrobi¢ na n! sposobów. Nast¦pnie

z ka»dego ustawienia wybieramy k pierwszych obiektów. Zauwa»my, »e otrzymamy dokªadnie te

same wybory je±li k pierwszych elementów w danym ustawieniu pozamieniamy w dowolny sposób

pomi¦dzy sob¡ i to samo zrobimy z pozostaªymi obiektami, których jest (n−k). Poniewa» k obiektów

mo»na przemie±ci¢ na k! sposobów, a pozostaªe obiekty na (n−k)!, to liczba takich samych wyborów

b¦dzie równa k!(n − k)!. Zatem na li±cie wszystkich ustawie« ka»dy wybór pojawi si¦ dokªadnie

k!(n− k)! razy. Wynika st¡d, »e liczba wyborów jest równa n!
k!(n−k)! .

Prze±led¹my tok powy»szego rozumowania na przykªadzie wyborów dwóch elementów z czterech.
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Ustawienie Wybór Numer wyboru

1234 12 1

2134

1243

2143

1324 13 2

3124

1342

3142

1423 14 3

4123

1432

4132

2314 23 4

3214

2341

3241

2413 24 5

4213

2431

4231

3412 34 6

4312

3421

4321

Powy»ej u»yli±my typowych w kombinatoryce uzasadnie« równo±ci. Najpierw opisujemy zadanie pole-

gaj¡ce na pewnym wyborze obiektów, a nast¦pnie pokazujemy jak mo»na w ró»ny sposób dokonywa¢ tych

wyborów. Czasem zadanie wyra»a si¦ przy pomocy historii z »ycia wzi¦tej. Przykªadami s¡ twierdzenie

Halla o maª»e«stwach (patrz [1], rozdziaª 3) lub zasada szu�adkowa Dirichleta, której angielska nazwa

�pigeonhole principle� nawi¡zuje do anegdoty o spacerze podczas, którego niemiecki matematyk Peter

Gustav Lejeune Dirichlet odkryª t¡ zasad¦ obserwuj¡c goª¦bie zmierzaj¡ce do goª¦bników ( [1], rozdziaª

4).
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Teraz mo»emy, korzystaj¡c z wªasno±ci (ii) oraz
(
n
n

)
= 1, obliczy¢ liczb¦ piramidkow¡ P5:

P5 = T1 + T2 + T3 + T4 + T5 =(
2
2

)
+
(
3
2

)
+
(
4
2

)
+
(
5
2

)
+
(
6
2

)
=
(
3
3

)
+
(
3
2

)
+
(
4
2

)
+
(
5
2

)
+
(
6
2

)
=(

3

3

)
+

(
3

2

)
︸ ︷︷ ︸

(43)

+
(
4
2

)
+
(
5
2

)
+
(
6
2

)
=

(
4

3

)
+

(
4

2

)
︸ ︷︷ ︸

(53)

+
(
5
2

)
+
(
6
2

)
=

(
5

3

)
+

(
5

2

)
︸ ︷︷ ︸

(63)

+
(
6
2

)
=
(
6
3

)
+
(
6
2

)
=
(
7
3

)
= 7!

3!4! =
5·6·7
6 = 5 · 7 = 35.

Ogólniej, speªniona jest równo±¢:(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n

2

)
=

(
n+ 1

3

)
. (5)

Uzasadnimy j¡ dwiema metodami.

Metoda I. Tak jak powy»ej, w kolejnych krokach sum¦
(
m
3

)
+
(
m
2

)
zast¦pujemy przez

(
m+1
3

)
, a w przed-

ostatnim kroku otrzymujemy(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n− 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

(n3)

+

(
n

2

)
=

(
n

3

)
+

(
n

2

)
=

(
n+ 1

3

)
.

Czytelnicy, którzy znaj¡ metod¦ indukcji matematycznej pewnie zauwa»yli jej zastosowanie w powy»szej

argumentacji.

Metoda II. Metoda kombinatoryczna. Wybieramy trzy spo±ród n+ 1 elementów. Mo»emy to zrobi¢ na(
n+1
3

)
sposobów. Teraz ponumerujmy elementy liczbami od 1 do n + 1. Je±li najmniejszym wybranym

elementem jest k, to z pozostaªych n−k wi¦kszych elementów wybieramy dwa na
(
n−k
2

)
sposobów. Zatem

dziel¡c wybory ze wzgl¦du na najmniejszy wybrany stwierdzamy, »e ich liczba wynosi(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n

2

)
.

Zobrazujmy ten tok rozumowania dla
(
6
3

)
= 6!

3!3! = 20 w poni»szej tabelce:
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Najmniejsza wybrana liczba Wybory Liczba wyborów

1 123
(
5
2

)
= 10

124

125

126

134

135

136

145

146

156

2 234
(
4
2

)
= 6

235

236

245

246

256

3 345
(
3
2

)
= 3

346

356

4 456
(
2
2

)
= 1

5. Liczby kulek w Tn, Pn, Sn, En

W tym rozdziale podajemy wzory na liczb¦ kulek w trójk¡tach, piramidkach, statkach i eskadrach.

Ze wzoru (iv) wynika, »e(
n+ 1

2

)
=

(n+ 1)!

2!(n− 1)!
=

(n− 1)!n(n+ 1)

2(n− 1)!
=

n(n+ 1)

2
.

Zatem Tn = n(n+1)
2 =

(
n+1
2

)
. Zauwa»my, »e równo±¢ 1+2+ · · ·+n =

(
n+1
2

)
mo»emy uzasadni¢ w podobny

sposób jak (5), dziel¡c wybory dwóch elementów z n+ 1 ze wzgl¦du na najmniejszy wybrany element.

Korzystaj¡c z (5) mo»emy obliczy¢ liczb¦ kulek w piramidzie:

Pn = T1 + T2 + · · ·+ Tn =

(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 2

3

)
.

Wzór (5) ma uogólnienie (
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
. (6)
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Uzasadnia si¦ go w analogiczny sposób jak (5), dziel¡c wybory k + 1 elementów ze zbioru n + 1-

elementowego ze wzgl¦du na najmniejszy wybrany element.

Z tej ostatniej zale»no±ci wynikaj¡ wzory pozwalaj¡ce obliczy¢ liczby kulek skªadaj¡cych si¦ na statek

kosmiczny oraz eskadr¦ statków:

Sn = P1 + P2 + · · ·+ Pn =
(
3
3

)
+
(
4
3

)
+ · · ·+

(
n+2
3

)
=
(
n+3
4

)
.

En = S1 + S2 + · · ·+ Sn =
(
4
4

)
+
(
5
4

)
+ · · ·+

(
n+3
4

)
=
(
n+4
5

)
.

Zestawmy otrzymane wyniki w tabeli:

Nazwa liczby Oznaczenie Ilo±¢ kulek

Liczba trójk¡tna Tn

(
n+1
2

)
Liczba piramidkowa Pn

(
n+2
3

)
Statek Sn

(
n+3
4

)
Eskadra En

(
n+4
5

)
· · · · · · · · ·

6. Zadania dla zainteresowanych

W tym rozdziale proponujemy zainteresowanym czytelnikom kilkana±cie zada«, a w nast¦pnym pre-

zentujemy ich rozwi¡zania. Niektóre z poni»szych zada« to kolejne ukªadanki z kulek.

B¦dziemy u»ywa¢ tak zwanej notacji sigma:

n∑
i=1

ai = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an.

Na przykªad
n∑

i=1

1 oznacza sum¦ n jedynek, wi¦c
n∑

i=1

1 = n. Zauwa»my, »e liczby Tn, Pn, Sn i En mo»emy

zapisa¢ jako

Tn =

n∑
i=1

i, Pn =

n∑
i=1

Ti, Sn =

n∑
i=1

Pi, En =

n∑
i=1

Si.

1. Na ile sposobów mo»na wybra¢ cztery osoby z grupy o±mioosobowej?

2. W pewnej �rmie, w której pracowaªo n osób, odbywaªy si¦ wybory k-osobowego zarz¡du oraz

prezesa, który wchodziª w skªad zarz¡du. Obliczaj¡c na dwa sposoby liczb¦ mo»liwych wyborów

uzasadni¢ równo±¢ k
(
n
k

)
= n

(
n−1
k−1

)
.

3. Niech n = 2m+ 1 b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡. Udowodni¢, »e(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

m− 1

)
+

(
n

m

)
= 2n−1.
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4. Wobec zagro»enia nadci¡gaj¡cego z Proximy Centauri, Wielka Rada Ukªadu Sªonecznego postano-

wiªa utworzy¢ eskadr¦ eskadr EEn bojowych statków kosmicznych. Planeta o numerze n w ukªadzie

musiaªa wystawi¢ eskadr¦ En. Tak wi¦c Merkury wystawiª eskadr¦ E1, Wenus E2 itd. Z ilu kulek

zbudowano eskadr¦ eskadr zakªadaj¡c, »e wª¡czone zostaªy tak»e planety karªowate Ceres i Pluton?

5. Dawno temu panowaª w Egipcie mªody faraon, który bardzo chciaª, »eby po ±mierci o nim nie

zapomniano. Niestety panowaª pokój i wªadca nie mógª si¦ zapisa¢ na kartach historii jako wielki

wódz. Nadarzyªa si¦ jednak okazja, gdy do Egiptu przybyª tajemniczy m¦drzec ze wschodnich krain

i zaoferowaª, »e mo»e wybudowa¢ faraonowi cztery piramidy z wielkich zªotych kul. Piramidy miaªy

mie¢ podstawy trójk¡tne, najwy»sza z nich miaªa mie¢ podstaw¦ T4, a ka»da nast¦pna miaªa by¢ o

jeden poziom ni»sza od poprzedniej. Faraon chciaª wiedzie¢ ile b¦dzie kosztowaªo postawienie tych

piramid. Akurat byªa promocja i jedna zªota kula kosztowaªa 100 debenów1. Ile faraon zapªaci za

postawienie wszystkich piramid je±li za uªo»enie jednej kuli zapªaci (oprócz jej kosztu) dodatkowe

5 debenów?

Tak piramidy b¦d¡ wygl¡daªy z lotu ptaka

6. Niestety w trakcie budowy piramid doszªo do tragicznego wypadku. Jedna z kul stoczyªa si¦ i przy-

gniotªa mªodego faraona (niektórzy dopatrywali si¦ celowego dziaªania osób nie»yczliwych mªodemu

wªadcy). Poniewa» faraon nie zostawiª potomstwa, nowym wªadc¡ zostaª najwy»szy kapªan. Nowy

faraon postanowiª, »e zbuduje jedn¡ piramid¦ o podstawie kwadratowej. Okazaªo si¦, »e cena za

jedn¡ kul¦ wzrosªa do 140 debenów, a cena za jej uªo»enie do 10 debenów. Faraon nakazaª m¦dr-

cowi obliczy¢ liczb¦ kul w piramidzie o n poziomach, a nast¦pnie obliczy¢ dla jakiego n cena nie

przekroczy 9000 debenów. Jaka warto±¢ n wyszªa m¦drcowi?

Piramida o czterech poziomach z lotu ptaka

7. Obliczy¢ sumy
n∑

i=0

(2i+ 1)2 = 12 + 32 + · · ·+ (2n+ 1)2 oraz
n∑

i=0

(2i)2 = 22 + 42 + · · ·+ (2n)2.

8. Obliczy¢
n∑

i=0

i∑
j=0

(2j + 1)2.

1O systemach pieni¦»nych staro»ytnego Egiptu mo»na przeczyta¢ na stronie internetowej [3]. Zgodnie z wyliczeniami z
tej strony jeden deben wart byª okoªo 27 dzisiejszych zªotych.
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9. Obliczy¢
n∑

i=0

i∑
j=0

j∑
k=0

(2k + 1)2.

10. Ukªadamy kulki w sze±ciok¡ty. Ile kulek trzeba zu»y¢ na uªo»enie sze±ciok¡ta je±li bok tego sze±cio-

k¡ta skªada si¦ z n kulek? Na rysunku prezentujemy sze±ciok¡t dla n = 4.

11. Tworzymy pªatek ±niegu jak na poni»szym rysunku. Z ilu kulek skªada si¦ pªatek ±niegu, je±li

±rodkowy sze±ciok¡t ma bok zªo»ony z n kulek?

12. Wyobra¹my sobie, »e ª¡czymy osiem trójk¡tów Tn otrzymuj¡c o±mio±cian foremny w taki sposób,

»e kraw¦dzie dwóch s¡siednich ±cian pokrywaj¡ si¦. Z ilu kulek b¦dzie skªadaªa si¦ ta �gura? Z ilu

kulek b¦dzie si¦ skªadaª podobnie utworzony dwudziesto±cian foremny?

O±mio±cian foremny Siatka dwudziesto±cianu foremnego

13. Obliczy¢
5∑

k=1

k∑
j=1

j∑
i=1

1.

14. Obliczy¢ sum¦ wszystkich liczb w poni»szym trójk¡cie zªo»onym z n poziomów.
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1

1 2

1 2 3

1 2 3 4
...

...
...

...

1 2 3 5 · · · n

15. Wyznaczy¢ sum¦

n∑
i=1

i · (n− i+ 1) = 1 · n+ 2 · (n− 1) + 3 · (n− 2) + · · ·+ (n− 2) · 3 + (n− 1) · 2 + n · 1.

16. Obliczy¢ sum¦ wszystkich liczb na ka»dym poziomie i sum¦ wszystkich liczb w poni»szym trójk¡cie

zªo»onym z n poziomów.

1 · 2

1 · 2 2 · 3

1 · 2 2 · 3 3 · 4

1 · 2 2 · 3 3 · 4 4 · 5
...

...
...

...

1 · 2 2 · 3 3 · 4 4 · 5 · · · n · (n+ 1)

17. Tworzymy trójk¡t Pascala ukªadaj¡c w nim liczby
(
n
k

)
poziomami (które tym razem numerujemy

od 0).

(
0
0

)(
1
0

) (
1
1

)(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
...

...
...

...(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

) (
n
3

)
· · ·

(
n
n

)
Wyznaczy¢ pi¦¢ pierwszych poziomów trójk¡ta Pascala oraz obliczy¢ sum¦ wszystkich liczb tego

trójk¡ta od poziomu zerowego do n-tego.

7. Rozwi¡zania zada«

1. Liczba wyborów jest równa
(
8
4

)
. Wykorzystuj¡c równo±¢ 8! = 4! · 5 · 6 · 7 · 8 otrzymujemy:(

8

4

)
=

8!

4!4!
=

4! · 5 · 6 · 7 · 8
4!4!

=
5 · 6 · 7 · 8
2 · 3 · 4

= 5 · 7 · 2 = 70.
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2. Pierwszy sposób, to wybór zarz¡du, który ze swojego grona wyªoni prezesa. Zarz¡d mo»emy wybra¢

na
(
n
k

)
sposobów, a potem prezes jest wybierany na

(
k
1

)
= k sposobów. Zatem wybór zarz¡du i

prezesa odbywa si¦ na
(
n
k

)
k sposobów.

W drugim sposobie najpierw wybrano prezesa na
(
n
1

)
= n sposobów, a potem prezes wybraª pozo-

staªe osoby do zarz¡du. Mo»e to zrobi¢ na
(
n−1
k−1

)
sposobów. Ten sposób post¦powania daje n

(
n−1
k−1

)
mo»liwo±ci. Poniewa» obie metody rozwi¡zuj¡ to samo zadanie, to równo±¢

(
n
k

)
k = n

(
n−1
k−1

)
jest

speªniona.

Innym sposobem uzasadnienia równo±ci jest u»ycie wzoru (iv):

k

(
n

k

)
= k · n!

k!(n− k)!
=

k · n · (n− 1)!

k(k − 1)!(n− k)!
= n · (n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
= n

(
n− 1

k − 1

)
.

3. Z wªasno±ci (iii) symbolu Newtona wynika, »e(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

m− 1

)
+

(
n

m

)
+

(
n

m+ 1

)
+

(
n

m+ 2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n.

Wykorzystuj¡c (i) dla n = 2m+ 1 otrzymujemy(
n

m+ s

)
=

(
2m+ 1

m+ s

)
=

(
2m+ 1

2m+ 1− (m+ s)

)
=

(
n

m− s+ 1

)
,

a st¡d(
n

m+ 1

)
+

(
n

m+ 2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
=

(
n

m

)
+

(
n

m− 1

)
+ · · ·+

(
n

1

)
+

(
n

0

)
.

Zatem (
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n

m−1

)
+
(
n
m

)
+
(

n
m+1

)
+
(

n
m+2

)
+ · · ·+

(
n

n−1

)
+
(
n
n

)
=(

n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n

m−1

)
+
(
n
m

)
+
(
n
m

)
+
(

n
m−1

)
+ · · ·+

(
n
1

)
+
(
n
0

)
=

2
((

n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n

m−1

)
+
(
n
m

))
= 2n.

Po podzieleniu przez 2 otrzymamy »¡dany wzór.

4. Liczba planet wraz z Ceres i Plutonem jest równa 10. Zatem wykorzystuj¡c wzór (6) otrzymujemy

EE10 = E1 + E2 + · · ·+ E10 =

(
5

5

)
+

(
6

5

)
+ · · ·+

(
14

5

)
=

(
15

6

)
=

15!

6!9!
= 5005.

5. Liczba kulek zu»ytych do budowy piramid wynosi

P1 + P2 + P3 + P4 = S4 =

(
4 + 3

4

)
=

(
7

4

)
= 35.

Zatem faraon musi zapªaci¢ 35 · 105 = 3675 debenów.
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6. Na kolejnych poziomach mamy n2, (n−1)2, . . . , 22, 12 kulek. Ze wzoru (1) wynika, »e n2 = n+2Tn−1.

Przyjmujemy dodatkowo T0 = 0. Zatem liczba kulek w piramidzie jest równa

n2 + (n− 1)2 + · · ·+ 22 + 12 = n+ 2Tn−1 + (n− 1) + 2Tn−2 + · · ·+ 2 + 2T1 + 1 + 2T0 =

n+ (n− 1) + · · ·+ 1 + 2(Tn−1 + · · ·+ T1 + T0) = Tn + 2Pn−1 =
(
n+1
2

)
+ 2
(
n+1
3

)
=

(n+1)!
2!(n−1)! + 2 (n+1)!

3!(n−2)! =
(n+1)!3
3!(n−1)! + 2 (n+1)!(n−1)

3!(n−1)! = (n+1)!(3+2n−2)
3!(n−1)! = n(n+1)(2n+1)

6 .

Koszt piramidy wyniesie 150 · n(n+1)(2n+1)
6 . Musimy, wi¦c rozwi¡za¢ nierówno±¢

150 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
≤ 9000.

Po wymno»eniu przez 6 i podzieleniu przez 150 otrzymujemy n(n + 1)(2n + 1) ≤ 360. Dla n = 5

otrzymujemy 5 · 6 · 11 = 330, a dla n = 6 mamy 6 · 7 · 13 = 546. Zatem rozwi¡zaniem jest n = 5.

7. Dodaj¡c te dwie sumy do siebie otrzymujemy

n∑
i=0

(2i+1)2+

n∑
i=0

(2i)2 = 12+32+ · · ·+(2n+1)2+22+42+ · · ·+(2n)2 = 12+22+ · · ·+(2n+1)2.

Teraz mo»emy zastosowa¢ wzór wypracowany w poprzednim zadaniu (wstawiamy w nim 2n + 1

zamiast n):

n∑
i=0

(2i+ 1)2 +

n∑
i=0

(2i)2 =
(2n+ 1)(2n+ 2)(4n+ 3)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)(4n+ 3)

3
.

Ze wzoru (4) wynika, »e

n∑
i=0

(2i+ 1)2 = 12 + 32 + · · ·+ (2n+ 1)2 = 8Pn + n+ 1 = 8

(
n+ 2

2

)
+ n+ 1.

Obliczmy t¡ ostatni¡ liczb¦

8
(
n+2
2

)
+ n+ 1 = 8 · (n+2)!

3!(n−1)! + n+ 1 = 8n(n+1)(n+2)
6 + n+ 1 = 4n(n+1)(n+2)+3(n+1)

3 =

(n+1)(4n(n+2)+3)
3 = (n+1)(4n2+8n+3)

3 = (n+1)(2n+1)(2n+3)
3 .

Zatem
n∑

i=0

(2i+ 1)2 = (n+1)(2n+1)(2n+3)
3 . Teraz obliczamy drug¡ sum¦

n∑
i=0

(2i)2 = (n+1)(2n+1)(4n+3)
3 −

n∑
i=0

(2i+ 1)2 = (n+1)(2n+1)(4n+3)
3 − (n+1)(2n+1)(2n+3)

3 =

2n(n+1)(2n+1)
3 .

8. Wykorzystuj¡c wzór (4) obliczamy

i∑
j=0

(2j + 1)2 = 12 + 22 + · · ·+ (2i+ 1)2 = 8Pi + i+ 1.
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St¡d

n∑
i=0

i∑
j=0

(2j+1)2 =

n∑
i=0

(8 ·Pi+ i+1) = 8

n∑
i=0

Pi+

n∑
i=0

(i+1) = 8 ·Sn+Tn+1 = 8

(
n+ 3

4

)
+

(
n+ 2

2

)
.

Korzystaj¡c ze wzoru (iv) mamy

8
(
n+3
4

)
+
(
n+2
2

)
= 8 · (n+3)!

4!(n−1)! +
(n+2)!
2!n! = 2n(n+1)(n+2)(n+3)+3(n+1)(n+2)

6 =

= (n+1)(n+2)(2n(n+3)+3)
6 = (n+1)(n+2)(2n2+6n+3)

6 .

Zatem
n∑

i=0

i∑
j=0

(2j + 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n2 + 6n+ 3)

6
.

9. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania otrzymujemy

n∑
i=0

i∑
j=0

j∑
k=0

(2k+1)2 =

n∑
i=0

(8Si+Ti+1) = 8

n∑
i=0

Si+

n∑
i=0

Ti+1 = 8En+Pn+1 = 8

(
n+ 4

5

)
+

(
n+ 3

3

)
.

10. Zliczamy kulki w kolejnych sze±ciok¡tnych obramowaniach tworz¡cych caªy sze±ciok¡t, zgodnie z

kolorami na poni»szym rysunku.

Liczba kulek na n-tym obramowaniu wynosi 6(n − 2) + 6 = 6(n − 1), bo do 6(n − 2) kulek we-

wn¡trz ka»dej kraw¦dzi dodajemy 6 kulek poªo»onych w wierzchoªkach. St¡d liczba kulek w caªym

sze±ciok¡cie jest równa

1 + 6 · 1 + 6 · 2 + · · ·+ 6 · (n− 1) = 1 + 6 · (1 + · · ·+ (n− 1)) = 1 + 6
n(n− 1)

2
= 1 + 6

(
n

2

)
.

11. Pªatek ±niegu skªada si¦ z jednego sze±ciok¡ta o kraw¦dzi n i sze±ciu sze±ciok¡tów o kraw¦dzi n− 1.

Korzystaj¡c z poprzedniego zadania otrzymujemy liczb¦ kulek:

1 + 6

(
n

2

)
+ 6

(
1 + 6

(
n− 1

2

))
= 7 + 6

(
n

2

)
+ 36

(
n− 1

2

)
= 6n+ 6 + 42

(
n− 1

2

)
.

12. Wn¦trze ka»dej ±ciany o±miok¡ta jest trójk¡tem Tn−1. Zatem wewn¡trz wszystkich ±cian znajduje

si¦ 8Tn−1 kulek. Policzmy teraz liczb¦ kulek na kraw¦dziach. O±mio±cian ma 12 kraw¦dzi. We-

wn¡trz ka»dej kraw¦dzi jest n − 2 kulek. Do liczby kulek wewn¡trz kraw¦dzi dodamy sze±¢ kulek

znajduj¡cych si¦ w wierzchoªkach. Zatem na kraw¦dziach znajduje si¦

12(n− 2) + 6 = 12n− 18
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kulek.

Liczba wszystkich kulek w o±miok¡cie jest równa

8Tn−1 + 12n− 18 = 8

(
n

2

)
+ 12n− 18 = 4n2 + 8n− 18.

Gdyby±my o±mio±cian stworzyli z dwóch piramid o podstawach kwadratowych, ª¡cz¡c ich podstawy,

to otrzymaliby±my

2(12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2) + n2 =
n(n− 1)(2n− 1)

6
+

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

n(2n2 + 1)

3

kulek.

Dwudziesto±cian foremny ma 20 trójk¡tnych ±cian, 12 wierzchoªków i 30 kraw¦dzi. Kulki na kraw¦-

dziach zliczamy podobnie jak dla o±miok¡ta:

30(n− 2) + 12 = 30n− 48.

Dodajemy do tego 20Tn−1 kulek wewn¡trz ka»dej ±ciany. Liczba kulek w dwudziesto±cianie wynosi,

wi¦c

20Tn−1 + 30n− 48 = 10n2 + 20n− 48.

13. Obliczamy sumy od prawej strony do lewej, wykorzystuj¡c wzory z ostatniej tabeli

5∑
k=1

k∑
j=1

j∑
i=1

1 =
5∑

k=1

k∑
j=1

(1 + 1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
j

=
5∑

k=1

k∑
j=1

j =
5∑

k=1

(1 + 2 + · · ·+ k) =

5∑
k=1

k(k+1)
2 =

5∑
k=1

(
k+1
2

)
=
(
2
2

)
+
(
3
2

)
+
(
4
2

)
+
(
5
2

)
+
(
6
2

)
=
(
7
3

)
= 7!

3!4! = 35.

14. Suma na poziomie k-tym wynosi 1 + 2 + · · · + k = k(k+1)
2 =

(
k+1
2

)
. Aby obliczy¢ sum¦ wszystkich

liczb w trójk¡cie sumujemy najpierw liczby w poziomie, a potem dodajemy wyniki i wykorzystuj¡c

wzór (5) otrzymujemy (
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 2

3

)
.

15. Sumujemy liczby w trójk¡cie z zadania 14. skosami id¡cymi od góry w lewo. Na pierwszym skosie

mamy n jedynek, na drugim n−1 dwójek itd. Zatem poszukiwana suma jest równa sumie wszystkich

liczb w trójk¡cie, a wi¦c wynosi tak jak w poprzednim zadaniu
(
n+2
3

)
.

16. Suma liczb na k-tym poziomie jest równa

1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ k(k + 1) = 2
(

1·2
2 + 2·3

2 + · · ·+ k·(k+1)
2

)
=

2(T1 + T2 + · · ·+ Tk) = 2Pk.

Zatem suma liczb w trójk¡cie wynosi

2P1 + 2P2 + · · ·+ 2Pn = 2Sn = 2

(
n+ 3

4

)
.
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17. Ka»dy wiersz zaczyna si¦ i ko«czy jedynk¡, bo
(
n
0

)
=
(
n
n

)
= 1. Ponadto z wªasno±ci (ii) wynika,

»e ka»da liczba na danym poziomie stoj¡ca pomi¦dzy dwiema liczbami na wy»szym poziomie jest

równa ich sumie. Wykorzystuj¡c te wªasno±ci otrzymujemy

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

Zgodnie z wªasno±ci¡ (iii), suma liczb na k-tym poziomie jest równa 2k. Zatem suma wszystkich

liczb wynosi

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n =
2n+1 − 1

2− 1
= 2n+1 − 1.

Ten ostatni wynik mo»emy te» otrzyma¢ sumuj¡c elementy trójk¡ta Pascala skosami i wykorzystuj¡c

wzór (6). W pierwszym skosie mamy sum¦(
0

0

)
+

(
1

0

)
+ · · ·+

(
n

0

)
=

(
n+ 1

1

)
,

w drugim (
1

1

)
+

(
2

1

)
+ · · ·+

(
n

1

)
=

(
n+ 1

2

)
,

a trzecim (
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n

2

)
=

(
n+ 1

3

)
.

Sumuj¡c liczby w trójk¡cie skosami otrzymamy(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 1

2

)
+· · ·+

(
n+ 1

n+ 1

)
=

(
n+ 1

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 1

2

)
+· · ·+

(
n+ 1

n+ 1

)
−1 = 2n+1−1.

Czytelnikom, którzy chcieliby poszerzy¢ swoj¡ wiedz¦ w tej tematyce polecamy dwie ±wietne ksi¡»ki

[1], [2] oraz niewymienione tu inne ksi¡»ki z kombinatoryki.
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