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O rozwi¡zywaniu zada« konkursu matematyczno-informatycznego
Koala

Streszczenie. W artykule prezentowany jest dru»ynowy konkurs matematyczno-informatyczny
Koala dla mªodzie»y z Wielkopolski, którego celem jest rozbudzanie i rozwijanie zainteresowania
matematyk¡ i informatyk¡, w szczególno±ci takimi dziedzinami jak: kombinatoryka, algorytmika
i logika (st¡d nazwa konkursu: Koala). Ponadto celem konkursu jest doskonalenie umiej¦tno±ci
pracy w grupie, dyskusji oraz prezentowania wªasnych rozwi¡za« zada« i uzasadniania ich popraw-
no±ci. W roku szkolnym 2021/2022 odbyªa si¦ ju» IX edycja konkursu. W artykule przedstawione
zostan¡ metody (strategie) przydatne podczas rozwi¡zywania niektórych typów zada« konkurso-
wych.

Sªowa kluczowe: konkurs, kombinatoryka, algorytmika, logika.

1.Wst¦p

W dzisiejszych czasach na rynku pracy jest bardzo du»e zapotrzebowanie na osoby o wysoko rozwi-

ni¦tych umiej¦tno±ciach my±lenia w zakresie dziedzin, które tworz¡ podwaliny wspóªczesnej informatyki

(my±lenie kombinatoryczne, my±lenie algorytmiczne, my±lenie logiczne).

W 2013 roku w V Liceum Ogólnoksztaªc¡cym im. Klaudyny Potockiej w Poznaniu narodziª si¦ pomysª

pozytywnego dziaªania na rzecz dowarto±ciowania ksztaªcenia informatycznego w szkoªach na terenie

Wielkopolski w postaci opracowania i zorganizowania konkursu z pogranicza matematyki i informatyki,

skierowanego wtedy do uczniów szkóª gimnazjalnych.

Od roku szkolnego 2014/2015 konkurs Koala organizowany jest w dwóch kategoriach wiekowych.

W szczególno±ci, po uwzgl¦dnieniu zmian w systemie o±wiaty od roku 2019/2020 mamy dwie jego edycje:

� dla uczniów klas 7 i 8 szkóª podstawowych,

� dla uczniów szkóª ponadpodstawowych.

Od tego samego roku konkurs Koala odbywa si¦ te» na Dolnym �l¡sku [5], a zwyci¦zcy z obu regionów

ka»dego roku rywalizuj¡ w meczu mi¦dzyregionalnym Wielkopolska-Dolny �l¡sk.
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Od 2015 roku organizatorem konkursu obok V Liceum Ogólnoksztaªc¡cego jest Zakªad Matematyki

Dyskretnej na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza.

Od lat konkurs wspieraj¡ te» merytorycznie i organizacyjnie inne osoby (m.in. wykªadowca Wydziaªu

Informatyki i Telekomunikacji Politechniki Pozna«skiej) oraz Pozna«ski Oddziaª Polskiego Towarzystwa

Matematycznego.

Konkurs Koala ma na celu rozbudzanie i rozwijanie zainteresowa« mªodzie»y matematyk¡ i informa-

tyk¡. Zadania konkursowe maj¡ zach¦ca¢ do poszukiwania oryginalnych i efektywnych rozwi¡za«. Dodat-

kowo celem konkursu jest równie» doskonalenie umiej¦tno±ci pracy w grupie, dyskusji oraz prezentowania

wªasnych rozwi¡za« zada« i uzasadniania ich poprawno±ci.

Czytelnik niniejszego czasopisma z pewno±ci¡ nie ma w¡tpliwo±ci, i» my±lenie matematyczne polega

na czym± wi¦cej ni» na rachunkach. O roli rozwi¡zywania zada« w ksztaªtowaniu my±lenia matematycz-

nego wypowiadaªo si¦ wielu wybitnych matematyków i dydaktyków, m.in. George Pólya [3], Andrzej

Góralski [1], John Mason [2].

Staramy si¦, aby na zestawy zada« naszego konkursu skªadaªy si¦ ciekawe zadania z kombinatoryki,

algorytmiki i logiki � dziedzin, które tworz¡ podwaliny wspóªczesnej informatyki. Wiele z nich jest za-

daniami autorskimi, opracowanymi przez organizatorów konkursu. Na stronie internetowej konkursu [4]

znale¹¢ mo»na wi¦kszo±¢ zada« konkursowych. W przygotowaniu do konkursu mog¡ pomóc uczniom tak»e

zasoby dydaktyczne w stylu Computer Science Unplugged [6], [7].

Od kilku lat �nalistom konkursu Koala przysªuguj¡ punkty brane pod uwag¦ w post¦powaniu rekru-

tacyjnym do szkóª ±rednich, gdy jako szczególne osi¡gni¦cia s¡ wymienione na ±wiadectwie uko«czenia

szkoªy podstawowej.

W dalszej cz¦±ci artykuªu przedstawi¦ metody (strategie) przydatne podczas rozwi¡zywania niektórych

zada« konkursowych. Posªu»¦ si¦ zadaniami Turniej strzelecki oraz Aleja eukaliptusowa z �naªu 8. edycji

konkursu w wersji dla szkóª podstawowych.

2. Przykªad zadania z kombinatoryki � Turniej strzelecki

Tre±¢ zadania:

W pewnym turnieju strzeleckim tarcza zostaªa podzielona na pi¦¢ sektorów (Rysunek 1)

i pi¦¢ pier±cieni (Rysunek 2), co ostatecznie daje 25 pól.

Rysunek 1. Rysunek 2.

Do ka»dego pola zostaªa przypisana liczba punktów, które zawodnik dostaje, gdy w to pole

tra� (Rysunek 3).



O rozwi¡zywaniu zada« konkursu matematyczno-informatycznego Koala 39

Rysunek 3.

Zasady turnieju s¡ nast¦puj¡ce:

� Ka»dy zawodnik oddaje seri¦ 5 strzaªów i za ka»dym razem musi tra�¢ w tarcz¦.

� W ka»dy sektor mo»e tra�¢ tylko raz.

� W ka»dy pier±cie« mo»e tra�¢ tylko raz.

Naruszanie którejkolwiek z powy»szych zasad skutkuje przyznaniem zawodnikowi 0 pun-

ków za caª¡ seri¦.

� Za tra�enie w sam ±rodek tarczy lub w lini¦ pomi¦dzy polami przyznaje si¦ 0 punktów

(za strzaª).

� Wygrywa zawodnik z najwi¦ksz¡ liczb¡ punktów, czyli najwi¦ksz¡ sum¡ punktów uzy-

skanych za tra�enia w poszczególne pola.

Ile najwi¦cej punktów mo»e uzyska¢ zwyci¦zca? Ile jest ró»nych wyborów pól przez zawod-

nika, daj¡cych t¦ liczb¦ punktów?

Rozwi¡zanie:

Jak wida¢ na Rysunku 3, w pier±cieniu nr 1 (najbardziej zewn¦trzny) znajduj¡ si¦ liczby od 1 do 5,

w pier±cieniu 2 � od 6 do 10, w pier±cieniu 3 � od 11 do 15 itd.

Przez aij oznaczymy liczb¦ w pier±cieniu o numerze i oraz sektorze o numerze j, gdzie i, j = 1, 2, . . . , 5.

Je±li i jest liczb¡ nieparzyst¡, to mo»emy zapisa¢: aij = 5(i− 1) + j.

Je±li i jest liczb¡ parzyst¡, to mo»emy zapisa¢: aij = 5(i− 1) + (6− j).

Dla dowolnej permutacji j1, j2, j3, j4, j5 liczb 1, 2, 3, 4, 5 otrzymujemy:

a1j1 + a2j2 + a3j3 + ... + a5j5 = j1 + [5 + (6 − j2)] + (5 · 2 + j3) + [5 · 3 + (6 − j4)] + (5 · 4 + j5) =

5 · (1 + 2 + 3 + 4) + 2 · 6 + (j1 + j3 + j5) − (j2 + j4) = 5 · 10 + 12 + (j1 + j3 + j5) − (j2 + j4) =

50 + 12 + (j1 + j3 + j5)− (j2 + j4) = 62 + (j1 + j3 + j5)− (j2 + j4).

Suma ta ma najwi¦ksz¡ warto±¢, gdy j2 + j4 jest liczb¡ mo»liwie najmniejsz¡, to znaczy, gdy np. j2 = 1,

j4 = 2.

Wtedy maksymalna suma to 62 + (3 + 4 + 5)− (1 + 2) = 62 + 12− 3 = 71.

Ile jest ró»nych wyborów pi¦ciu liczb, daj¡cych t¦ najwi¦ksz¡ sum¦?
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� Liczba permutacji w zbiorze j1, j3, j5 jest równa 6 (pola: 5, 14, 23; 5, 13, 24; 4, 15, 23; 4, 13, 25;

3, 14, 25; 3, 15, 24).

� Liczba permutacji w zbiorze j2, j4 jest równa 2 (pola: 10, 19; 9, 20).

Najwi¦ksz¡ sum¦ mo»na otrzyma¢ z 6 · 2 = 12 ró»nych wyborów 5 pól na tarczy.

3. Przykªad zadania z algorytmiki � Aleja eukaliptusowa

Tre±¢ zadania:

Mi± koala przemieszcza si¦ z drzewa na drzewo w poszukiwaniu
drzewa o coraz wi¦kszej liczbie li±ci eukaliptusowych. Zakªadamy,
»e drzewa s¡ rozmieszczone jak na rysunku, a koala nie cofa si¦,
czyli w¦druje na poªudnie (jak to pokazuje strzaªka). Celem koali
jest odwiedzenie jak najwi¦kszej liczby drzew z pysznymi li±¢mi.

Które drzewo koala powinien wybra¢ jako pierwsze? Które drzewa
powinien wybiera¢ podczas w¦drówki? Odpowied¹ uzasadnij.

Rozwi¡zanie:

Najpierw ustalmy, o co w zadaniu chodzi, co mamy wyznaczy¢, okre±lmy wszyst-
kie warunki (s¡ napisane, ale musimy przetªumaczy¢ to na �nasze�).

Poszukiwanie drzew o coraz wi¦kszej liczbie li±ci powinni±my zinterpretowa¢ ma-
tematycznie jako zadanie polegaj¡ce na wybraniu z ci¡gu liczb (zapisanych na
rysunku jedna pod drug¡) takich liczb, które tworz¡ podci¡g rosn¡cy (oczywi±cie
bez zmiany ich pocz¡tkowej kolejno±ci). Celem koali jest odwiedzenie jak naj-
wi¦kszej liczby drzew, a wi¦c naszym celem jest znalezienie podci¡gu nie tylko
rosn¡cego, ale przy tym najdªu»szego.

Nietrudno zauwa»y¢, »e podci¡gów rosn¡cych dla ci¡gu liczb z naszego zadania
jest bardzo du»o. Sk¡d b¦dzie wiadomo, »e jaki± wybrany podci¡g rzeczywi±cie
b¦dzie tym najdªu»szym? W tym momencie musimy dobrze przemy±le¢ i zapla-
nowa¢ metod¦ poszukiwania tego podci¡gu i dopiero potem b¦dziemy w stanie
ustali¢ rozwi¡zanie.

Od czego zacz¡¢?
Spróbujmy zilustrowa¢ gra�cznie wszystkie mo»liwe podci¡gi rosn¡ce, które da
si¦ zbudowa¢ z liczb zapisanych na kilku pocz¡tkowych drzewach. Zobaczmy, jak
mógªby wygl¡da¢ przebieg rozwi¡zywania zadania, krok po kroku.
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Krok 1. Wybierzmy drzewo z 60 li±¢mi. Przyjmijmy, »e liczba 60 rozpoczyna jaki± podci¡g rosn¡cy.

Krok 2. Spójrzmy na drzewo z siedmioma li±¢mi. Liczby 7 nie doª¡czy-
my do liczby 60, bo 7 < 60. Liczba 7 mo»e natomiast rozpoczyna¢ inny
podci¡g rosn¡cy. Mamy zatem w tym momencie dwa podci¡gi jednoele-
mentowe.

Krok 3. Pojawia si¦ kolejne drzewo, tym razem z 19 li±¢mi. Liczby 19 nie
doª¡czymy do 60, ale do 7 doª¡czy¢ mo»emy i powstanie podci¡g (7, 19).
Mamy te» trzeci¡ mo»liwo±¢: 19 jako pierwszy element innego podci¡gu.

Ale czy ma sens bra¢ pod uwag¦ nowy podci¡g rozpoczynaj¡cy si¦ od 19,
skoro wcze±niej na drzewach wyst¡piªy ju» liczby mniejsze od 19 i liczba
19 mo»e by¢ drugim elementem wcze±niej rozpocz¦tego podci¡gu?

Poniewa» szukamy podci¡gu najdªu»szego, zrezygnujemy z rozpoczynania
kolejnego podci¡gu, o ile mamy mo»liwo±¢ przedªu»enia ci¡gu ju» istniej¡-
cego. W konsekwencji zostaniemy przy nast¦puj¡cych dwóch podci¡gach:
jednoelementowym i dwuelementowym (jak na rysunku z prawej).

Krok 4. Dla liczby 65 z kolejnego drzewa, bior¡c pod uwag¦ ustalenia
odnotowane w kroku 3, mo»na utworzy¢ dwa podci¡gi (jak na rysunku
z lewej).

Liczba 65 mogªaby by¢ tak»e drugim elementem podci¡gu postaci (7, 65),
ale t¦ propozycj¦ odrzucimy, poniewa» korzystniejsze jest, aby koala wy-
braª trójelementowy drugi podci¡g.

Krok 5. Tym razem patrzymy na drzewo z 18 li±¢mi. Liczba 18 mo»e
rozpoczyna¢ nowy podci¡g. Mo»e te» by¢ doª¡czona do ci¡gu rozpocz¦tego
liczb¡ 7 w kroku 2, ale wtedy liczby 19 i 65 nie mog¡ wchodzi¢ w skªad
takiego podci¡gu, czyli tworzymy podci¡g (7, 18).

Analogicznie, jak w kroku 3, zrezygnujemy z tworzenia podci¡gu rozpo-
czynaj¡cego si¦ liczb¡ 18, poniewa» ta liczba mo»e by¢ ulokowana na dru-
giej pozycji w podci¡gu (7, 18). Zostajemy przy ukªadzie podci¡gów jak
na rysunku z prawej. Te ukªady b¦d¡ punktem wyj±cia do znajdowania
podci¡gów dªu»szych.

Krok 6. A gdzie umie±ci¢ liczb¦ z kolejnego drzewa, które ma 27 li±ci?
Po 19, po 18, a mo»e rozpocz¡¢ nowy podci¡g?

Gdyby±my dalej post¦powali w podobny sposób, jak ten opisany w krokach od 1 do 5, to w ko«cu

otrzymaliby±my rozwi¡zanie. Ale dªuga droga przed nami. . . i ªatwo si¦ pomyli¢.
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Spróbujmy nieco upro±ci¢ zapis kolejnych etapów rozwi¡zywania zadania i jednocze±nie przedstawimy

przykªad rozumowania, które zawiera przekonuj¡ce uzasadnienie poprawno±ci rozwi¡zania.

Posªu»ymy si¦ tabelk¡, w której w sposób systematyczny b¦dziemy gromadzi¢ informacje o podci¡gach

rosn¡cych, które da si¦ utworzy¢ po rozpatrzeniu kolejnych liczb ci¡gu.

Dla pi¦ciu pocz¡tkowych elementów ci¡gu, czyli podci¡gu (60, 7, 19, 65 i 18), zgromadzone informacje

przedstawimy tak:

W kolumnie oznaczonej dan¡ liczb¡ m przechowujemy informacj¦ o pozycji, na której znajduje si¦ roz-

patrywana w danym momencie liczba oryginalnego ci¡gu (wskazana w wierszu opisanym dan¡ liczb¡ n)

w najdªu»szym do tej pory znalezionym podci¡gu rosn¡cym, w którym ta liczba wyst¦puje.

Opiszemy teraz metod¦ umieszczania kolejnych elementów w tabeli. Przypu±¢my, »e umie±cili±my

w niej ju» n− 1 elementów ci¡gu i chcemy umie±ci¢ w niej n-ty wyraz. Ten wyraz umie±cimy w kolumnie

o numerze m, je±li speªnione s¡ dwa warunki:

W1: w kolumnie o numerze m−1 znajduje si¦ co najmniej jeden element ci¡gu mniejszy od wyrazu

n-tego.

W2: wyraz n-ty jest mniejszy b¡d¹ równy od wszystkich wyrazów znajduj¡cych si¦ dotychczas

w kolumnie m-tej lub w tej kolumnie nie ma na razie »adnych liczb.

Je±li »adna z kolumn o numerach m >= 2 nie speªnia obu warunków, to wyraz n-ty umieszczamy

w kolumnie m = 1.

Mo»na zauwa»y¢, »e:

� speªnienie warunku W1 zapewnia przedªu»enie podci¡gu rosn¡cego.

� speªnienie warunku W2 gwarantuje, »e kolejne elementy podci¡gów rosn¡cych b¦d¡ znajdowa-

ªy si¦ w kolejnych kolumnach tabeli, przez co ªatwo okre±limy dªugo±¢ najdªu»szego rosn¡cego

podci¡gu, ko«cz¡cego si¦ n-tym elementem ci¡gu.

Przeanalizujmy proces umieszczania w tabeli szóstego elementu ci¡gu.

Którym elementem w mo»liwie najdªu»szym podci¡gu rosn¡cym b¦dzie 27? Wyznaczmy zatem m.

Czy m mo»e by¢ równe 4? Nie, poniewa» warunek W1 nie jest speªniony (w kolumnie o numerze

3 nie ma ani jednego elementu mniejszego od elementu 27).

Czy m mo»e by¢ równe 3? Tak, poniewa» warunki W1 i W2 s¡ speªnione (w kolumnie o numerze

2 znajduj¡ si¦ elementy 19 i 18, które s¡ mniejsze od 27 i jednocze±nie liczba 27 jest mniejsza od

wszystkich wyrazów znajduj¡cych si¦ obecnie w kolumnie numer 3).
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Po wpisaniu szóstego elementu ci¡gu na odpowiedniej pozycji, tabela przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

Rozpatrzmy siódmy element ci¡gu.

Którym elementem w mo»liwie najdªu»szym podci¡gu rosn¡cym b¦dzie 64? Dla rozpatrywanego

wyrazu wyznaczmy m.

Czy m mo»e by¢ równe 4? Tym razem tak.

Warunek W1 jest speªniony � w kolumnie o numerze 3 znajduje si¦ element 27, który jest mniejszy

od rozpatrywanego elementu 64.

Warunek W2 tak»e jest speªniony � w kolumnie numer 4 nie ma »adnych liczb.

Po umieszczeniu siódmego elementu ci¡gu na odpowiedniej pozycji w tabeli, przyjmuje ona nast¦puj¡c¡

posta¢:

Dalej kontynuujemy wypeªnianie tabeli. Po kolei dla ka»dego kolejnego (a» do trzydziestego) n-tego

elementu ci¡gu wyznaczymy liczb¦ m, która informowa¢ b¦dzie nas, którym elementem mo»liwie naj-

dªu»szego podci¡gu rosn¡cego (utworzonego z elementów ci¡gu od pierwszego do n-tego) mo»e by¢ ten

n-ty element ci¡gu.
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Efekt pracy przedstawiamy poni»ej:

Warto dopowiedzie¢, »e opisana wy»ej strategia rozwi¡zywania zada« jest nazywana czasami progra-

mowaniem dynamicznym.

Odczytujemy z tabelki, »e dªugo±¢ najdªu»szego podci¡gu rosn¡cego w naszym zadaniu wynosi 9, gdy»

najwi¦ksze m, które otrzymali±my w trakcie wypeªniania tabeli to 9.

Podci¡g rosn¡cy o maksymalnej dªugo±ci mo»emy wyznaczy¢, zaczynaj¡c od ostatniego wyrazu (znaj-

duj¡cego si¦ w kolumnie m = 9) i przechodz¡c tabel¦ w gór¦ w lewo (jak po schodkach). W ka»dym kroku

wyznaczania szukanego podci¡gu t¡ metod¡ nale»y wybiera¢ elementy coraz mniejsze o coraz mniejszych

numerach n z kolumn kolejno o numerach 9, 8, 7, ...1, nie pomijaj¡c »adnej.
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Które z drzew koala powinien wybra¢ jako pierwsze? Odpowied¹ brzmi: drugie lub ósme. Dlaczego

pierwsze drzewo nie? Poniewa» w drugiej kolumnie nie ma liczby, która byªaby wi¦ksza od 60 i mniejsza

od 65.

Które drzewa powinien wybiera¢ podczas kolejnych dni w¦drówki? Jest wiele rozwi¡za«, przykªadowy

wybór zaznaczono kolorem szarym w tabeli: (7, 18, 25, 26, 35, 42, 59, 70, 87).

Zadanie zostaªo w peªni rozwi¡zane.

Mo»emy dodatkowo narysowa¢ diagram przedstawiaj¡cy wszystkie mo»liwe podci¡gi rosn¡ce dªugo-

±ci 9.

Uwaga: Ograniczenie si¦ do wskazania przykªadowego podci¡gu rosn¡cego o dªugo±ci 9 nie jest peªnym

rozwi¡zaniem zadania. Jest to tylko uzasadnienie, »e istnieje co najmniej jeden podci¡g rosn¡cy o dªugo±ci

co najmniej 9.

4. Ocenianie rozwi¡za«

Przy ocenianiu rozwi¡za« zada« (w II etapie konkursu oraz w �nale) stosujemy ocenianie holistyczne

(caªo±ciowe), rozszerzone o pewne elementy charakterystyczne dla naszego konkursu (przyznawane s¡

dodatkowe punkty za rozwi¡zanie efektywne, poprawne pod wzgl¦dem j¦zykowym).

Dlaczego ocenianie holistyczne? Takie podej±cie zakªada przyj¦cie poziomów wykonania zadania. Oce-

niane s¡: pokonanie zasadniczej trudno±ci zadania oraz kolejne czynno±ci prowadz¡ce do peªnego rozwi¡-

zania zadania. Dopuszczamy ró»ne dobre, poprawne rozwi¡zania, tak»e takie, których nie przewidzieli±my.

Interesuje nas, w jaki sposób, poprawny pod wzgl¦dem metodologicznym, ucze« doszedª do swoich wnio-

sków.
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