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Uwagi o ewolucji poj¦cia ci¡gªo±ci

Streszczenie. Poj¦cie funkcji ci¡gªej a ogólniej ci¡gªo±ci le»y u podstaw analizy matematycznej.
W tym artykule przestawimy krótko kilka uwag natury historycznej o ewolucji de�nicji ci¡gªo±ci
funkcji. Czytelników bardziej zainteresowanych tym zagadnieniem zach¦camy do zapoznania si¦
z zaª¡czon¡ literatur¡ a w szczególno±ci pozycjami [2], [4], [7], [12] mimo, »e nie we wszystkich
pracach autorzy maj¡ podobne pogl¡dy.
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1.Wst¦p

Poj¦cia granicy i ci¡gªo±ci funkcji s¡ podstawowymi narz¦dziami analizy matematycznej, sªu»¡cymi

do badania funkcji. W artykule b¦dziemy rozpatrywali tylko funkcje rzeczywiste jednej zmiennej tj. funk-

cje f : D → R, gdzie D ⊆ R. Student pierwszego roku matematyki poznaje dwie de�nicje ci¡gªo±ci

Cauchy'ego � nazywan¡ otoczeniow¡ lub inaczej ze wzgl¦du na powszechnie u»ywane oznaczenia ε, δ

oraz de�nicj¦ Heinego � tzw. ci¡gow¡. S¡ one sobie równowa»ne przy zaªo»eniu pewnej sªabej wersji

aksjomatu wyboru.

Idee prowadz¡ce do poj¦cia granicy i ci¡gªo±ci byªy znane ju» w staro»ytno±ci, z tamtej epoki zachowa-

ªy si¦ prace Arystotelesa [1], [9] w których u»ywaª poj¦cia niesko«czenie maªej zmiany i analizowaª skutki

jej przetwarzania. Metoda niesko«czenie maªych legªa u podstaw rozwoju matematyki w XVII i XVIII

stuleciu, gdzie chocia» formalnie niewypowiedziana byªa u»ywana intuicyjnie przez Fermata, Newtona,

Bernoulliego i innych, b¦d¡c narz¦dziem do stworzenia rachunku ró»niczkowego i caªkowego. D'Alembert

widziaª jednak brak ±cisªo±ci w tych rozumowaniach i przy pracach nad Encyklopedi¡ [10] postulowaª

o bardziej rygorystyczne podej±cie do podstaw mechaniki [3], [7], a co si¦ z tym wi¡»e matematyki. For-

malne de�nicje ci¡gªo±ci byªy dane dopiero w XIX wieku, gdy popularne staªo si¦ poj¦cie funkcji, jej

dziedziny i powi¡zanie zapisu symbolicznego funkcji z jej wykresem. W pracy nie omawiany oddzielnie

poj¦cia granicy funkcji ale czytelnik bez w¡tpienia dostrze»e miejsca gdzie de�nicja ci¡gªo±ci jest powi¡-

zana z faktem, »e funkcja jest ci¡gªa w danym punkcie gdy jej warto±¢ i granica w tym punkcie s¡ sobie

równe.
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2. De�nicje ci¡gªo±ci

Najªatwiejsza do zrozumienia jest de�nicja intuicyjna.

De�nicja 1 (Intuicyjna, niepoprawna). Funkcja jest ci¡gªa, gdy jej wykres mo»na narysowa¢ bez

odrywania oªówka od papieru.

Niestety taka de�nicja mimo, »e obrazowa nie jest u»yteczna, a tak naprawd¦ jest niezgodna z wªa±ciw¡

ide¡ matematyczn¡ opisan¡ przez pó¹niejsze de�nicje formalne.

W 1817 roku B. Bolzano w pracy Rein analytischer Beweis sformuªowaª de�nicj¦ b¦d¡c¡ prekursorem

wspóªczesnej de�nicji otoczeniowej.

De�nicja 2 (Bolzano). Funkcja f jest ci¡gªa dla wszystkich warto±ci x z pewnego przedziaªu, gdy dla

dowolnego x mo»emy uczyni¢ ró»nic¦ f(x+ω)−f(x) dowolnie maª¡, dobieraj¡c odpowiednio maª¡ warto±¢

ω.

Dosªowne cytowanie tej oraz nast¦pnej de�nicji znajduje si¦ w [2], 3.2. Obie de�nicje sformuªowali±my

wspóªczesnym j¦zykiem. De�nicja Bolzano nie zostaªa powszechnie przyj¦t¡, co wi¡zaªo sie z ograniczo-

nym zasi¦giem jego pracy.

W 1821 roku A. Cauchy w podr¦czniku Cours d'Analyse przedstawia dwie de�nicje ci¡gªo±ci, pierwsz¡

zbli»on¡ do de�nicji Bolzano (podobn¡ ju» sformuªowaª w swoich notatkach w 1817 roku, cho¢ wspóª-

cze±nie jest pos¡dzany o plagiat z notatek Bolzano) i drug¡, która u»ywaªa j¦zyka niesko«czenie maªych

i w pewnym sensie precyzowaªa intuicje poprzedników.

De�nicja 3 (Cauchy'ego, wersja z niesko«czenie maªymi). Funkcja f jest ci¡gªa dla wszystkich

warto±ci w pewnym przedziale, gdy w dowolnym punkcie niesko«czenie maªa zmiana argumentu powoduje

niesko«czenie maª¡ zmian¦ warto±ci funkcji.

Powy»sza de�nicja u»ywa niedookre±lonego poj¦cia niesko«czenie maªej, ale przez kilkadziesi¡t lat byªa

u»ytecznym narz¦dziem matematyków, a znacznie dªu»ej �zyków i in»ynierów. Wi¡zaªo si¦ to z ogromn¡

popularno±ci¡ podr¦cznika Cours d'Analyse, w którym Cauchy zawarª w sposób usystematyzowany prawie

caªo±¢ ówczesnej wiedzy z przedmiotu.

W latach 50' XIX wieku K. Weierstrass pracowaª na Uniwersytecie Berli«skim i tam w czasie wykªa-

dów wprowadziª notacj¦ ε, δ jednocze±nie precyzyjnie de�niuj¡c ci¡gªo±¢, bez odwoªa« do niesko«czenie

maªych. Nie opublikowaª on swoich notatek, ale w 1861 jego student H. A. Schwarz zapisaª starannie cykl

jego wykªadów. Zapiski Schwarza zostaªy odnalezione 1972 r. [12] i opublikowane przez P. Dugaca [5].

De�nicja 4 (Weierstrassa, wspóªczesna notacja, w literaturze zwyczajowo nazywana de�nicj¡

Cauchy'ego). Funkcja f jest ci¡gªa w przedziale (a,b), gdy∧
x0∈(a,b)

∧
ε>0

∨
δ>0

∧
x∈(a,b)

|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε.

Zgoªa inne podej±cie do granicy funkcji i zarazem jej ci¡gªo±ci zaprezentowaª H. E. Heine w 1872

roku w pracy [8] w której odmienne sformuªowanie de�nicji granicy byªo tylko uzupeªnieniem innych

bada«. Nowa de�nicja mimo, »e sformuªowana w j¦zyku ci¡gów i ich zbie»no±ci jest równowa»na de�nicji
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Weierstrassa (przy zaªo»eniu pewnej sªabej wersji aksjomatu wyboru). W wielu wypadkach posªu»enie

si¦ de�nicj¡ Heinego znacz¡co upraszcza rozumowanie.

De�nicja 5 (Heinego). Funkcja f jest ci¡gªa w przedziale (a,b), gdy dla dowolnego punktu x tego

przedziaªu mamy: dla dowolnego ci¡gu xn zbie»nego do x, ci¡g warto±ci f(xn) jest zbie»ny do f(x).

Wspóªczesny matematyk w swojej pracy mo»e swobodnie wybiera¢ mi¦dzy obiema de�nicjami, nie

obawiaj¡c si¦ o brak precyzji w swojej pracy.

Nasuwa si¦ jednak pytanie a co z niesko«czenie maªymi? Czy jest to ju» tylko historia? W roku

1966 A. Robinson w [11] przedstawiª teori¦ analizy niestandardowej na zbiorze liczb hiperrzeczywistych,

zawieraj¡cym realnie niesko«czenie maªe i niesko«czenie wielkie w sensie podobnym jak u klasyków

matematyki, jednak starannie skonstruowane w oparciu o teori¦ mnogo±ci. Analiza niestandardowa nie

znalazªa si¦ jednak w gªównym nurcie bada« matematycznych.

Powstaªa na pocz¡tku XX wieku topologia ogólna uogólniªa wiele poj¦¢ analizy klasycznej cz¦sto za-

skakuj¡c precyzyjnymi i lapidarnymi de�nicjami i twierdzeniami. Podstawowym poj¦ciem topologii jest

poj¦cie zbioru otwartego ( [6]) (znane oczywi±cie tak»e z badania podzbiorów na prostej R) i w tych ter-

minach mo»na poda¢ sformuªowan¡ przez Hausdor�a najbardziej uniwersaln¡ de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji.

De�nicja 6 (Topologiczna). Funkcja f : X → Y gdzie X, Y s¡ przestrzeniami topologicznymi jest

ci¡gªa, gdy przeciwobraz ka»dego zbioru otwartego w Y jest podzbiorem otwartym w X.
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