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Fraktale i ich zastosowania

Streszczenie. Artykuª ten ma na celu wyja±nienie czym wªa±ciwie s¡ fraktale i jak cz¦sto
mo»na je spotka¢ w otaczaj¡cym nas ±wiecie. Praca prezentuje, jak pozornie bezu»yteczne obiekty
geometryczne nazywane fraktalami, wykorzystuje si¦ we wspóªczesnej nauce oraz innych dziedzi-
nach »ycia.

Sªowa kluczowe: fraktal, geometria fraktalna, obiekty fraktalopodobne, wymiar fraktalny.

1.Wst¦p

Zapewne cz¦±¢ z Czytelników spotkaªa si¦ ju» z poj¦ciem fraktali, czy to na lekcji matematyki, in-
formatyki, czy w jakim± artykule na stronie internetowej. W wi¦kszo±ci przypadków fraktale byªy nam
przedstawione jako pi¦knie wygl¡daj¡ce gra�ki, nie b¦d¡ce niczym wi¦cej tylko ciekawostk¡ matematycz-
n¡. Poni»szy artykuª ma na celu przybli»enie poj¦cia fraktala oraz przedstawienie wykorzystania fraktali
we wspóªczesnym ±wiecie.

W pierwszej cz¦±ci artykuªu zostan¡ przedstawione podstawowe poj¦cia takie jak fraktal, czy wymiar
fraktalny. W dalszej cz¦±ci opisane zostan¡ wybrane fraktale, za± ko«cowa cz¦±¢ artykuªu po±wi¦cona
zostanie przedstawieniu kilku zastosowa« fraktali. Wi¦cej informacji na temat fraktali znale¹¢ mo»na
w [1,5, 6, 8].

2. Fraktal � co to jest?

Pierwsz¡ prób¦ opisania i nazwania fraktali podj¡ª Benoît Mandelbrot w 1967 roku w pracy �Jaka jest
dªugo±¢ wybrze»a Wielkiej Brytanii? Statystyczne samopodobie«stwo i wymiar uªamkowy�. Opracowanie
to, jak te» kolejne publikacje dotycz¡ce fraktali oraz wymiaru fraktalnego u±wiadomiªy innym naukowcom,
»e fraktale to nie tylko ciekawostka naukowa, ale tak»e sposób na postrzeganie i rozumienie zjawisk
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dziej¡cych si¦ wokóª nas. To wªa±nie Mandelbrot jako pierwszy sformuªowaª de�nicj¦ fraktala, któr¡
poni»ej przytoczymy:

De�nicja fraktala (Mandelbrot)

Fraktalem nazywamy zbiór, którego tzw. wymiar fraktalny (wymiar Haussdorfa-Besicovitcha) jest
wi¦kszy od wymiaru topologicznego.

�eby w peªni zrozumie¢ powy»sz¡ de�nicj¦ nale»aªoby zapozna¢ si¦ z gaª¦zi¡ matematyki zwan¡
topologi¡. Z dziedzin¡ t¡ studenci matematyki zapoznawani s¡ w ramach studiów dopiero na pó¹niejszych
latach. Poniewa» niniejszy artykuª skierowany jest nie tylko do studentów matematyki (a mo»e przede
wszystkim do osób, które matematyki nie studiowaªy, b¡d¹ nie studiuj¡), wi¦c pozwolimy sobie pomin¡¢
poj¦cie wymiaru topologicznego. Zainteresowanych Czytelników odsyªamy do [3]. Spróbujemy natomiast
przedstawi¢ poj¦cie fraktala w sposób jak najbardziej przyst¦pny.

Fraktale to obiekty geometryczne, które mog¡ by¢ samopodobne i s¡ niesko«czenie zªo»one. W przy-
padku fraktali samopodobnych (w pracy skupimy si¦ gªównie na tego typu fraktalach), oznacza to, »e ich
mniejsze fragmenty przypominaj¡ caªo±¢ obiektu. Tak¡ wªa±ciwo±¢ mo»na dostrzec w przyrodzie, dla przy-
kªadu kala�or. Tworz¡ go wi¡zki jego kwiatów, które przypominaj¡ caªo±¢ kala�ora, ale tak»e skªadaj¡
si¦ z coraz mniejszych wi¡zek kwiatów przypominaj¡cych pomniejszon¡ caªo±¢ kala�ora. Innym przy-
kªadem mog¡ by¢ drzewa, których gaª¦zie przypominaj¡ struktur¡ ich caªo±¢. Obiekty fraktalopodobne
mo»na spotka¢ w otaczaj¡cym nas ±wiecie od wielu lat. Mimo tego, fraktale s¡ na tyle skomplikowanymi
strukturami, »e nie posiadaj¡ swojej prostej de�nicji. Na ten moment matematycy proponuj¡ okre±la¢
fraktale jako zbiory charakteryzuj¡ce si¦: nietrywialn¡ struktur¡ w ka»dej skali, budow¡ nie daj¡c¡ si¦
prosto opisa¢ j¦zykiem geometrii euklidesowej.

Wymiar fraktalny, o którym wspomniano w poprzednim akapicie, jest sposobem na okre±lenie mia-
ry fraktala. Jest on uogólnieniem wymiaru euklidesowego i obrazuje on w jakim stopniu dany obiekt
geometryczny wypeªnia przestrze«. W przypadku fraktali samopodobnych mo»emy zde�niowa¢ poj¦cie
wymiaru samopodobie«stwa:

Wf =
ln p

ln k
, (1)

gdzie Wf to wymiar samopodobie«stwa, p - liczba kopii pocz¡tkowej �gury, k - odwrotno±¢ skali podo-
bie«stwa do pocz¡tkowej �gury.

Przykªadem ilustruj¡cym zastosowanie powy»szego wzoru jest obliczenie wymiaru samopodobie«stwa
dla zbioru Cantora, nazwanego tak od nazwiska niemieckiego matematyka Gregora Cantora, który opisaª
ten szczególny obiekt geometryczny w 1883 roku. Zbiór Cantora tworzymy poprzez podzielenie odcinka
na 3 cz¦±ci, usuni¦cie ±rodkowej cz¦±ci i powtórzeniu poprzednich kroków dla nowo powstaªych odcinków.
Na rysunku 1 przedstawiony zostaª zbiór Cantora dla pi¦ciu pocz¡tkowych iteracji. Wymiar samopodo-
bie«stwa dla zbioru Cantora wynosi Wf = ln 2

ln 3 ≈ 0,309. Te liczby nie s¡ przypadkowe, w pierwszym kroku
powstaj¡ dwie kopie pocz¡tkowego odcinka, a ka»dy nast¦pny odcinek zmniejsza si¦ 3 razy w porówna-
niu do tego z poprzedniego kroku. Wymiar fraktalny dla tego fraktala ma warto±¢ mniejsz¡ od jedynki,
wynika z tego, »e w granicy nie b¦dzie ju» odcinków, a jedynie bezwymiarowe punkty. Wymiar fraktala
mo»emy interpretowa¢ jako stopie« wypeªnienia przestrzeni, w której jest osadzony.
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Rysunek 1. Zbiór Cantora po iteracji i = 0, 1, 2, 3, 4 (patrz¡c od doªu rysunku)

Policzmy teraz wymiar samopodobie«stwa kwadratu, który fraktalem nie jest. Podzielmy kwadrat na
cztery mniejsze kwadraty. Ka»dy z mniejszych kwadratów jest podobny do wyj±ciowego w skali k′ = 1

2

(zobacz rysunek 2). W wyniku podziaªu powstaj¡ p = 4 takie kwadraty. St¡d otrzymujemy:

Wf =
ln 4

ln 2
= log2 4 = 2.

Wymiar fraktalny kwadratu wyniósª 2 i jest równy jego wymiarowi topologicznemu.

Rysunek 2. Podziaª kwadratu na cztery równe cz¦±ci
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3. Przykªady wybranych fraktali

Rozdziaª ten po±wi¦cimy zaprezentowaniu i opisaniu przykªadów wybranych fraktali.

3.1. Dywan Sierpi«skiego

Dywan Sierpi«skiego jest jednym z dwóch obiektów geometrii fraktalnej, które wymy±liª polski ma-
tematyk � Wacªaw Sierpi«ski. Przy okazji tego fraktala wspomnijmy kilka sªów o jego Autorze. Wacªaw
Sierpi«ski (1882�1969) byª wybitnym polskim matematykiem, który w szczególno±ci upodobaª sobie na-
st¦puj¡ce dziedziny matematyki: teori¦ mnogo±ci � zajmowaªa si¦ ona zagadnieniem niesko«czono±ci �
oraz teori¦ liczb � zajmowaªa si¦ badaniem wªa±ciwo±ci liczb. Zainteresowaª t¡ tematyk¡ innych pol-
skich matematyków, dzi¦ki czemu w okresie mi¦dzywojennym skupili si¦ na badaniu teorii mnogo±ci i jej
zastosowa«. Tak wielkie zainteresowanie teori¡ mnogo±ci zaowocowaªo powstaniem pierwszego specjali-
stycznego czasopisma matematycznego �Fundamenta Mathematica�, którego Sierpi«ski byª wspóªtwórc¡.
Autorzy publikuj¡cy w czasopi±mie, w tym Sierpi«ski, stali si¦ przedstawicielami warszawskiej szkoªy
matematycznej. Natomiast dzi¦ki swojemu zainteresowaniu teori¡ liczb Wacªaw Sierpi«ski znacz¡co przy-
czyniª si¦ do zªamania szyfru bolszewików podczas wojny polsko bolszewickiej. Sam matematyk podczas
swojego »ycia opublikowaª ponad 700 prac naukowych i okoªo 30 ksi¡»ek opisuj¡cych ró»ne zagadnienia
matematyczne.

Dywan Sierpi«skiego otrzymuje si¦ z kwadratu - dzieli si¦ go na dziewi¦¢ identycznych, mniejszych
kwadratów (w skali k′ = 1

3 do wyj±ciowego kwadratu), a nast¦pnie usuwa si¦ ±rodkow¡ cz¦±¢ bez brze-
gów. Dalej powtarza poprzednie czynno±ci rekurencyjnie na ka»dym z o±miu pozostaªych kwadratów.
Na rysunku 3 przedstawiony zostaª dywan Sierpi«skiego dla iteracji i = 0, 1, 2, 3, 4.

Rysunek 3. Dywan Sierpi«skiego dla iteracji i = 0, 1, 2, 3, 4

Mo»emy zauwa»y¢, »e w wyniku podziaªu wyj±ciowego kwadratu na dziewi¦¢ mniejszych kwadratów
oraz usuni¦ciu kwadratu ±rodkowego (bez brzegu), otrzymamy zbiór, który zawiera w sobie osiem mniej-
szych kwadratów (p = 8), a ka»dy z nich jest podobny do wyj±ciowego w skali k′ = 1

3 . St¡d wymiar
samopodobie«stwa dywanu Sierpi«skiego wynosi Wf = ln 8

ln 3 ≈ 1,8928. Przykªad ten pokazuje, »e wy-
miar fraktalny nie musi by¢ liczb¡ mniejsz¡ od 1, za± kolejne zbiory nie musz¡ d¡»y¢ do bezwymiarowej
struktury (w przeciwie«stwie do poprzedniego przykªadu � zbioru Cantora).

3.2. Trójk¡t Sierpi«skiego

To jeden z bardziej znanych fraktali. Stworzyª go wcze±niej ju» wspomniany polski matematyk Wa-
cªaw Sierpi«ski w 1915 roku. Ciekawym jest fakt, »e Sierpi«ski stworzyª ten zbiór na dªugo przed powsta-
niem poj¦cia fraktala. Struktura tego obiektu geometrii fraktalnej opiera si¦ na trójk¡cie równobocznym.
W trójk¡cie takim wyznacza si¦ ±rodki boków i ª¡czy je odcinkami. Dzi¦ki temu powstaj¡ 4 mniejsze
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trójk¡ty przystaj¡ce do siebie i podobne do pierwowzoru. W nast¦pnym kroku nale»y usun¡¢ ±rodkowy
trójk¡t bez brzegów i powtórzy¢ poprzednie czynno±ci z pozostaªymi trójk¡tami. Wymiar samopodobie«-
stwa trójk¡ta Sierpi«skiego wynosi Wf = ln 3

ln 2 ≈ 1,585. Rysunek 4 przedstawia kolejne etapy tworzenia
trójk¡ta Sierpi«skiego dla i = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Rysunek 4. Trójk¡t Sierpi«skiego dla iteracji i = 0, 1, 2, 3, 4, 5

Fraktal ten ma tak»e ciekaw¡ wªa±ciwo±¢: mo»na go utworzy¢ z trójk¡ta Pascala, koloruj¡c liczby
nieparzyste innym kolorem ni» parzyste (zobacz rysunek 5). Oczywi±cie rysunek 5 przedstawia tylko
fragment niesko«czonej struktury.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1

1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

Rysunek 5. Trójk¡t Sierpi«skiego utworzony na bazie trójk¡ta Pascala
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3.3. Krzywa Kocha

Kolejnym przykªadem fraktala jest krzywa Kocha. Jest to krzywa fraktalna, która jest niesko«czenie
dªuga. Mimo to mo»na narysowa¢ pewne jej przybli»enie. Pierwszy raz zostaªa opisana przez Helgego
von Kocha w 1904 roku w pracy �Sur une courbe continue sans tangente obtenue par une construction
géométrique élémentaire�. Krzywa Kocha powstaje poprzez podzielenie odcinka na 3 równe cz¦±ci, usuni¦-
cie ±rodkowej cz¦±ci bez ko«ców i zast¡pienie jej dwoma identycznymi odcinkami nachylonymi do siebie
pod k¡tem 60◦, tak »eby razem z usuni¦tym wcze±niej odcinkiem tworzyªy trójk¡t równoboczny. Wymiar
fraktalny krzywej Kocha wynosi Wf = ln 4

ln 3 ≈ 1,261. Na poni»szym rysunku zaprezentowano pierwszych
sze±¢ kroków konstrukcji krzywej Kocha.

Rysunek 6. Krzywa Kocha dla iteracji i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

�¡cz¡c ze sob¡ trzy identyczne wycinki krzywej Kocha pod k¡tem 60◦ mo»na stworzy¢ obiekt przypomina-
j¡cy pªatek ±niegu. Z tego powodu taki obiekt geometryczny nazywany jest pªatkiem Kocha (rysunek 7).

Rysunek 7. Czwarty krok pªatka Kocha

3.4. Drzewo pitagorejskie

Fraktal ten skªada si¦ z kwadratów oraz trójk¡tów, a swoj¡ konstrukcj¦ opiera na twierdzeniu Pitago-
rasa. Swoim wygl¡dem przypomina drzewo, st¡d nazwa tego wyj¡tkowego tworu. Aby skonstruowa¢ taki
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obiekt nale»y zacz¡¢ od narysowania kwadratu. Nast¦pnie nale»y dorysowa¢ dowolny trójk¡t prostok¡tny,
którego przeciwprostok¡tn¡ b¦dzie bokiem poprzednio narysowanego kwadratu. W kolejnym kroku nale-
»y dorysowa¢ kwadraty oparte na bokach b¦d¡cych przyprostok¡tnymi trójk¡ta. Proces ten powtarzamy
z kolejnymi kwadratami. W przypadku, gdy do konstrukcji zastosujemy trójk¡t równoramienny, otrzy-
mane �drzewo� b¦dzie symetryczne. Gdyby przyj¡¢ natomiast trójk¡t prostok¡tny, ró»noboczny, wówczas
�drzewo� byªoby �pochylone�. Kolejne sze±¢ etapów konstrukcji drzewa pitagorejskiego (symetrycznego)
mo»na zobaczy¢ na rysunku 8. Rysunek 9 prezentuje za± drzewo pitagoresjkie w przypadku u»ycia trójk¡ta
ró»nobocznego.

Rysunek 8. Kolejne kroki konstrukcji symetrycznego drzewa pitagorejskiego

Rysunek 9. Drzewo pitagorejskie oparte na ró»nobocznym trójk¡cie prostok¡tnym. �ródªo: matematyczny-±wiat.pl

3.5. Zbiór Mandelbrota

Ten wyj¡tkowy twór zostaª odkryty w 1980 roku, czyli dwa lata przed publikacj¡ pracy Mandelbrota
pod tytuªem �The Fractal Geometry of Nature�. Mimo nazwy jak¡ mu nadano to nie Mandelbrot wymy-
±liª sposób konstrukcji tego zbioru. To»samo±¢ prawdziwego twórcy nie jest znana. Zanim przejdziemy
do opisu zbioru Mandelbrota, krótko wyja±nimy czym s¡ liczby zespolone (uwaga ta dotyczy¢ b¦dzie
Czytelników nie znaj¡cych tego zbioru liczb). Liczby zespolone mo»emy przedstawi¢ w postaci algebra-
icznej z = a+ bi, gdzie a, b ∈ R, za± i jest jednostk¡ urojon¡. Zbiór liczb zespolonych b¦dziemy oznacza¢
przez C. Liczba zespolona i posiada nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ i2 = −1 (co w przypadku liczb rzeczywistych
nie ma miejsca). Liczb¦ a nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡ liczby z i oznaczamy Rez, za± y nazywamy
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cz¦±ci¡ urojon¡ liczby z, co oznaczamy Imz. Zauwa»my, »e R ⊂ C (je»eli w postaci algebraicznej liczb
zespolonych z = a + bi przyj¡¢ b = 0, wówczas dostaniemy liczby rzeczywiste). Podsumowuj¡c, liczb¦
zespolon¡ z = a + bi mo»emy uto»samia¢ z uporz¡dkowan¡ par¡ liczb rzeczywistych (a, b), a co za tym
idzie zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie, zwanej pªaszczyzn¡ Gaussa, w postaci punktu. Wspóªrz¦dn¡ a zaznacza¢
b¦dziemy na osi poziomej, za± wspóªrz¦dn¡ b na osi pionowej. Dla przykªadu, na rysunku 10 zaznaczono
na pªaszczy¹nie Gaussa liczb¦ z = 1 + 2i.

z = 1 + 2i

-0.5 0.5 1.0 1.5
Re z

1

2

Im z

Rysunek 10. Pªaszczyzna Gaussa z zaznaczon¡ liczb¡ z = 1 + 2i

Po tym zwi¦zªym wprowadzeniu do zbioru liczb zespolonych, przejd¹my do przedstawienia zbioru
Mandelbrota (zwanego równie» »ukiem Mandelbrota). Jest to zbiór liczb zespolonych p, dla których
zde�niowany poni»ej ci¡g rekurencyjny: {

z0 = 0,

zn+1 = z2n + p,
(2)

nie jest rozbie»ny, tzn. limn→∞ zn 6= ∞. Zbiór Mandelbrota jest podzbiorem liczb zespolonych, zatem
zbiór ten b¦dzie rysowany na pªaszczy¹nie Gaussa (rysunek 11).

Jak si¦ okazuje to wªa±nie brzeg zbioru Mandelbrota jest fraktalem o wymiarze fraktalnym Wf = 2.
Dowód tego faktu mo»na znale¹¢ w [9].

3.6. Zbiór Julii

Zbiór Julii podobnie jak zbiór Mandelbrota jest podzbiorem pªaszczyzny zespolonej. Jego nazwa po-
chodzi od francuskiego matematyka Gastona Julii. Wypeªniony zbiór Julii tworz¡ punkty p, dla których
ci¡g opisany wzorem: {

z0 = p,

zn+1 = z2n + c,
(3)

nie d¡»y do niesko«czono±ci, gdzie c to liczba zespolona, która jest nazywana parametrem zbioru. Brzeg
wypeªnionego zbioru Julii nazywamy po prostu zbiorem Julii. W dalszej cz¦±ci artykuªu, dla uproszczenia,
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Rysunek 11. Zbiór Mandelbrota

b¦dziemy u»ywa¢ poj¦cia zbioru Julii. Wzór 3 jest bardzo podobny do wzoru de�niuj¡cego zbiór Man-
delbrota, ale teraz zamiast zmienia¢ warto±¢ dodawan¡ w ka»dym kroku ci¡gu, zmienia si¦ jego warto±¢
pocz¡tkow¡. Z racji konstrukcji wzoru na ci¡g i u»ycia w nim staªej c, mo»na zauwa»y¢, »e zbiór Julii
nie posiada staªego wygl¡du. Ciekaw¡ zale»no±ci¡ jest to, »e alternatywnie zbiór Mandelbrota de�niuje
si¦ jako punkty, które w rodzinie zbiorów Julii daj¡ zbiory spójne. Na rysunku 12 przedstawiony zostaª
zbiór Julii dla parametru c = −0,39− 0,59i.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.0
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0.0
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1.0

Rysunek 12. Zbiór Julii dla parametru c = −0,39− 0,59i
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4. Zastosowania fraktali

Fraktale dzi¦ki swoim wyj¡tkowym cechom znalazªy zastosowanie w wielu ró»nych dziedzinach »ycia.
Przykªadowo dzi¦ki fraktalom mo»emy bez ogranicze« korzysta¢ z telefonów komórkowych, praktycznie
ka»dy telefon jest dzisiaj wyposa»ony w anten¦ fraktaln¡. Polega to na tym, »e sama antena zamiast
standardowej prostej konstrukcji wykorzystuje ksztaªty pojawiaj¡ce si¦ w znanych nam fraktalach. Dzi¦-
ki temu antena skuteczniej wypeªnia przestrze« zajmowan¡ przez ni¡, a to zapewnia lepsz¡ transmisj¦
energii do fali radiowej. Ta wªa±ciwo±¢ jest bardzo przydatna, bo dzi¦ki temu antena fraktalna nadaje
sygnaª na du»o wi¦ksz¡ odlegªo±¢ ni» zwykªa antena tej samej wielko±ci. Inn¡ przewag¡ jak¡ mo»e po-
chwali¢ si¦ antena fraktalna jest to, »e zazwyczaj jest ona wielopasmowa. Jest to mo»liwe dzi¦ki cechom
samopodobie«stwa fraktali. Anteny fraktalne mog¡ si¦ tak»e poszczyci¢ w miar¦ prost¡ konstrukcj¡ oraz
tym, »e wªa±ciwo±ci anteny mo»na uzyska¢ za pomoc¡ jej konstrukcji, a nie poprzez dodawanie nowych
komponentów.

Rysunek 13. Schemat ideowy anteny fraktalnej Hilberta czwartego rz¦du. �ródªo: [10]

Bez geometrii fraktalnej równie» chodzenie do kina nie byªoby tak ekscytuj¡ce i zjawiskowe. To dzi¦ki
fraktalom mo»emy na ekranie zobaczy¢ realistyczne i pi¦kne krajobrazy jednej z planet w drugiej cz¦±ci
�lmu �Star Trek�, przera»aj¡cy huragan Grace z �Gniewu Oceanu�, czy realistycznie wygl¡daj¡ce wybu-
chy lawy podczas kultowej ju» sceny pojedynku Obi-Wana Kenobiego i Anakina Skywalkera z 3 cz¦±ci
�Gwiezdnych Wojen�. To wªa±nie fraktale pozwalaj¡ na tworzenie spektakularnych efektów specjalnych z
wykorzystaniem gra�ki komputerowej.

Fraktale znajduj¡ tak»e zastosowanie w kompresji obrazów. Kompresja fraktalna to system kompresji
stratnej, która bazuje na podobie«stwie ró»nych fragmentów danego obrazu. Pozwala to na zapisanie tylko
kilku elementów obrazu i przeksztaªce«, które trzeba b¦dzie wykona¢ po dekompresji obrazu. Niestety
metoda ta jest bardzo czasochªonna i z tego powodu jest rzadko stosowana. Niemniej jednak ten sposób
zapisu wielokrotnie przewy»sza kompresj¦ JPG.

Czasami równie» co±, co z pozoru wydaje si¦ by¢ chaotyczne i nieprzewidywalne, tak naprawd¦ mo»e
mie¢ wiele wspólnego z fraktalami. Dla przykªadu skoki notowa« gieªdowych, cho¢ pozornie wydaj¡ si¦
by¢ nieregularne, tak naprawd¦ w dªu»szym okresie czasu okazuj¡ si¦ posiada¢ cechy fraktali. Dzi¦ki
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Rysunek 14. Kadr z �lmu �Star Wars�. �ródªo: Wikipedia.org

zaobserwowaniu takich zale»no±ci opracowano narz¦dzia do analizy, a nawet prognozowania waha« cen
na gieªdzie. Dzi± analiza fraktalna jest jednym z podstawowych narz¦dzi wykorzystywanych do badania
gieªdy, zachowa« cen walut czy waha« cen.

Kolejnym przykªadem zastosowania fraktali jest badanie rytmu bicia serca czªowieka, tak zwanego
rytmu zatokowego. Otó» okazuje si¦, »e u zdrowego czªowieka czas pomi¦dzy uderzeniami serca minimal-
nie si¦ ró»ni. Nie s¡ to du»e ró»nice, natomiast je»eli przyjrze¢ si¦ wykresowi takich zmian w czasie mo»na
znale¹¢ cechy, które normalnie obserwuje si¦ w fraktalach. Ciekaw¡ obserwacj¡ jest fakt, »e w przypadku
ci¦»kich zaburze« rytmu serca lub w okresie poprzedzaj¡cym ust¡pienie funkcji »yciowych, uderzenia
serca nast¦puj¡ w idealnych odst¦pach czasu, a zmienno±¢ rytmu zatokowego nie zachowuje swoich cech
samopodobie«stwa dla osób przed zawaªem. Pierwszy zauwa»yª te zale»no±ci dr Ary Goldberger � profe-
sor medycyny na Uniwersytecie Medycznym Harwarda � dostrzegª on podobie«stwo ilustracji ªa«cucha
górskiego z pracy Mandelbrota �The fractal geometry of nature� i wykresu tachogramu (gra�cznym przed-
stawieniem zmienno±ci rytmu zatokowego w czasie). Byªo to znamienne odkrycie, poniewa» dzi¦ki temu
po raz pierwszy spostrze»ono, »e nie tylko struktury przestrzenne wykazuj¡ porz¡dek fraktalny. Wi¦cej
na ten temat mo»na znale¹¢ w artykuªach naukowych autorstwa Ary Goldbergera, np. w [4].

Jednym z najbardziej zaskakuj¡cych odkry¢ zwi¡zanych z geometri¡ fraktaln¡ byªo dostrze»enie struk-
tury fraktalnej w budowie wybitnych dzieª literatury. Zespóª zªo»ony z polskich informatyków, matematy-
ków, �zyków oraz literaturoznawców przeanalizowaª sto trzyna±cie utworów literatury w ró»nych j¦zykach
i z ró»nych epok. W±ród nich byªy dzieªa Dostojewskiego, Sienkiewicza, Tolkiena, Joyce'a, a tak»e Biblia
� jako jedyna nie analizowana w rodzimym j¦zyku. We wszystkich pozycjach znaleziono cechy samopodo-
bie«stwa pod wzgl¦dem organizacji dªugo±ci zda«. Naukowcy doszli do wniosku, »e fraktalno±¢ dzieª mo»e
mie¢ zwi¡zek z aktywno±ci¡ ludzkiego mózgu oraz jego interpretacj¡ rzeczywisto±ci. Literatura w ko«cu
jest pewnym �odbiciem� rzeczywisto±ci, a ta peªna jest struktur fraktalnych. Najwi¦kszy zachwyt w ze-
spole naukowców wzbudziª multifraktal powstaªy po analizie �Finneganów tren� Jamesa Joyce'a. Byªo to
o tyle niezwykªe, gdy» utwór ten nie opiera si¦ na klasycznej narracji, lecz na ci¡gu skojarze« pojawiaj¡-
cym si¦ w gªowie pisarza. Naukowcy uwa»aj¡, »e Joyce nie pisaª ksi¡»ki, a raczej j¡ konstruowaª w taki
sposób by przypominaªa d¹wi¦ki natury takie jak na przykªad szum rzeki, który to równie» ma struktur¦
fraktaln¡ [2].

Po wi¦cej interesuj¡cych informacji dotycz¡cych fraktali odsyªamy do artykuªów [7,11�13].
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