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O Archimedesie i jego niektórych odkryciach

Streszczenie. W artykule opisano burzliwe dzieje dokumentów zawieraj¡cych odkrycia Archi-
medesa, w szczególno±ci sªynnego Palimpsestu, a tak»e wybrane osi¡gni¦cia tego wielkiego uczo-
nego.
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Zamy±lony Archimedes
Domenico Fetti (1589 - 1623)1

Przynajmniej przez cz¦±¢ historyków nauki Archimedes jest uwa»any

za najwi¦kszego uczonego w dziejach ludzko±ci. Mo»na z tym po-

gl¡dem dyskutowa¢, bo nie ma uniwersalnej miary pozwalaj¡cej na

obiektywne oceny, ale pewne jest, »e jego prace przez okoªo dwa ty-

si¡ce lat miaªy istotny wpªyw na rozwój matematyki i �zyki. Jed-

nym z najwa»niejszych matematycznych osi¡gni¦¢ Archimedesa byªo

stworzenie idei rachunku niesko«czenie maªych oraz metody wyczer-

pywania, dzi¦ki którym podaª kompletne i ±cisªe dowody wielu wa»-

nych twierdze« z geometrii, i które prawie dwa tysi¡ce lat pó¹niej,

w XVII wieku, staªy si¦ fundamentem dla rachunku ró»niczkowego

i caªkowego, opracowanego niezale»nie przez I. Newtona i W. G. Le-

ibniza. Archimedes jako pierwszy zastosowaª matematyczne metody

do opisu zjawisk �zycznych, tym samym tworz¡c podstawy �zyki. Do

idei Archimedesa odwoªuje si¦ Galileusz w jednym ze swych najwy-

bitniejszych dzieª, Rozmowy i dowodzenia w zakresie dwóch nowych

umiej¦tno±ci, wydanym w 1638 roku. Wyrazem uznania dla dokona«

Archimedesa byªo okre±lenie jednego z najwybitniejszych matematy-

ków przeªomu XVII i XVIII w. Johanna Bernoulliego Archimedesem

jego czasów2. Warto wreszcie podkre±li¢, »e najwy»sze wyró»nienie, jakie mo»e otrzyma¢ matematyk,

Medal Fieldsa, ma na awersie wizerunek Archimedesa. Medal przyznawany jest raz na cztery lata przez

Mi¦dzynarodow¡ Uni¦ Matematyczn¡ najwybitniejszym matematykom, którzy nie osi¡gn¦li czterdzieste-

go roku »ycia.

1Zdj¦cie pobrane z Wikipedii: https://pl.wikipedia.org/wiki/Archimedes.
2Na grobie J. Bernoulliego znajduje si¦ inskrypcja �Archimedes jego wieku� [6].
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O »yciu Archimedesa wiadomo niewiele i jest to wiedza oparta gªównie na kilku anegdotycznych

opowie±ciach, odnosz¡cych si¦ do epizodycznych zdarze«, przytaczanych w odmiennych wersjach, czasem

mocno si¦ ró»ni¡cych. Taki charakter ma równie» przekaz o jego roli w obronie Syrakuz, obleganych

przez Rzymian, w czasie drugiej wojny punickiej. By¢ mo»e ich ¹ródªem jest biogra�a Archimedesa

napisana przez wspóªczesnego mu Herakleidesa, która si¦ jednak nie zachowaªa (o ile w ogóle istniaªa).

Imi¦ Herakleidesa jest wymieniane w kilku ¹ródªach, w tym w pracy Archimedesa O sto»kowych.

Ojcem Archimedesa byª astronom o imieniu Fidiasz3. Jak wynika z historycznych analiz, to imi¦

nadawano w rodzinach artystów, co mo»e sugerowa¢, »e dziadek Archimedesa byª artyst¡. Historycy

podaj¡, »e Archimedes byª równie» spokrewniony z wªadc¡ Syrakuz Hieronem II.

Archimedes urodziª si¦ w 287 r. p.n.e. a zmarª w 212 r. p.n.e. w Syrakuzach na Sycylii. Data naro-

dzin jest przyj¦ta na podstawie niepewnej informacji podawanej m.in. przez Plutarcha4, »e Archimedes,

w chwili ±mierci, miaª 75 lat. Data ±mierci jest pewna, poniewa» jest to data zdobycia Syrakuz przez

Rzymian, w czasie drugiej wojny punickiej (218-201 r. p.n.e.). Chronologia tej wojny, której gªównymi

stronami byªy Rzym i Kartagina, jest wiarygodnie opisana i udokumentowana.

W mªodo±ci Archimedes pobieraª nauki w Aleksandrii, co mo»na wnosi¢ na podstawie jego pó¹niejszej

korespondencji z uczonymi z Aleksandrii, pochodz¡cym z Cyreny Eratostenesem � trzecim z kolei gªów-

nym bibliotekarzem Biblioteki Aleksandryjskiej, Cononem z Samos � astronomem, wielce cenionym przez

Archimedesa i wreszcie Dositeusem z Pelusium � uczniem Conona. Cz¦±¢ owych listów zachowaªa si¦ dzi¦-

ki temu, »e byªy wst¦pami do prac, jakie Archimedes wysyªaª do swoich naukowych przyjacióª i dlatego

razem z pracami byªy kopiowane przez kopistów. Zapewne tam, w Aleksandrii, dogª¦bnie przestudiowaª

Elementy Euklidesa, do których odwoªywaª si¦ w swoich pó¹niejszych pracach, jak do elementarza wiedzy

matematycznej. Jego prace byªy dalece bardziej zaawansowane i s¡ w nich odwoªania do wyników innych

uczonych poprzedników, zwªaszcza do prac Eudoksosa, którego dorobek niestety przepadª w czelu±ciach

dziejów, a jak wynika z uwag innych autorów znacznie wykraczaª poza tre±¢ Elementów Euklidesa.

Dwie najbardziej znane anegdoty s¡ zwi¡zane wªa±nie z Hieronem II. Pierwsza z nich mówi o tym

jak to król zleciª zªotnikowi wykonanie królewskiej korony. Po jej otrzymaniu zacz¡ª podejrzewa¢, »e

zªotnik zawªaszczyª cz¦±¢ zªota zast¦puj¡c je innym metalem. Poleciª Archimedesowi zbadanie, czy jego

podejrzenia s¡ sªuszne. Problem caªkowicie pochªon¡ª Archimedesa i gdy po wielu dªugich rozmy±laniach

wpadª wreszcie na rozwi¡zanie, a byªo to w czasie k¡pieli, wybiegª nago na ulic¦ krzycz¡c z entuzjazmem,

�Eureka! Eureka!�. Archimedes doszedª do wniosku, »e ró»ne ciaªa o tej samej masie musz¡ mie¢ ró»ne

obj¦to±ci. Je±li zatem we¹miemy tyle zªota ile wa»y korona i porównamy obj¦to±¢ tego zªota z obj¦to±ci¡

korony, to otrzymamy odpowied¹. Obj¦to±ci za±, mo»na zmierzy¢ ilo±ci¡ wypartej wody przez ka»de z

tych ciaª. Wedle legendy, korona wyparªa wi¦cej wody, ni» wa»¡ce tyle samo zªoto, zatem korona miaªa

wi¦ksz¡ obj¦to±¢, co dowodzi tego, »e cz¦±¢ zªota zostaªa zast¡piona l»ejszym metalem.

Ta anegdota zwykle przytaczana jest w szkole podstawowej na lekcji �zyki, gdy omawia si¦ prawo

Archimedesa: Ka»de ciaªo zanurzone w cieczy traci na wadze tyle, ile wa»y ciecz wyparta przez to ciaªo.

W szkole podstawowej nie mówi si¦ natomiast � w ka»dym razie, nie mówiono tego w mojej szkole � »e

Archimedes byª pierwszym, który wyznaczyª pole koªa, pole powierzchni i obj¦to±ci kuli, walca i sto»ka,

nie mówi¡c o innych wa»nych matematycznych odkryciach.

Druga anegdota mówi o tym, jak Archimedes opracowaª system d¹wigni, który pozwoliª na zwodowanie

okr¦tu zbudowanego na rozkaz Hierona II. Statek byª tak du»y i ci¦»ki, »e budowniczowie nie potra�li

go zwodowa¢. Znowu zwrócono si¦ o pomoc do Archimedesa. System d¹wigni, jaki zbudowano wedle

3Takie imi¦ nosiª równie» najwybitniejszy rze¹biarz Staro»ytnej Grecji »yj¡cy w V w. p.n.e.
4Plutarch (ok. 50 n.e. � ok. 125 n.e.) � jeden z najwybitniejszych historyków i pisarzy czasów, w których »yª.
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jego projektu, pozwoliª na zwodowanie okr¦tu jednej osobie i król Hieron II uczyniª to osobi±cie. Od tej

anegdoty pochodzi sentencja przypisywana Archimedesowi: Dajcie mi punkt oparcia, a porusz¦ Ziemi¦.

Król Sycylii, Hieron, byª sojusznikiem Kartaginy i z tego powodu od 214 r. p.n.e. wojska rzymskie

pod wodz¡ Marka Klaudiusza Marcellusa oblegaªy jej stolic¦, Syrakuzy. Jednym z gªównych architektów

skutecznej, dªugiej obrony Syrakuz byª Archimedes. Jego techniczne pomysªy, usprawniaj¡ce obron¦ spra-

wiªy, »e zyskaª niezwykªe uznanie nie tylko u króla i obywateli Syrakuz, ale równie» u Rzymian. Ró»ne

katapulty i wyrzutnie miotaj¡ce gªazy i kamienie, raziªy wroga zarówno z dalszej, jak i bli»szej odlegªo±ci,

a dzi¦ki pomysªowym d¹wigom i d¹wigniom obro«cy wywracali okr¦ty podpªywaj¡ce do murów od strony

morza. Przypisywano Archimedesowi równie» skonstruowanie ogromnych wkl¦sªych luster, dzi¦ki którym

mo»na byªo doprowadzi¢ do zapalenia okr¦tu z pewnej odlegªo±ci, co jest ju» z pewno±ci¡ fantazj¡.

Mozaika pochodz¡ca z I w. n.e.5

Cyceron odnajduj¡cy grób Archimedesa
Benjamin West (1738 � 1820)6

Gdy w ko«cu, dzi¦ki podst¦powi, Rzymianie wtargn¦li do

Syrakuz, a zwykle takim okoliczno±ciom towarzyszyªy potwor-

ne rzezie, Archimedes, jak wielu jego wspóªobywateli, poniósª

±mier¢. Legenda gªosi, »e Marcellus nakazaª sprowadzenie Ar-

chimedesa przed swoje oblicze, by wyrazi¢ swoje uznanie dla

jego niezwykªych pomysªów. Rzymscy »oªnierze znale¹li go za-

gª¦bionego w rozmy±laniach, i gdy odmówiª »¡daniu pój±cia z ni-

mi, bo chciaª doko«czy¢ rozwi¡zanie pewnego problemu, jeden

z »oªnierzy ugodziª go mieczem. �mier¢ Archimedesa na pewno

odbiªa si¦ wielkim echem w staro»ytnym ±wiecie. Prawie póªto-

ra wieku pó¹niej, w 75 r. p.n.e. Cyceron odszukaª zaniedbany,

zaro±ni¦ty krzakami grób Archimedesa. Byªo to swego rodzaju

spotkanie najwybitniejszych postaci Staro»ytnego Rzymu i Sta-

ro»ytnej Grecji. Cyceron odnotowaª to w swoich tekstach, a po

wielu wiekach kilku malarzy po±wi¦ciªo temu zdarzeniu swoje

obrazy. Na nagrobku, zgodnie z »yczeniem Archimedesa, wyry-

to rysunek ilustruj¡cy jedno z twierdze«, z którego byª szcze-

gólnie dumny: Pole powierzchni i obj¦to±¢ kuli s¡ równe dwóm

trzecim, odpowiednio, pola powierzchni i obj¦to±ci walca opisa-

nego na tej kuli. Grób Archimedesa nie zachowaª si¦ do dzisiaj,

co mo»e by¢ efektem braku troski mieszka«ców Syrakuz o pa-

mi¦¢ o swoim obywatelu, jednym z najwybitniejszych uczonych

w historii ludzko±ci, ale te» mo»e by¢ efektem s¡siedztwa Etny,

widocznej w oddali na obrazie Westa.

Jednym z najwa»niejszych ¹ródeª wiedzy o matematycznych dokonaniach Archimedesa jest pergami-

nowy palimpsest odkryty ok. 1890 roku w Konstantynopolu. Nie zachowaªy si¦ »adne prace Archimedesa

w oryginale. Ich tre±¢ przetrwaªa pierwsze stulecia, dzi¦ki pracy skrybów cierpliwie przepisuj¡cych wa»ne

teksty, w o±rodkach rozwoju nauki tamtych czasów. Na pewno kopie jego prac powstaªy w Aleksandrii,

w tamtejszej Bibliotece. Pocz¡tkowo byªy to kopie, jak sam oryginaª, spisane na papirusie, pó¹niej � na

du»o trwalszym pergaminie. Pod koniec IV w.n.e., w czasie burzliwych zdarze«, Biblioteka Aleksandryj-

ska zostaªa zburzona i w krótkim czasie Aleksandria przestaªa odgrywa¢ rol¦ centrum rozwoju nauki.

T¦ rol¦ stopniowo zacz¡ª przejmowa¢ zaªo»ony w poªowie czwartego wieku n.e. Konstantynopol, stoli-

ca Wschodniego Imperium Rzymskiego, pó¹niejsza stolica Cesarstwa Bizantyjskiego i wreszcie pa«stwa

5Obraz pobrany ze strony: https://www.math.nyu.edu/ crorres/Archimedes/Death/DeathIllus.html. Mozaika znaj-
duje si¦ w Städtische Galerie Liebieghaus we Frankfurcie nad Menem w Niemczech.

6Obraz pobrany ze strony Yale University Art Gallery: https://artgallery.yale.edu/collections/objects/53032.
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tureckiego. Okoªo 530 roku n.e. (a wi¦c okoªo 750 lat po ±mierci Archimedesa), jeden z architektów wspa-

niaªej konstantynopolskiej budowli, ±wi¡tyni Hagia So�a, Izydor z Miletu zebraª wszystkie zachowane do

tego czasu prace w jednym manuskrypcie. Przez kilka kolejnych wieków nie byªo sprzyjaj¡cych warunków

do rozwoju nauki. Z tego okresu nie ma nawet wzmianki o pracach Archimedesa. Do dzisiaj zachowaªy

si¦ tylko trzy ró»ne kopie manuskryptu Izydora z Miletu. Wszystkie powstaªy w Konstantynopolu w IX

i X wieku. Nazywane s¡ Kodeksami Archimedesa A, B i C. Ich tre±ci w znacznej cz¦±ci si¦ pokrywaj¡.

Niektóre prace Archimedesa s¡ zawarte tylko w dwóch kodeksach, niektóre tylko w jednym z nich.

Burzliwe dzieje Konstantynopola miaªy kluczowy wpªyw na losy wszystkich kopii. W 1204 r. jed-

na z wypraw krzy»owych, zanim dotarªa do Ziemi �wi¦tej �zbª¡dziªa� do Konstantynopola. Krzy»owcy

zªupili to chrze±cija«skie miasto i, jak wi¦kszo±¢ cennych ruchomo±ci, manuskrypty zmieniªy swojego

wªa±ciciela. W efekcie kolejnych w¦drówek jeszcze w XIII wieku Kodeksy A i B znalazªy si¦ w Bibliotece

Watyka«skiej. Tam ich tre±¢ zostaªa przetªumaczona na ªacin¦ przez franciszka«skiego mnicha Wilhelma

z Moerbeke. Kodeks B zagin¡ª w XIV wieku. Kodeks A zostaª ponownie przetªumaczony na ªacin¦ przez

Jacopa z Cremony na polecenie papie»a Mikoªaja V. Potem kilkakrotnie zmieniaª wªa±ciciela. Pod ko-

niec XV wieku na polecenie Medyceusza, Wawrzy«ca Wspaniaªego, ksi¦cia Toscanii, zostaª skopiowany,

a kopia znajduje si¦ w Bibliotece Laurenziana we Florencji. Oryginaª Kodeksu A zagin¡ª w drugiej po-

ªowie XVI wieku. Pierwsze drukowane wydanie dzieª Archimedesa, oparte na drugim ze wspomnianych

ªaci«skich tªumacze« ukazaªo si¦ w Bazylei w 1544 roku.

Po 1204 roku, Kodeks C w nieznany sposób znalazª si¦ w Ziemi �wi¦tej, w jednym z greckich klaszto-

rów. Tam dzieªo okazaªo si¦ bezu»yteczne, bo zapewne nikt, kto miaª do niego dost¦p, nie rozumiaª ani

tre±ci ani ich wagi. Pergamin byª cennym materiaªem � ze skóry jednej owcy mo»na byªo uzyska¢ ±rednio

osiem kartek pergaminu, zatem na przygotowanie takiego manuskryptu potrzebowano skór z caªego stada

licz¡cego co najmniej 24 owce. Dlatego te» nikt nie wyrzucaª niepotrzebnych manuskryptów. Rozdzielano

je na oddzielne kartki i wywabiano tekst na ile byªo to mo»liwe bez zniszczenia pergaminu. Cz¦±¢ kartek

ulegaªa zniszczeniu, ale wi¦kszo±¢ byªa prawie peªnowarto±ciowym materiaªem. Rozcinano kartki na póª

i po uzupeªnieniu braków z innych, tak �odzyskanych� manuskryptów, zszywano ponownie tworz¡c ko-

deks dwukrotnie mniejszy. Jego karty zapeªniano pisz¡c teksty prostopadle do ledwo widocznych tekstów

oryginalnych. W taki wªa±nie sposób potraktowano Kodeks C. W 1229 roku powstaª z niego modlitewnik,

nowy manuskrypt, który obecnie nazywany jest Palimpsestem Archimedesa. Nie wiadomo w jakich oko-

liczno±ciach powróciª do Konstantynopola7, do metochionu � �lii jerozolimskiego klasztoru. W klasztornej

bibliotece zostaª odkryty w 1899 roku w czasie katalogowania manuskryptów. Kilkadziesi¡t lat wcze±niej,

w 1846 roku miaª go w r¦kach wybitny znawca manuskryptów, niemiecki uczony, Constantin Tischendorf,

który prawdopodobnie wyrwaª ze« potajemnie jedn¡ kartk¦. Dwadzie±cia lat pó¹niej, jego potomkowie

sprzedali j¡ bibliotece uniwersytetu w Cambridge. W 1906 roku wybitny znawca dorobku Archimedesa,

du«ski �lolog i historyk, Johan Ludwig Heiberg, przeprowadziª szczegóªowe badania pierwotnych tre±ci

manuskryptu i w latach 1910-1915 przedstawiª greckie teksty zawartych w nim prac.

Turcja braªa aktywny udziaª w I Wojnie �wiatowej, a po jej zako«czeniu Konstantynopol znalazª si¦

pod jurysdykcj¡ pa«stw alianckich. Powstanie Turków pod wodz¡ pó¹niejszego prezydenta Atatürka do-

prowadziªo do wyzwolenia. Wªadze tureckie rozwi¡zaªy greckie bractwa zakonne, a patriarch¦ Konstanty-

nopola skazaªy na powieszenie. Caªa biblioteka metochionu zostaªa przez Greków potajemnie wywieziona,

gªównie do Aten. Cz¦±¢ manuskryptów, w tym Palimpsest Archimedesa, zostaªa nielegalnie sprzedana. Na

ok. 80 lat sªuch o Palimpse±cie zagin¡ª. W 1998 roku pojawiª si¦ na aukcji w domu aukcyjnym Christie's

wywoªuj¡c sensacj¦. Patriarchat greckiego ko±cioªa zablokowaª aukcj¦ twierdz¡c, »e przedmiot aukcji zo-

staª wcze±niej skradziony. S¡d, oddaliª zastrze»enia, bo francuska rodzina, która wystawiªa Palimpsest

7Konstantynopol, w latach 1453-1922, byª stolic¡ pa«stwa osma«skiego, a w roku 1930 jego nazw¦ zmieniono na Stambuª.
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na licytacj¦ przedstawiªa wiarygodne dla s¡du dowody posiadania go od co najmniej 30 lat, bez ukry-

wania tego faktu. Zgodnie z prawem francuskim wystarcza to do uznania wªasno±ci i chocia» byª to s¡d

nowojorski, to swoje orzeczenie uzasadniª odwoªuj¡c si¦ do prawa francuskiego. Palimpsest zostaª zlicy-

towany za 2 miliony USD, a nabywc¡ zostaª anonimowy Amerykanin, który przekazaª go do bada« i prac

konserwatorsko-restauracyjnych do Walters Museum of Art w Baltimore.

W okresie tych 80 lat Palimpsest ulegª powa»nym uszkodzeniom, wi¦kszym ni» przez wszystkie po-

przednie wieki od momentu powstania. Zªe warunki przechowywania, wilgo¢ i ple±« doprowadziªy do nie-

odwracalnych uszkodze«. Dodatkowo, ju» po szczegóªowych badaniach Heiberga, cztery karty zamalowano

wizerunkami ewangelistów, najwyra¹niej z my±l¡ o upi¦kszeniu modlitewnika i tym samym podniesieniu

jego warto±ci. Mimo to, badania Palimpsestu przeprowadzone ostatnio, z u»yciem najnowocze±niejszych

technologii przyniosªy nowe informacje, których Heiberg, posªuguj¡cy si¦ dosªownie �szkieªkiem i okiem�,

nie byª w stanie odczyta¢. Barwny opis historii Palimpsestu oraz prac nad jego konserwacj¡ i odczytaniem

zawiera monogra�a [7].

Archimedes byª autorem kilkunastu prac:

1. O równowadze pªaszczyzn (2 prace);

2. O kwadraturze paraboli;

3. O sferze i walcu (2 prace);

4. O spiralach;

5. O konoidach i sferoidach;

6. O ciaªach pªywaj¡cych (2 prace);

7. O mierzenie okr¦gu;

8. O liczeniu piasku;

9. O metodzie;

10. Stomachion;

11. O równowadze d¹wigni;

12. O lustrach.

Tre±ci dwóch ostatnich, wymienionych na powy»szej li±cie nie zachowaªy si¦ do dzisiaj. Wszystkie

pozostaªe mo»na znale¹¢ w Kodeksach A, B i C. Jak wspomnieli±my, Kodeksy A i B nie zachowaªy si¦,

ale istnieje kopia Kodeksu A, przechowywana we Florencji oraz tªumaczenia ªaci«skie, które obejmuj¡

tre±ci obu kodeksów. Angielskie wersje tych prac oparte na ªaci«skich tªumaczeniach zostaªy wydane

pod koniec XIX wieku [1]. Suplement tej monogra�i [2], wydany w 1912 roku zawiera prac¦ O metodzie,

chyba najwa»niejsz¡ z prac Archimedesa, która zachowaªa si¦ wyª¡cznie dzi¦ki Palimpsestowi. Drug¡

prac¡, której nie zawieraªy Kodeksy A i B, a znalazªa si¦ w Kodeksie C jest Stomachion.

Nie b¦dziemy omawia¢ wszystkich prac Archimedesa, ograniczaj¡c si¦ tylko do prezentacji jego wy-

branych odkry¢. Nie b¦dziemy si¦ przy tym sili¢ na ±ledzenie rozumowania samego Archimedesa. Zarówno

notacja, jak i wiedza do której si¦ b¦dziemy odwoªywa¢, jest powszechnie znana, ale niekoniecznie ele-

mentarna.

Kwadratura paraboli.

Pole ograniczone ªukiem paraboli i jej ci¦ciw¡ ª¡cz¡c¡ ko«ce tego ªuku jest równe 4
3 pola najwi¦kszego

trójk¡ta, którego podstaw¡ jest owa ci¦ciwa, a trzeci wierzchoªek le»y na ªuku paraboli.
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a b

A

B

C

a+b
2

Rozwa»ania wystarczy przeprowadzi¢ dla paraboli o równa-

niu y = px2, gdzie p jest ustalon¡ liczb¡ dodatni¡. Niech dalej

a, b b¦d¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a < b, natomiast

A = (a, pa2) i B = (b, pb2), punktami naszej paraboli. Trójk¡t

o podstawie AB, którego trzeci wierzchoªek C = (c, pc2) le»y

na paraboli mi¦dzy punktami A i B ma najwi¦ksze pole, gdy

styczna do paraboli w tym punkcie jest równolegªa do prostej

AB. Niech

y = mx+ n

b¦dzie równaniem tej stycznej. Jej wspóªczynnik kierunkowy jest

zatem równy m = pb2−pa2
b−a = p(a + b). Do obliczenia wyrazu

wolnego n równania stycznej skorzystajmy z tego, »e ukªad równa«:{
y = mx+ n

y = px2

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie. Rozwi¡zuj¡c je przy tym zaªo»eniu otrzymujemy najpierw n

px2 −mx− n = 0, ∆ = m2 + 4pn = 0, n = −m
2

4p
= −p

2(a+ b)2

4p
= −p

(
a+ b

2

)2

,

a po rozwi¡zaniu równania dostajemy pierwiastek c = a+b
2 . Czyli C = (a+b2 , p(a+b)

2

4 ). Mamy zatem

interesuj¡c¡ obserwacj¦:

prosta styczna do paraboli, równolegªa do prostej AB, jest wystawiona w punkcie, który jest ±redni¡

arytmetyczn¡ pierwszych wspóªrz¦dnych punktów A i B.

Jak ªatwo zauwa»y¢, prosta AB ma równanie p(a + b)x − y − pab = 0, wi¦c jej odlegªo±¢ od punktu

C, czyli wysoko±¢ trójk¡ta ABC wystawiona z punktu C do podstawy AB jest równa

h =

∣∣∣p(a+b)22 − p(a+b)2

4 − pab
∣∣∣√

p2(a+ b)2 + 1
=

p(a− b)2

4
√
p2(a+ b)2 + 1

.

Policzmy teraz pole trójk¡ta ABC:

P =
1

2
· |AB| · h =

1

2
·
√

(b− a)2 + p2(b2 − a2)2 · p(a− b)2

4
√
p2(a+ b)2 + 1

=
p(b− a)3

8
.

Wida¢ zatem, »e pole trójk¡ta wyznaczonego przez punkty A i B paraboli zale»y tylko od wzajemnej

odlegªo±ci ich rzutów na o± OX. W szczególno±ci otrzymujemy wi¦c, »e pola analogicznych trójk¡tów

zbudowanych na ci¦ciwach AC i BC s¡ równe 1
8 ·

p(b−a)3
8 . Aby policzy¢ pole wycinka paraboli sumujemy

kolejno pola trójk¡ta ABC, dwóch trójk¡tów zbudowanych na bokach AC i BC, czterech trójk¡tów

zbudowanych na ramionach dwóch poprzednich trójk¡tów i tak dalej. Otrzymamy

p(b− a)3

8

(
1 +

1

4
+

1

42
+ · · ·

)
=

4

3
· p(b− a)3

8
=

4

3
· P.
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To sumowanie pól kolejnych trójk¡tów nazywamy metod¡ wyczerpywania. Jej odkrycie Archimedes przy-

pisuje Eudoksosowi z Knidos8, o którym wyra»a si¦ z najwy»szym uznaniem. Niestety do naszych czasów

nie zachowaªo si¦ »adne dzieªo tego uczonego. Jego metoda jest swego rodzaju pra-caªkowaniem.

�art Archimedesa.

Wst¦p do traktatu O spiralach ma form¦ listu skierowanego do Dositeusa. Archimedes wspomi-

na w nim twierdzenia, jakie sformuªowaª w jednym z poprzednich listów. W istocie byªy to wyzwania

rzucone matematykom aleksandryjskim, by udowodnili fakty, które on, Archimedes, udowodni¢ potra�.

Zapewne ci uczeni cheªpili si¦, »e równie» znaj¡ dowody, ale »adnego z nich nikt mu nie przysªaª. Dlatego

Archimedes zdradza, »e dwa z przesªanych twierdze« byªy faªszywe, co zapewne wprawiªo jego oponentów

w zakªopotanie poddaj¡ce w w¡tpliwo±¢ ich matematyczne umiej¦tno±ci. Oto jedno z zada«.

Zaªó»my, »e pªaszczyzna dzieli kul¦ na dwie cz¦±ci, tak »e cz¦±ci sfery ograniczaj¡ce odpowiednie cz¦±ci

kuli maj¡ pola odpowiednio a i b. Udowodni¢, »e stosunek obj¦to±ci tych cz¦±ci jest równy a2

b2 .

Jakimi umiej¦tno±ciami dysponowaª Archimedes, »e potra�ª pokaza¢ faªszywo±¢ tego twierdzenia? Dzi-

siaj dysponujemy rozbudowanymi technikami pozwalaj¡cymi na obliczenie stosownych wielko±ci. Jednak

trudno obej±¢ si¦ bez rachunku caªkowego. Zaªó»my, »e promie« kuli ma dªugo±¢ R, natomiast promie«

koªa przekroju � r, r 6 R. Najpierw policzmy pole a górnej cz¦±ci sfery. Górna póªsfera zadana jest

równaniem z = f(x, y) =
√
R2 − x2 − y2. St¡d ∂z

∂x = − x√
R2−x2−y2

, ∂z
∂y = − y√

R2−x2−y2
i wobec tego na

mocy wzorów znanych z rachunku caªkowego szukane pole S jest równe

S =

∫∫
x2+y26r

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂x

)2

dxdy =

∫∫
x2+y26r

R√
R2 − x2 − y2

dxdy.

Przej±cie na zmienne biegunowe:
x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ.

prowadzi do caªki

a = R
∫∫

06ρ6r
06ϕ62π

ρ√
R2−ρ2

dρdϕ = R
2π∫
0

(
r∫
0

ρ√
R2−ρ2

dρ

)
dϕ =

= 2πR
[
−
√
R2 − ρ2

]ρ=r
ρ=0

= 2πR
(
R−
√
R2 − r2

)
.

Zauwa»my, »e
√
R2 − r2 jest odlegªo±ci¡ pªaszczyzny prze-

kroju od pªaszczyzny XY , zatem otrzymany wzór mówi, »e

pole powierzchni czaszy jest równe polu powierzchni bocznej

walca z podstaw¡ o promieniu R i wysoko±ci¡ równ¡ wysoko±ci

czaszy. Z tego ju» ªatwo wywnioskowa¢, »e je±li dwie pªaszczy-

zny równolegªe przecinaj¡ kul¦ o promieniu R, to cz¦±¢ sfery

znajduj¡cej si¦ mi¦dzy pªaszczyznami ma pole równe polu po-

wierzchni bocznej walca o promieniu R i wysoko±ci równej od-

legªo±ci pªaszczyzn. To jest wªa±nie obserwacja Archimedesa,

z której byª bardzo dumny, ale rzecz jasna w swoim dowodzie

nie korzystaª z rachunku caªkowego, bo ten zostaª wynalezio-

8Eudoksos z Knidos »yª w latach 408-355 p.n.e.
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ny dopiero w XVII w. prawie dwa tysi¡ce lat po ±mierci Archimedesa, niezale»nie przez I. Newtona

i W. Leibniza.

Druga cz¦±¢ sfery ma pole równe

b = 4πR2 − 2πR
(
R−

√
R2 − r2

)
= 2πR

(
R+

√
R2 − r2

)
.

Je±li przyjmiemy oznaczenie s = r
R , to dostaniemy

a

b
=
R−
√
R2 − r2

R+
√
R2 − r2

=
1−
√

1− s2

1 +
√

1− s2
.

Do wyznaczenia obj¦to±ci tych cz¦±ci na które kula zostaªa podzielona wykorzystamy obserwacj¦

poczynion¡ przez Archimedesa.

Dla cz¦±ci górnej jest równa caªce z funkcji z = f(x, y) po kole x2 + y2 6 r, pomniejszonej o obj¦to±¢

walca o podstawie w tym kole i wysoko±ci h =
√
R2 − r2. Mamy zatem

A =

∫∫
x2+y26r2

√
R2 − x2 − y2dxdy − πr2

√
R2 − r2

i po zamianie zmiennych na biegunowe, jak w poprzednim przypadku dostajemy

A =
2π∫
0

(
r∫
0

ρ
√
R2 − ρ2dρ

)
dϕ− πr2

√
R2 − r2 =

=
[
1
3 (R2 − ρ2)

3
2

]0
r

2π∫
0

dϕ− πr2
√
R2 − r2 =

= 2
3π
(
R3 − (R2 − r2)

√
R2 − r2

)
− πr2

√
R2 − r2 =

= 2
3πR

2
(
R−
√
R2 − r2

)
− 1

3πr
2
√
R2 − r2.

Druga cz¦±¢ kuli ma obj¦to±¢

B = 4
3πR

3 −
(
2
3πR

2
(
R−
√
R2 − r2

)
− 1

3πr
2
√
R2 − r2

)
=

= 2
3πR

2
(
R+
√
R2 − r2

)
+ 1

3πr
2
√
R2 − r2,

a zatem stosunek tych obj¦to±ci jest równy
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A
B =

2
3πR

2(R−
√
R2−r2)− 1

3πr
2
√
R2−r2

2
3πR

2(R+
√
R2−r2)+ 1

3πr
2
√
R2−r2

=

=
2(1−

√
1−s2)−s

√
1−s2

2(1+
√
1−s2)+s

√
1−s2

=

= 2−(2+s)
√
1−s2

2+(2+s)
√
1−s2 .

Teraz ju» nietrudno policzy¢, »e równo±¢ A
B = a2

b2 zachodzi tylko w dwóch przypadkach, a mianowicie, dla

s = 1 oraz s =
√

3− 1.

Stada bydªa Boga Sªo«ca pas¡ce si¦ na równinach Sycylii.

W dwunastej pie±ni swojego poematu, Homer opisuje przygody Odyseusza, jakie spotkaªy go m. in.

na wyspie Trinakii9, po przepªyni¦ciu w pobli»u Skylli i Charybdy. Oto jak wygl¡daªa zapowied¹ losów,

wypowiedziana przez bogini¦ Kirk¦:

Bydªo Heliosa
(Malowidªo na greckiej wazie

pochodz¡cej z VI p.n.e.
znajduj¡cej si¦ obecnie w

Luwrze)10

(...)

Dalej ostrów Trinakii tra�sz: tam na ª¡ce

Do boga sªonecznego stada nale»¡ce

Pas¡ si¦; jest stad siedem owczych, siedm woªowych,

A w ka»dym po pi¦¢dziesi¡t; nigdy liczba owych

Nie zwi¦ksza si¦, nie zmniejsza. Dwie nimfy je pas¡:

Lampetia z Faetus¡, obie cudne kras¡.

Helios je miaª z Neajr¡. O swe córki dbaªa

Matka, gdy ju» podrosªy, daleko wysªaªa

A» na ostrów Trinakii, by trzody ojcowskie

I woªy ci¦»korogie pasªy dziewy boskie.

Je±li, na powrót pomny, oszcz¦dzisz te trzody,

To wrócisz, chocia» n¦dzarz, do swojej zagrody.

Lecz je±li je naruszysz, twój okr¦t z dru»yn¡

Zgin¡¢ musi - ty ujdziesz, ale ci¦ nie min¡

Nieszcz¦±cia, i cho¢ wrócisz do dom i rodziny,

To pó¹no, biedny bardzo, sam jeden, jedyny.11

(...)

Ten fragment Odyseji najpewniej zainspirowaª Archimedesa do sformuªowania zadania dotycz¡cego

liczebno±ci stad bydªa Heliosa. Nie uwierzyª Homerowi i podaª swoje wªasne szacunki w postaci wier-

sza o 22 wersach, który wysªaª do Aleksandrii, do gªównego bibliotekarza Aleksandryjskiej Biblioteki,

Eratostenesa z Cyreny. Oto moja, uproszczona wersja tego listu:

B¡d¹ pozdrowiony, Mój Przyjacielu.

Niech Helios roz±wietla Ci umysª.

Pozwolisz, bym si¦ z Tob¡ podzieliª,

Zadaniem na miar¦ twej dumy.

9W greckiej tradycji przyjmuje si¦, »e byªa to obecna Sycylia.
10Obraz pobrany ze strony: https://www.math.nyu.edu/ crorres/Archimedes/Cattle/CattleBig.jpg. Zdj¦cie ca-

ªej wazy, na której znajduje si¦ malowidªo mo»na zobaczy¢ na stronach Muzeum w Luwrze, pod adresem
https://collections.louvre.fr/en/ark:/53355/cl010268297.

11tªum. Lucjan Siemie«ski, patrz [3].
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Ufam, »e praca Ci jeszcze nie zbrzydªa,

A umysª wci¡» lubi wyzwania.

Zlicz ile boski Helios miaª bydªa,

A zyskasz u niego uznanie.

Bydªo si¦ pasªo � jak Homer pisaª,

Na »yznych równinach Sycylii,

Przez któr¡ wiodªa podró» Odysa,

Gdy umkn¡ª Charybdzie i Skylli.

Cztery miaª stada nasz cesarz ±wiatªa:

�aciate, »óªte, czarne i biaªe.

Aby odpowied¹ nieco uªatwi¢,

W równaniach te liczby schowaªem:

Biaªe byki =
(
1
2 + 1

3

)
czarnych byków + »óªte byki,

Czarne byki =
(
1
4 + 1

5

)
ªaciatych byków + »óªte byki,

�aciate byki =
(
1
6 + 1

7

)
biaªych byków + »óªte byki,

Biaªe krowy =
(
1
3 + 1

4

)
czarne stado,

Czarne krowy =
(
1
4 + 1

5

)
ªaciate stado,

�aciate krowy =
(
1
5 + 1

6

)
»óªte stado,

�óªte krowy =
(
1
6 + 1

7

)
biaªe stado.

Gdy u»yjemy stosownych oznacze« dla liczby poszczególnych cz¦±ci stada otrzymujemy nast¦puj¡cy

ukªad siedmiu równa« liniowych. 

B =
(
1
2 + 1

3

)
· C + Y

C =
(
1
4 + 1

5

)
·X + Y

X =
(
1
6 + 1

7

)
·B + Y

b =
(
1
3 + 1

4

)
· (C + c)

c =
(
1
4 + 1

5

)
· (X + x)

x =
(
1
5 + 1

6

)
· (Y + y)

y =
(
1
6 + 1

7

)
· (B + b)



−6B +5C +6Y = 0

−20C +9X +20Y = 0

13B −42X +42Y = 0

−12b +7C +7c = 0

−20c +9X +9x = 0

−30x +11Y +11y = 0

13B +13b −42y = 0
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Mamy zatem do czynienia z ukªadem równa« liniowych, który mo»na rozwi¡za¢ standardowymi metoda-

mi, dysponuj¡c kartk¡, oªówkiem i odrobin¡ uporu. Rozwi¡zanie w liczbach wymiernych daje nast¦puj¡ce

wyniki

B = 828 946
604 357 · y, C = 3 455 494

1 813 071 · y, X = 7 358 060
5 439 213 · y, Y = 461 043

604 357 · y,

b = 543 694
604 357 · y, c = 2 402 120

1 813 071 · y, x = 1 171 940
1 813 071 · y.

Ale zadanie ma by¢ rozwi¡zane w liczbach caªkowitych nieujemnych. Najmniejsze z nich otrzymamy, gdy

y jest najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±ci¡ mianowników otrzymanych uªamków. Otrzymamy wówczas

B = 7 460 514, C = 10 366 482, X = 7 358 060, Y = 4 149 387,

b = 4 893 246, c = 7 206 360, x = 3 515 820, y = 5 439 213.
(1)

Daje to ª¡cznie 50 389 082 sztuk bydªa. Inne rozwi¡zania s¡ caªkowitymi wielokrotno±ciami uzyskanych.

Zauwa»my, »e pierwsze cztery liczby s¡ wielokrotno±ciami liczby 4 657, która pojawia si¦ przy rozwi¡zaniu

zadania z dodatkowymi ograniczeniami, bo Archimedes na tym nie ko«czy zadania. Dotychczasow¡ cz¦±¢

uznaje tylko za test, którego rozwi¡zanie nie upowa»nia do tego, by cheªpi¢ si¦ swoimi umiej¦tno±ciami.

Zanim urosn¡ Ci z pychy skrzydªa,

Zanurz si¦ jeszcze w dalszych rachunkach,

I oblicz znowu liczebno±¢ bydªa,

Przy dwóch dodatkowych warunkach:

Biaªe byki + czarne byki = kwadrat liczby naturalnej,

�aciate byki + »óªte byki = liczba trójk¡tna.

Przypomnijmy, »e n-ta liczba trójk¡tna tn jest zde�niowana wzorem

tn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Zadanie sprowadza si¦ zatem, do znalezienia liczby naturalnej k, dla której istniej¡ takie liczby naturalne

u i v, »e
Bk + Ck = u2

Xk + Y k = v(v−1)
2

(2)

Je±li uwzgl¦dnimy warto±ci minimalnego rozwi¡zania wskazane w (1), po lewej stronie pierwszego rów-

nania otrzymamy (2)

(B + C)k = (7 460 514 + 10 366 482)k = 17 826 996k = 22 · 3 · 11 · 29 · 4657 · k.

Liczba ta jest kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy k = 3 · 11 · 29 · 4 657 · l2, dla pewnej liczby naturalnej

l. Podobnie, lewa strona drugiego równania ma posta¢

(X + Y )k = (7 358 060 + 4 149 387) · k = 11 507 447 · k = 7 · 353 · 4 657 · k

i zgodnie z »yczeniem Heliosa ma by¢ liczb¡ trójk¡tn¡. Nietrudno dowie±¢, »e liczba t jest trójk¡tna wtedy

i tylko wtedy, gdy 8t + 1 jest kwadratem, czyli 8t + 1 = s2 dla pewnej liczby caªkowitej s. Oznacza to
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zatem, »e

8 · 7 · 353 · 4 657 · k + 1 = m2.

Po wstawieniu w miejsce k wyra»enia wyliczonego z pierwszego równania otrzymujemy

(8 · 7 · 353 · 4 657) · (3 · 11 · 29 · 4 657·)l2 + 1 = m2

lub inaczej m2 − 2 · 22 · 3 · 7 · 11 · 29 · 353 · 4 6572 · l2 = 1.

Otrzymujemy st¡d, »e para (m, l) jest rozwi¡zaniem równania postaci

m2 −An2 = 1

dla A = 2 · 3 · 7 · 11 · 29 · 353 · (2 · 4 657)2 = 410 286 423 278 424.

Równanie tego typu nazywamy równaniem Pella. Jego historia jest równie ciekawa, co dªuga i wy-

kracza poza zakres tego opracowania. Zgodnie z twierdzeniem Lagrange'a ma ono niesko«czenie wiele

rozwi¡za«, ale wystarcza jedno, by pozostaªe ze« otrzyma¢. To rozwi¡zanie bazowe mo»na otrzyma¢ roz-

wijaj¡c w uªamek ªa«cuchowy liczb¦
√
A. Taki uªamek jest okresowy i wystarczy wyznaczy¢ ów okres.

W 1867 roku niemiecki matematyk C. F. Meyer podj¡ª prób¦ jego wyznaczenia, ale po 240 krokach zre-

zygnowaª. Jak pisze Lenstra w [4], nie wykazaª si¦ wystarczaj¡c¡ cierpliwo±ci¡. Okazuje si¦, »e wymagaªo

to �ledwie� 203 254 kroków. Ogólne rozwi¡zanie drugiej cz¦±ci zadania jako pierwszy podaª A. Amthor

w 1880 r. Najmniejsze rozwi¡zanie zostaªo oszacowane jedynie co do liczby cyfr zapisu dziesi¦tnego. Jest

ono wielko±ci 7.76× 10206 544.

Archimedes ko«czy swój list mówi¡c: je±li udaªo si¦ ci rozwi¡za¢ cz¦±¢ drug¡, to

Teraz, Ci¦, druhu, ju» nie zje pycha.

Tego dokona¢ nieliczni mog¡.

Bo ona tylko na sªabych czyha,

A nie po±wi¦conych bogom.

Stomachion.

Ostatnia z zachowanych kart Palimpsestu Archimedesa, mocno zniszczona i trudna do odczytania,

zawiera pocz¡tek traktatu o geometrycznej ªamigªówce wymy±lonej w staro»ytno±ci. Nie ma podstaw,

by jej autorstwo przypisa¢ Archimedesowi, ale wiele wskazuje na to, »e po±wi¦ciª on jej sporo uwagi

i przemy±le«.

W Staro»ytno±ci nazwano j¡ sªowem �stomachion�, co w jednej z

przyj¦tych interpretacji oznacza �ból »oª¡dka�, to za± miaªoby podkre-

±la¢, jak jest trudna � próby jej rozwikªania zmuszaj¡ do tak du»ego

wysiªku my±lowego, »e wywoªuj¡ �zyczne dolegliwo±ci. �amigªówka jest

kwadratem wykonanym ze sztywnego materiaªu, podzielonym na 14

cz¦±ci, z których jedna ma ksztaªt pi¦ciok¡ta, dwie s¡ czworok¡tami,

a 11 pozostaªych � to trójk¡ty. Je±li przyjmiemy, »e bok kwadratu ma

dªugo±¢ 24, to wszystkie �gury maj¡ pola b¦d¡ce liczbami caªkowitymi.

W swoim traktacie Archimedes rozwa»a nast¦puj¡ce kombinatoryczne

zadanie:

Na ile ró»nych sposobów, z cz¦±ci na które kwadrat podzielono, mo»na ponownie uªo»y¢ kwadrat

przystaj¡cy do wyj±ciowego?
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Zadanie mo»na zaliczy¢ do geometrii obliczeniowej. Nie jest ªatwe i nie wiadomo, czy Archimedes znaª jego

rozwi¡zanie. Ani zachowane szcz¡tki traktatu, ani inne wzmianki o stomachionie nie daj¡ wystarczaj¡cej

wiedzy, by to rozstrzygn¡¢. Pierwsze kompletne rozwi¡zanie podaª B. Cutler [9]. Zgodnie z nim istnieje 536

istotnie ró»nych sposobów, je±li za± uwzgl¦dnimy równie» takie, które mo»na uzyska¢ z danego ukªadu przy

pomocy izometrii caªego kwadratu lub jego cz¦±ci, to otrzymamy ich a» 17 152. Poni»ej kilka przykªadów

takich uªo»e«.
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