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Kiedy mo»na wygra¢ i jak wtedy gra¢, »eby wygra¢?

Streszczenie. Jednym z gªównych problemów w grze kombinatorycznej jest wskazanie gracza,
który jest w stanie zapewni¢ sobie zwyci¦stwo (tak zwane rozwi¡zanie gry). Je±li ju» to si¦ uda, to
czasami nadal nie b¦dziemy w stanie wskaza¢ temu graczowi, jak ma gra¢, aby wygra¢.
W tym artykule czytelnik zapozna si¦ z najpopularniejszymi matematycznymi narz¦dziami, sto-
sowanymi przy poszukiwaniu najlepszych strategii w grach kombinatorycznych. Ich opisy b¦d¡
uzupeªnione o przykªady gier. B¦d¡ si¦ one pojawiaªy wedªug stopnia trudno±ci ich rozwi¡zania -
od najªatwiejszych do nierozwi¡zanych po dzie« dzisiejszy.
Sªowa kluczowe: Kombinatoryczna teoria gier.

1.Wst¦p

Teoria gier jest dziaªem matematyki, opisuj¡cym wszelkie sytuacje kon�iktowe i mo»liwo±ci ich roz-

wi¡zania z korzy±ci¡ dla uczestników kon�iktów. Wprawdzie z kon�iktami mamy do czynienia bardzo

cz¦sto na ró»nych pªaszczyznach, teoria gier jako nauka ±cisªa rozwin¦ªa si¦ dopiero w XX wieku. Ka-

mieniami milowymi byªy prace Johna von Neumanna i Oskara Morgensterna �Teoria gier i post¦powanie

ekonomiczne� [7] oraz Johna Forbesa Nasha �Ekwilibria w grach n-osobowych� [6]. W obu udowodniono

mi¦dzy innymi istnienie ró»nych stanów równowagi w du»ych rodzinach gier.

Warto wiedzie¢, »e pomimo braku Nagrody Nobla w dziedzinie matematyki, to dzi¦ki teorii gier

matematycy nierzadko dost¦puj¡ zaszczytu jej zdobycia: w dziedzinie ekonomii. Najsªynniejszym z nich

byª John Forbes Nash, znany poza ±rodowiskiem matematyków dzi¦ki �lmowi biogra�cznemu "Pi¦kny

umysª". Ostatni matematycy w±ród noblistów, Paul R. Milgrom i Robert B. Wilson, zdobyli Nagrod¦

Nobla w 2020 roku za wkªad w rozwój teorii aukcji.

Poza ekonomi¡, teoria gier znajduje zastosowanie mi¦dzy innymi w naukach spoªecznych (analiza

wyborów konsumentów, gªosowania, podziaª wygranych dóbr), teorii ewolucji czy informatyce. Wreszcie,

teoria gier pozwala nam zrozumie¢ i nazwa¢ spotykane na co dzie« sytuacje, przeanalizowa¢ je i wy-

ci¡gn¡¢ odpowiednie wnioski. Je»eli czytelnik chciaªby poszerzy¢ swoj¡ wiedz¦ z podstaw teorii gier, to

odpowiednimi ¹ródªami b¦d¡ [8] i [9].

W tym artykule gªównym bohaterem b¦dzie kombinatoryczna teoria gier i zwi¡zane z nimi dwa pod-

stawowe pytania: czy mo»na wygra¢ niezale»enie od gry przeciwnika i jak gra¢ »eby wygra¢? Co ciekawe,
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pytania te nie s¡ sobie równowa»ne. Dla wielu gier odpowied¹ na nie b¦dzie banalna. W przypadku

innych gier, aby opisa¢ optymalne post¦powanie graczy, trzeba b¦dzie u»y¢ bardziej zªo»onego aparatu

matematycznego. S¡ równie» gry, w których wskazanie gracza, który mo»e sobie zapewni¢ zwyci¦stwo,

jest stosunkowo ªatwe ale opis post¦powania, prowadz¡cego gracza do wygranej, mo»e ci¡gle przerasta¢

aktualne mo»liwo±ci matematyków i sprz¦tu, jakim dysponuj¡. Zaprezentujemy przykªady gier, odpowia-

daj¡cych ka»demu z powy»szych przypadków oraz najpopularniejsze poj¦cia i metody, u»ywane do ich

analizy.

Warto wiedzie¢, »e niektóre przedstawione w pracy gry s¡ mocno powi¡zane z obszernymi dziedzinami

matematyki, jak gra �o�cerowie� z rodziny gier oktalnych czy �col� z teori¡ grafów. Udowodnimy te», »e

w dwuosobowych grach kombinatorycznych który± z graczy na pewno mo»e sobie zapewni¢ zwyci¦stwo.

Z drugiej strony, w wielu grach, nawet z prostymi zasadami, nadal nie wiadomo który.

Formalny zapis matematyczny postanowili±my ograniczy¢ do minimum, aby artykuª mógª by¢ przy-

swajalny dla osób, które nie s¡ biegªe w tej tematyce.

2.Metody poszukiwania rozwi¡zywa« gier kombinatorycznych

2.1. Gry kombinatoryczne

Mówi¡c �gra�, mo»emy mie¢ na my±li ró»ne czynno±ci. Mo»e to by¢ gra w piªk¦ no»n¡, szachy, Wied¹-

mina. O grze mo»emy nawet mówi¢ w kontek±cie psychologii - �irtowanie te» mo»na nazwa¢ gr¡. Sama

teoria gier jako dziaª matematyki wymaga od nas precyzji w de�niowaniu poj¦¢. Przez to niektóre z

wymienionych wy»ej przykªadów nie b¦d¡ grami dla matematyka. Pominiemy jednak formaln¡ de�nicj¦

gry - mo»na j¡ znale¹¢ np. w [9]. Nadmie«my jedynie, »e w grze musz¡ by¢ gracze, okre±lony zbiór zasad

gry oraz po zako«czeniu gry, ka»dy z graczy powinien wiedzie¢, czy wygraª lub ewentualnie ile zdob¦dzie

punktów.

Poj¦cie gry w teorii gier jest bardzo ogólne. W pewnych grach ci¦»ko b¦dzie mówi¢ o czyim± zwy-

ci¦stwie, je»eli gracze pod koniec gry otrzymaj¡ np. po 2.5,
√

6 i 2 2
5 punktu. Równie» kl¦ska jednego z

graczy nie musi by¢ równowa»na ze zwyci¦stwem przeciwnika. W niektórych grach osi¡gni¦cie korzy±ci

mo»e by¢ spowodowane nie tylko walk¡ z innymi graczami, ale nawet wspóªprac¡ z nimi. W innych grach,

gracze podczas gry mog¡ nie mie¢ kompletnej informacji o jej przebiegu - w pewnym momencie mog¡

jednocze±nie podejmowa¢ decyzje, nie znaj¡c wyborów pozostaªych graczy.

Unikniemy takich przypadków, zaw¦»aj¡c kr¡g interesuj¡cych nas gier do tak zwanych gier kombina-

torycznych:

De�nicja 1. Gr¡ kombinatoryczn¡ nazywamy dwuosobow¡ gr¦, w której:

• Gracze wykonuj¡ ruchy na przemian.

• Na ka»dym etapie gry ka»dy gracz wie, jakie decyzje wcze±niej podj¡ª jego przeciwnik.

• W »adnym momencie w grze nie dokonuje si¦ losowania aktualnych opcji, ale gracze je wybieraj¡.

• Gra musi si¦ sko«czy¢ po sko«czonej liczbie ruchów.

• Wygrywa gracz, który jako ostatni mógª wykona¢ zgodny z zasadami ruch. Jego przeciwnik wtedy

przegrywa.
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W grach kombinatorycznych gracz rozpoczynaj¡cy gr¦ b¦dzie nazywany graczem pierwszym. Ka»da

opisana w artykule gra b¦dzie wªa±ciwie rodzin¡ gier o wspólnych zasadach post¦powania, a ró»ni¡cych

si¦ pomi¦dzy sob¡ jedynie pocz¡tkow¡ pozycj¡.

Sum¡ gier kombinatorycznych Γ1 i Γ2 nazywamy gr¦ Γ1 ⊕ Γ2, w której gracze na przemian wykonuj¡

jeden ruch w dowolnej z gier Γ1 i Γ2. Gracz, który nie mo»e wykona¢ prawidªowego ruchu w »adnej z

nich, przegrywa.

Strategi¡ nazywa¢ b¦dziemy peªny opis post¦powania gracza w ka»dej sytuacji, w jakiej gracz mo»e

si¦ znale¹¢ w czasie gry.

Strategi¡ zwyci¦sk¡ jest strategia, po zastosowaniu której gracz zawsze odniesie zwyci¦stwo, bez wzgl¦-

du na wybory przeciwnika. Je»eli w grze kombinatorycznej udowodniono istnienie strategii zwyci¦skiej

dla którego± z graczy, to tak¡ gr¦ nazywamy rozwi¡zan¡.

Poniewa» w grach kombinatorycznych nie ma zdarze« losowych, to przy wielokrotnym rozgrywaniu

tej samej gry, je»eli »aden z graczy nie zmieni swojej strategii, to gra b¦dzie przebiega¢ od pocz¡tku a»

do ko«ca zawsze w ten sam sposób.

Poszukiwania rozwi¡zania gier kombinatorycznych maj¡ sens dzi¦ki nast¦puj¡cemu twierdzeniu:

Twierdzenie 1. W ka»dej grze kombinatorycznej istnieje gracz, posiadaj¡cy strategi¦ zwyci¦sk¡.

Dowód. U»yjemy indukcji matematycznej wzgl¦dem liczby wszystkich wyborów, które gracze mog¡ do-

kona¢ podczas gry.

Je±li w grze nie ma »adnego wyboru (jest to najprostsza mo»liwa gra - »aden z graczy w niej nie

ma okazji o niczym zadecydowa¢), to gracz drugi ma strategi¦ zwyci¦sk¡ (pierwszy nie mo»e wykona¢

»adnego ruchu).

Zaªó»my, »e dla pewnego n ∈ N, w ka»dej grze, w której gracze maj¡ w sumie nie wi¦cej ni» n wyborów,

istnieje gracz posiadaj¡cy strategi¦ zwyci¦sk¡. Wtedy w dowolnej grze G, w której gracze maj¡ n + 1

wyborów, gracz pierwszy (rozpoczynaj¡cy) mo»e tra�¢ w pierwszym ruchu na nast¦puj¡ce przypadki:

1. Mo»e dokona¢ wyboru, po którym po ka»dym wyborze przeciwnika dojdzie do gry, w której gracz

pierwszy b¦dzie mie¢ strategi¦ zwyci¦sk¡. Wtedy w grze G gracz pierwszy te» b¦dzie mie¢ strategi¦

zwyci¦sk¡.

2. Je±li po ka»dym jego wyborze na pocz¡tku gry, gracz drugi b¦dzie mie¢ strategi¦ zwyci¦sk¡, to gracz

drugi b¦dzie mie¢ te» strategi¦ zwyci¦sk¡ w grze G.

�

Dalej przedstawimy kilka gier, uszeregowanych wedªug poziomu trudno±ci rozwi¡zania.

2.2. Gra rozwi¡zana

Zaczniemy od przykªadu gry, w której strategia zwyci¦ska jest bardzo prosta do opisania.

Gra 1. Nim(n,k); niech n, k ∈ N. Na stosie znajduje si¦ n zapaªek. Dwaj gracze na przemian zabieraj¡

ze stosu dowoln¡, niezerow¡ liczb¦ zapaªek, nie wi¦ksz¡ ni» k. Gracz przegrywa, je»eli b¦dzie musiaª zabra¢

ze stosu ostatni¡ zapaªk¦.
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Poka»emy, »e w grze Nim(n,k) gracz drugi posiada strategi¦ zwyci¦sk¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

n ≡ 1 mod k + 1.

Je±li n ≡ 1 mod k+1, to strategi¡ zwyci¦sk¡ gracza drugiego jest: � je±li gracz pierwszy wzi¡ª a zapaªek,

to gracz drugi bierze k + 1− a zapaªek�.

Po ka»dym ruchu pierwszego i drugiego gracza, liczba zapaªek na stosie maleje o k + 1. W ko«cu,

przed którym± ruchem gracza pierwszego zostanie 1 zapaªka, wi¦c gracz pierwszy przegra.

Je±li n 6≡ 1 mod k + 1, to gracz pierwszy ma strategi¦ zwyci¦sk¡: mo»e zabra¢ tak¡ liczb¦ zapaªek,

aby pozostaªa na stosie liczba zapaªek przystawaªa do 1 modulo k + 1. Nast¦pnie gracz pierwszy stosuje

strategi¦ gracza drugiego opisan¡ powy»ej.

2.3. Gra wprawdzie rozwi¡zana ale. . . bez pomocy komputera nie wygramy

W niektórych popularnych, znanych od wielu lat grach, przez do±¢ dªugi okres czasu nie byªo wiadomo,

jakiego wyniku powinni oczekiwa¢ gracze w przypadku bezbª¦dnej gry ka»dego z nich. Jedn¡ z takich

gier byªo gomoku (czasem potocznie nazywan¡ �kóªko i krzy»yk�):

Gra 2. Gomoku; niech n ∈ N. Na kwadratowej planszy o boku dªugo±ci n, dwaj gracze stawiaj¡ na

wolnych polach na przemian kóªko i krzy»yk. Gracz, który jako pierwszy zajmie swoimi znakami pi¦¢

kolejnych pól w wierszu, kolumnie lub na skos, wygrywa. Je»eli »aden tego nie dokona, wtedy gra ko«czy

si¦ remisem.

W 1994 roku Allis [1] udowodniª, »e w grze gomoku, w przypadku planszy o boku dªugo±ci 15 (na takiej

rozgrywane s¡ zawody, w tym Mistrzostwa �wiata), gracz rozpoczynaj¡cy ma strategi¦ zwyci¦sk¡. Wynik

Allisa byª zgodny z wcze±niejszymi oczekiwaniami, gdy» wcze±niej, nawet w przypadku lepszych amato-

rów, rozpoczynaj¡cy gr¦ prawie zawsze zwyci¦»aª. Po rozwi¡zaniu gry gomoku, aby nie byªo wiadomo,

który z graczy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡, wprowadzano pewne mody�kacje gry. Zwi¡zane one byªy z

pierwszym lub paroma pierwszymi ruchami i powodowaªy albo ograniczenia pól dost¦pnych dla rozpoczy-

naj¡cego gracza, albo dodanie dodatkowych wyborów graczowi drugiemu. Obecnie turnieje mistrzowskie

rozgrywa si¦ wersj¡ gomoku o nazwie Swap2.

Warcaby, rozgrywane na planszy o boku dªugo±ci 8, s¡ gr¡ rozwi¡zan¡ numerycznie w 2007 roku

przez zespóª pod wodz¡ Schae�era [3] - przy prawidªowej grze obydwu graczy, ich pojedynek zako«czy si¦

remisem. Ten zespóª utworzyª program graj¡cy w warcaby, z którym nie da si¦ wygra¢. Natomiast bar-

dziej interesuj¡cy wariant warcabów, rozgrywanych na planszy o boku dªugo±ci 10 (zwanych te» polskimi

warcabami), nadal czeka na rozwi¡zanie.

Zauwa»my, »e warcaby oraz gomoku nie s¡ formalnie grami kombinatorycznymi. Ró»ni¡ si¦ od nich

jedynie tym, »e istnieje mo»liwo±¢ remisowego zako«czenia partii. W takich grach na pewno zachodzi

jedna z dwóch mo»liwo±ci: albo który± z graczy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡, albo obaj gracze posiadaj¡

strategie zapewniaj¡ce im co najmniej remis.

W kombinatorycznej teorii gier funkcjonuj¡ poj¦cia sªabego i mocnego rozwi¡zania gry. Rozwi¡zanie

sªabe polega na udowodnieniu istnienia optymalnej strategii, jednak nie wskazuje optymalnego sposobu

prowadzenia rozgrywki od dowolnego momentu, jaki mo»e powsta¢ w grze (czyli na przykªad, je±li obaj

gracze nie wykonywaliby za ka»dym razem najlepszych ruchów). Warcaby na planszy o boku dªugo±ci 8

posiadaj¡ wªa±nie sªabe rozwi¡zanie. Rozwi¡zanie mocne opisuje optymalne post¦powanie w dowolnym

momencie gry. Gra Nim(n,k) posiada mocne rozwi¡zanie, które powy»ej przedstawili±my.
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Podsumowuj¡c: istniej¡ programy komputerowe, dla których gomoku na planszy o boku dªugo±ci 15

i warcaby na planszy o boku dªugo±ci 8 nie maj¡ tajemnic. Jednak strategie, które stosuj¡, aby gra¢

optymalnie, s¡ na tyle skomplikowane, »e »aden czªowiek nie jest w stanie ich opanowa¢.

2.4. Gra wprawdzie rozwi¡zana, ale. . . nie wiadomo, jak w ni¡ wygra¢

Gra 3. Hex; niech n ∈ N. Na planszy, o ksztaªcie zbli»onym do rombu, o boku dªugo±ci n sze±ciok¡tów

(patrz Rysunek 1), dwaj gracze na przemian zajmuj¡ wolne pola »etonami (pierwszy biaªymi, a drugi

czarnymi). Gracz pierwszy wygrywa, je»eli jego »etony utworz¡ ±cie»k¦ z s¡siaduj¡cych ze sob¡ pól, ª¡cz¡c¡

lewy dolny bok z prawym górnym bokiem planszy. Gracz drugi wygrywa, je»eli utworzy ±cie»k¦ ze swoich

»etonów, ª¡cz¡c¡ prawy dolny bok z lewym górnym bokiem planszy.
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Rysunek 1. Plansza gry hex dla n = 6 po wygranej gracza drugiego.

Mimo tego, »e istnienie strategii zwyci¦skiej pierwszego gracza w grze hex z plansz¡ dowolnej wiel-

ko±ci mo»na nietrudno wykaza¢ (co niniejszym uczynimy), do dnia dzisiejszego nie jest znana strategia,

zapewniaj¡ca graczowi pierwszemu zwyci¦stwo, je±li bok planszy zawiera co najmniej 10 sze±ciok¡tów.

Twierdzenie 2. W grze hex gracz pierwszy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡.

Dowód. Najpierw zauwa»my, »e w grze hex brak rozstrzygni¦cia jest niemo»liwy. Gdyby tak byªo, to

istniaªaby ±cie»ka s¡siaduj¡cych ze sob¡ pól, ª¡cz¡ca prawy dolny bok z lewym górnym, z której »adne z

pól nie byªoby zaj¦te przez »eton pierwszego gracza. Wtedy albo wszystkie pola tej ±cie»ki byªyby zaj¦te

przez »etony drugiego gracza (co oznaczaªoby jego zwyci¦stwo), albo gra jeszcze nie byªaby zako«czona.

Wªa±ciw¡ cz¦±¢ dowodu przeprowadzimy nie wprost. Zaªó»my, »e gracz drugi ma strategi¦ zwyci¦sk¡.

Niech gracz pierwszy w pierwszym ruchu postawi swój »eton na dowolnym polu, a nast¦pnie niech stosuje

strategi¦ zwyci¦sk¡ gracza drugiego, która poprzez pionow¡ symetri¦ planszy jest przystosowana do ª¡-

czenia boków lewego dolnego i prawego górnego. Je±li podczas stosowania tej strategii zwyci¦skiej gracza

drugiego, gracz pierwszy musiaªby postawi¢ swój »eton na polu zaj¦tym w pierwszym ruchu, to mo»e

postawi¢ swój »eton na dowolnym innym. Taka strategia byªaby zatem zwyci¦ska dla gracza pierwszego,

co jest sprzeczne z zaªo»eniem o istnieniu strategii zwyci¦skiej gracza drugiego. �

Przedstawiony w dowodzie schemat nosi nazw¦ �kradzie»y strategii�. W podobny sposób mo»na udo-

wodni¢, »e w grze gomoku gracz pierwszy posiada strategi¦ zapewniaj¡c¡ mu co najmniej remis (gdyby

gracz drugi miaª strategi¦ zwyci¦sk¡, to gracz pierwszy mógªby mu j¡ �ukra±¢�). Udowodnienie, »e gracz
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pierwszy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡ dla gry na planszy o boku dªugo±ci 15, byªo nieporównywalnie

trudniejsze (o istnieniu tego rozwi¡zania byªa wzmianka w poprzednim podrozdziale).

Istniej¡ turnieje w grze hex na planszy o boku dªugo±ci 11. Aby nie mie¢ pewno±ci co do uprzywile-

jowania gracza pierwszego, wprowadza si¦ czasem mody�kacj¦: po pierwszym ruchu gracza pierwszego,

gracz drugi mo»e albo kontynuowa¢ gr¦, albo przej¡¢ »eton postawiony przez przeciwnika i jednocze±nie

odda¢ ruch przeciwnikowi. Nie zmienia to faktu, »e i w tak zmody�kowanej grze, który± z graczy na

pewno posiada strategi¦ zwyci¦sk¡ (co nam mówi Twierdzenie 1), jednak w chwili obecnej nie wiadomo

który.

2.5. Gra rozwi¡zana, o ile jeden z parametrów jest parzysty. W przeciwnym

przypadku nie wiemy prawie nic

Gra 4. Upakowanie; na prostok¡tnej planszy, skªadaj¡cej si¦ z kwadratów, dwaj gracze na przemian

kªad¡ kostki domina, w ka»dym ruchu zasªaniaj¡c dwa s¡siednie pola. Gracz, który nie mo»e wykona¢

ruchu, przegrywa.

W grze upakowanie, je»eli liczba kwadratów tworz¡cych plansz¦ jest parzysta, to sytuacja jest klarow-

na. Gdy bowiem oba boki zawieraj¡ parzyst¡ liczb¦ kwadratów, to gracz drugi posiada strategi¦ zwyci¦sk¡:

na ka»dy ruch gracza pierwszego odpowiada ruchem symetrycznym do ostatniego ruchu pierwszego gracza

wzgl¦dem ±rodka planszy.

Je»eli boki zawieraj¡ parzyst¡ i nieparzyst¡ liczb¦ kwadratów, to gracz pierwszy ma podobn¡ strategi¦

zwyci¦sk¡: na pocz¡tku kªadzie domino na samym ±rodku planszy, a nast¦pnie, podobnie jak w przypadku

gry z parzyst¡ liczb¡ kwadratów w boku, kopiuje ruchy gracza drugiego symetrycznie wzgl¦dem ±rodka

planszy (patrz Rysunek 2).
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Rysunek 2. Gra zako«czona zwyci¦stwem gracza pierwszego, stosuj¡cego strategi¦ zwyci¦sk¡, opisan¡ w pracy.
Gracz pierwszy stawiaª czarne, a drugi biaªe domina. Liczby odpowiadaj¡ kolejno±ci ruchów.

Dla planszy skªadaj¡cej si¦ z nieparzystej liczby kwadratów sytuacja jest nieporównywalnie bardziej

skomplikowana: tutaj nawet dla plansz stosunkowo maªej wielko±ci (nawet dla plansz, których boki skªa-

daj¡ si¦ z kilkunastu kwadratów), gra pozostaje nadal nierozwi¡zana. Dotychczasowe wyniki nawet nie

pozwalaj¡ wysnu¢ jakichkolwiek hipotez na temat postaci rozwi¡zania gry upakowanie dla dowolnej plan-

szy.

Gra 5. O�cerowie; niech n ∈ N. Na stosie znajduje si¦ n monet. Gracze wykonuj¡ ruchy na przemian.

Dozwolonym ruchem jest zabranie jednej monety z dowolnego stosu i jednoczesne (ale nieobowi¡zkowe)

podzielenie tego stosu na dwa niepuste stosy. Nie wolno zabiera¢ ostatniej monety z »adnego stosu. Gracz,

który nie mo»e wykona¢ ruchu, przegrywa.
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W grze o�cerowie poziom trudno±ci rozwi¡zania równie» zale»y od parzysto±ci. Dla nieparzystej licz-

by monet gracz pierwszy mo»e sobie zapewni¢ wygran¡ niemal identycznie jak w grze upakowanie: na

pocz¡tku zabiera monet¦ i dzieli stos na dwa równoliczne, a nast¦pnie kopiuje ruchy gracza drugiego

(wykonane na jednym z pocz¡tkowych stosów lub pozostaªo±ciach z niego) na pozostaªo±ciach drugiego

stosu.

W przypadku parzystej liczby monet wiadomo tylko, który gracz ma strategi¦ zwyci¦sk¡ dla liczby

monet nie wi¦kszej ni» 14 · 1013 [5]. Wynik ten jest rezultatem trwaj¡cej 18 miesi¦cy pracy programu

komputerowego, b¦d¡cego zoptymalizowan¡ wersj¡ jego poprzedników.

2.6. Gra rozwi¡zana tylko dla wybranych przypadków

Przechodzimy do gier, o których wiadomo coraz mniej w kwestii ich rozwi¡zania. Analiza gier, �gu-

ruj¡cych w tym podrozdziale, wymaga zapoznania czytelnika z kolejnymi poj¦ciami, wyst¦puj¡cymi w

teorii gier kombinatorycznych.

De�nicja 2. Gr¦ kombinatoryczn¡ nazywamy bezstronn¡, je±li w ka»dej mo»liwej pozycji powstaªej w tej

grze, mo»liwe ruchy nie zale»¡ od numeru gracza. Je»eli tak nie jest, to gr¦ nazywamy stronnicz¡.

Gra Nim(n,k) jest gr¡ bezstronn¡, podobnie jak o�cerowie czy upakowanie. W takich grach jak hex,

gomoku czy warcaby, gracze posªuguj¡ si¦ wªasnymi symbolami (znakami, pionkami), przez co kontynuacja

gry od dowolnego momentu mo»e nie±¢ ró»ne konsekwencje w zale»no±ci od tego, który gracz b¦dzie

kontynuowa¢ gr¦. Dlatego te gry s¡ grami stronniczymi.

Niech K ( N∪ {0}. Funkcja mex(K) zwraca najmniejsz¡ nieujemn¡ liczb¦ caªkowit¡, nienale»¡c¡ do

zbioru K. W grze bezstronnej de�niujemy funkcj¦ F (zwan¡ funkcj¡ Sprague-Grundy'ego), przyporz¡d-

kowuj¡c¡ ka»dej sytuacji w grze nieujemn¡ liczb¦ naturaln¡ w nast¦puj¡cy sposób:

• Je»eli X jest ko«cem gry, to F (X) = 0.

• Je»eli X nie jest ko«cem gry, to F (X) = mex(K), gdzie K jest zbiorem warto±ci funkcji F we

wszystkich sytuacjach, do których mo»na doj±¢ w jednym ruchu z sytuacji X.

F (X) nazywamy warto±ci¡ Sprague-Grundy'ego w sytuacji X.

Oznaczmy przez δ(k) sytuacj¦ w grze Nim(n,3), w której na stosie zostaªo k zapaªek. Poka»emy,

warto±ci Sprague-Grundy'ego F (δ(k + 1)) s¡ równe reszcie z dzielenia k przez 3.

Z de�nicji, F (δ(1)) = 0 (jedna zapaªka na stosie oznacza koniec gry i przegran¡ gracza pierwsze-

go). Przy dwóch zapaªkach, jedynym mo»liwym ruchem jest zabranie jednej zapaªki. St¡d F (δ(2)) =

mex(F (δ(1))) = mex(0) = 1. Podobnie, F (δ(3)) = mex(F (δ(2)), F (δ(1))) = mex(1, 0) = 2. Zaªó»my,

»e wzór funkcji F jest speªniony dla wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 3p, p ∈ N. W sytuacji

δ(3p), gracz rozpoczynaj¡cy mo»e zabra¢ jedn¡ lub dwie zapaªki. St¡d F (δ(3p)) = mex(F (δ(3(p − 1) +

2)), F (δ(3(p− 1) + 1))) = mex(1, 0) = 2. Podobnie, F (δ(3p+ 1)) = mex(F (δ(3p)), F (δ(3(p− 1) + 2))) =

mex(2, 1) = 0, F (δ(3p+ 2)) = mex(F (δ(3p+ 1)), F (δ(3p))) = mex(0, 2) = 1.

Twierdzenie 3. (Sprague-Grundy'ego) w grze bezstronnej gracz drugi ma strategi¦ zwyci¦sk¡ wtedy i

tylko wtedy, gdy warto±¢ funkcji Sprague-Grundy'ego na pocz¡tku gry jest równa 0.

Dowód. Przez F oznaczmy funkcj¦ Sprague-Grundy'ego. Je»eli w pewnej sytuacji F 6= 0, to gracz doko-

nuj¡cy wyboru mo»e zawsze wybra¢ ruch, po którym F = 0. Je»eli F = 0, to gracz dokonuj¡cy wyboru
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jest zmuszony wybra¢ ruch, po którym F 6= 0. W ten sposób gracz, który przechodzi przez sytuacje, w

których F 6= 0, doprowadza przeciwnika do ko«cowych punktów, gdzie F = 0 - czyli do przegranej. �

Gra 6. Oznaczmy przez Nim(n,K) gr¦, b¦d¡c¡ nast¦puj¡cym uogólnieniem gry Nim: niech n ∈ N,K ⊂
N. Gra toczy si¦ wedªug tych samych zasad co Nim(n,k) z tym, »e liczba zapaªek, któr¡ mo»na zabra¢ w

ka»dym ruchu ze stosu, musi nale»e¢ do zbioru K.

Je»eli K jest sko«czonym zbiorem, to rozwi¡zanie gry Nim(n,K) jest zawsze okresowe, to znaczy:

∃n0, r ∈ N ∀n > n0, F (n) = F (n+ r).

Gra Nim(n,K) jest rozwi¡zana dla stosunkowo niewielu zbiorów K. Jest to gra bezstronna, dzi¦ki czemu

mo»na wyznacza¢ jej warto±ci Sprague-Grundy'ego.

Dzi¦ki istnieniu rozwi¡zania okresowego w grze Nim(n,K) przy ustalonym zbiorze sko«czonym K,

samo jej rozwi¡zanie sprowadza si¦ do wyznaczenia warto±ci n0, r oraz warto±ci Sprague-Grundy'ego dla

wszystkich n < n0 + r.

Dla kilku wybranych zbiorów K, Tabela 1 przedstawia warto±ci Sprague-Grundy'ego w grze Nim(n,K)

i wyró»niony okres. Zach¦camy czytelnika do wªasnor¦cznego ich sprawdzenia.

K kolejne warto±ci Sprague-Grundy'ego dla n = 1, 2, 3, · · ·
{4, 11} 0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,2,1,1,1,0
{4, 5, 11} 0,0,0,1,1,1,1,2,0,0,2,3,1,1,3,0
{4, 6, 11} 0,0,0,1,1,1,1,2,2,0,2,3,3,1,0,2,0,0,1,0,1,1,2,1,0,2,0,2,1,0,1
{4, 10, 11} 0,0,0,2,1,1,1
{4, 9, 10, 11} 0,0,0,1,1,1,1,0,2,2,2,1,3,3,0,0,2,4,1,1,0,0,0,2,1,1,1,0,0,2,2,1,1,3,0,0,2,2
{2, 3, 9, 11} 0,1,1,2,0,0,1,1,2,2,3,3,0,2,1,3,3,0,0,1,1,2,0,3,1,2,2,4,3,3,0,2,1,3,0,0,1,1,2,2,0,3,1,2,2,3,3,0

Tabela 1. Warto±ci Sprague-Grundy'ego dla wybranych zbiorów K w grze Nim(n,K). Pogrubione zostaªy liczby
z pocz¡tku i ko«ca okresu.

2.7. Gra nierozwi¡zana, nie licz¡c sko«czonej liczby przypadków

Je»eli mamy do czynienia z gr¡ stronnicz¡, to warto±ci Sprague-Grundy'ego nie da si¦ okre±li¢. W

ka»dej sytuacji, która powstanie w takiej grze, istnienie strategii zwyci¦skiej nie b¦dzie bowiem zale»e¢

tylko od tego, czy na gracza przypada ruch, ale równie» od tego, który to gracz. W grach stronniczych

graczy b¦dziemy nazywa¢ lewym i prawym celem ich rozró»nienia.

Przy rozwi¡zywaniu gier stronniczych pomocne okazuj¡ si¦ tak zwane warto±ci gry 1 V (Γ). B¦d¡ to

liczby (i nie tylko), które b¦d¡ przyporz¡dkowane ka»dej sytuacji Γ w grze (zauwa»my, »e sytuacja w

trakcie gry sama w sobie mo»e by¢ traktowana jako pocz¡tek pewnej gry) oraz speªniaj¡ nast¦puj¡ce

Warunki:

1. Je»eli warto±¢ jest dodatnia, to gracz lewy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡, a je»eli ujemna, to gracz

prawy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡.

1W teorii gier warto±¢ gry najcz¦±ciej oznacza te» wypªat¦ gracza pierwszego w dwuosobowej grze o sumie zero w

stanie równowagi wedªug Nasha. W tym artykule nie b¦dziemy u»ywa¢ warto±ci gry w tym kontek±cie, dzi¦ki czemu kolizja

oznacze« nam nie grozi.
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2. W grze Γ1, w której gracz prawy nie ma mo»liwego ruchu, a gracz lewy po jedynym mo»liwym

ruchu doprowadza do ko«ca gry, V (Γ1) = 1.

3. Warto±¢ gry równa 0 b¦dzie przyporz¡dkowana grze, w której gracz, który nie zaczyna, posiada

strategi¦ zwyci¦sk¡.

4. Dla dowolnych gier Γ1, Γ2,Γ,

V (Γ1) = V (Γ2)⇐⇒ V (Γ1 ⊕ Γ) = V (Γ2 ⊕ Γ).

5. Je»eli warto±ci V (Γ1) i V (Γ2) s¡ liczbami rzeczywistymi, to

V (Γ1 ⊕ Γ2) = V (Γ1) + V (Γ2).

Dzi¦ki Warunkowi 4, gry o takich samych warto±ciach gry jako skªadniki sum gier b¦d¡ nierozró»nialne

pod k¡tem poszukiwania graczy, posiadaj¡cych strategie zwyci¦skie w sumach gier.

Wyznaczymy warto±¢ gry Γ2, w której gracz lewy nie ma mo»liwego ruchu, a gracz prawy w jednym

ruchu doprowadza do ko«ca gry. Je»eli gra Γ1 speªnia Warunek 2, to w grze Γ1 ⊕ Γ2 ka»dy z graczy

mo»e wykona¢ dokªadnie po jednym ruchu. St¡d ta gra zako«czy si¦ wygran¡ gracza drugiego, wi¦c

V (Γ1 ⊕ Γ2) = 0 i z Warunku 5, V (Γ2) = V (Γ1 ⊕ Γ2)− V (Γ1) = -1.

Gra, w której ka»dy z rozpoczynaj¡cych graczy ma strategi¦ zwyci¦sk¡, nie jest korzystniejsza ani dla

lewego, ani dla prawego gracza. Jej warto±¢ nie powinna wi¦c by¢ ani dodatnia, ani ujemna. Nie mo»e

te» by¢ równa 0, bo ta warto±¢ ju» zostaªa zarezerwowana dla gier korzystnych dla gracza nierozpoczyna-

j¡cego. W ten sposób okazuje si¦, »e zbiór liczb rzeczywistych nie wystarczy nam do okre±lania warto±ci

gier! W dalszej cz¦±ci pracy poznamy wybrane nierzeczywiste warto±ci gry.

Przez {a1, a2, · · · |b1, b2, . · · · } oznacza¢ b¦dziemy warto±¢ gry, w której gracz lewy w pierwszym ruchu

ma do wyboru kontynuacje, b¦d¡ce grami o warto±ciach a1, a2, · · · , a gracz prawy odpowiednio b1, b2, · · · .
Przy ustalaniu dokªadnej warto±ci gry {a1, a2, · · · |b1, b2, · · · }, mo»emy odrzuci¢ kontynuacje zdominowane

przez inne, czyli warto±ci ai, dla których istniej¡ wi¦ksze warto±ci ai′ (korzystniejsze dla gracza lewego) i

warto±ci bj , dla których istniej¡ mniejsze warto±ci bj′ (korzystniejsze dla gracza prawego). W ten sposób

np. {−2, 1, 3|0, 1, 5} = {3|0}.
Aby zaprezentowa¢ ró»ne warto±ci gry na przykªadach, poznamy kolejn¡ gr¦ stronnicz¡:

Gra 7. Dominacja; jest to gra, ró»ni¡ca si¦ od gry Upakowanie tym, »e jeden z graczy (tutaj zwany

prawym) mo»e kªa±¢ domina tylko poziomo, a jego przeciwnik (lewy) tylko pionowo.

Gra dominacja jest przykªadem gry nierozwi¡zanej nawet dla stosunkowo niewielkiej liczby pól, do-

st¦pnych na pocz¡tku gry.

Jej rozwi¡zywanie sprowadza si¦ gªównie wyznaczaniu warto±ci gry dla ró»nych ukªadów pól, co uczy-

nimy dla pewnej liczby sytuacji w grze dominacja. Przy okazji zobaczymy, jak zró»nicowane mog¡ by¢

warto±ci gry.

Dalej �gra� b¦dzie oznacza¢ gr¦ dominacja o wybranym ukªadzie dost¦pnych pól dla obu graczy, a

�wygrywa gracz n-ty� znaczy¢ b¦dzie, »e gracz n-ty posiada strategi¦ zwyci¦sk¡.

• W grach oraz ⊕ rozpoczynaj¡cy zawsze przegrywa - st¡d warto±ci tych gier s¡ równe 0.
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• Zauwa»my, »e w grach oraz , je±li rozpocznie gracz prawy, to doprowadzi do gry o

warto±ci 0. Gracz lewy nie ma w ogóle mo»liwo±ci wykonania »adnego ruchu wi¦c warto±¢ gry

mo»emy zapisa¢ jako {|0}. Poniewa» wcze±niej ustalili±my, »e warto±¢ takiej gry b¦dzie równa −1,

wi¦c −1 := {|0}. Analogicznie, warto±ci gier oraz s¡ równe 1.

• Nietrudno zaobserwowa¢, »e gra ⊕ ⊕ jest gr¡, w której wygrywa gracz drugi. St¡d jej

warto±¢ wynosi 0. Wtedy z Warunku 5, V ( ) = 0− 2 ·V ( ) = −2. Zauwa»my te», »e w grze

, po ruchu gracza prawego mog¡ powsta¢ gry lub , o warto±ciach odpowiednio

−1 i 0. Mo»emy wi¦c te» zapisa¢ {| − 1, 0} = −2.

Analogicznie, prostok¡tne plansze skªadaj¡ce si¦ z jednego wiersza (lub jednej kolumny) zawieraj¡-

cego 2k lub 2k + 1 kwadratów odpowiadaj¡ warto±ciom gry −k (odpowiednio k).

• W grze zawsze zwyci¦»y gracz rozpoczynaj¡cy gr¦ (ju» po jego pierwszym ruchu przeciwnik

nie b¦dzie mógª wykona¢ »adnego ruchu). Dlatego mo»emy zapisa¢ V ( ) = {0|0} i ta gra b¦dzie

mie¢ przyporz¡dkowan¡ nierzeczywist¡ warto±¢ gry. Oznaczamy j¡ ? = {0|0}. Warto±¢ �gwiazdka�

b¦dzie wi¦ksza od ka»dej ujemnej i mniejsza od ka»dej dodatniej warto±ci gry (ale jednocze±nie

ró»na od zera!).

• Najpierw zauwa»my, »e w grze ⊕ wygra gracz prawy, wi¦c musi mie¢ warto±¢ ujemn¡.

Warto±¢ gry wynosi {−1, 0|1} (czyli po uproszczeniu {0|1}), a sama gra jest kolejn¡ gr¡,

korzystniejsz¡ dla lewego gracza (posiada on zawsze strategi¦ zwyci¦sk¡). Dlatego jej warto±¢ {0|1}

musi nale»e¢ do przedziaªu (0, 1). Czytelnik mo»e sprawdzi¢, »e V ( ⊕ ⊕ ) = 0. Teraz

z Warunku 5 wynika, »e 1
2 = {0|1}.

• Istniej¡ gry o warto±ciach, b¦d¡cych dowolnymi liczbami diadycznymi 2. Przykªadowo

V ( ) = 3
4 . Przez to V ( ⊕ ) = 1

4 oraz V ( ⊕ ) = − 1
4 . Mo»na

sprawdzi¢, »e pierwsza z tych gier jest zwyci¦ska dla gracza lewego, a druga dla gracza prawego.

Spo±ród liczb rzeczywistych, tylko liczby diadyczne mog¡ by¢ warto±ciami gry.

Ju» poznali±my jedn¡ nierzeczywist¡ warto±¢ gry: ?. Dalej poznamy kolejne.

• W grze zawsze wygrywa gracz rozpoczynaj¡cy ale warto±¢ tej gry ({1,−1}) nie mo»e by¢ równa

?! Inaczej mieliby±my V ( ⊕ ) = V ( ⊕ ) lecz w pierwszej grze wygrywa gracz

pierwszy, a w drugiej prawy. St¡d mamy kolejn¡ warto±¢ gry, ró»n¡ od poprzednich. Oznaczamy j¡

1| − 1 := {1| − 1}.

2Liczby diadyczne to liczby postaci ± p
2i
, gdzie p, i ∈ N ∪ {0}
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• W analogiczny sposób mo»emy znale¹¢ kolejne, ró»ne mi¦dzy sob¡, nierzeczywiste warto±ci gry

a| − b := {a| − b}, gdzie a, b s¡ nieujemnymi, rzeczywistymi warto±ciami gry. Przykªadowo

V ( ) = 0| − 1, a V ( ) = 1
2 | − 2 i nie s¡ one równe »adnej z poprzednich warto±ci.

• W grze po jedynym ruchu gracza lewego powstanie gra , o warto±ci −1. Je±li rozpocz-

nie gracz prawy, to po jego ruchu mog¡ pojawi¢ si¦ gry , lub . Ju» wiemy, »e ich warto±ci

s¡ równe odpowiednio −1, 1, ?. St¡d mo»emy jej warto±¢ zapisa¢ najpierw jako {−1| − 1, 1, ?}. Po
eliminacji sªabszych wyborów, warto±¢ jest równa {−1| − 1} i jest ona ró»na od poprzednich war-

to±ci gry. Nie jest to mi¦dzy innymi −1 poniewa» w ⊕ gracz pierwszy wygrywa, a o

grze ⊕ wiemy ju», »e ma warto±¢ 0. Warto±¢ {−1| − 1} jest nazywana �przesuni¦ciem o 1

na korzy±¢ prawego warto±ci ? = {0|0}� i oznaczamy j¡ −1?. Podobnie, a? = {a|a}. Warto±ci a?

wprawdzie nie s¡ rzeczywiste, ale je±li a < 0, to uwa»amy je za ujemne, a je±li a > 0, to za dodatnie.

W tym momencie przedstawimy inny sposób uproszczenia niektórych zapisów warto±ci gry, którego dowód

znajduje si¦ w [2].

Twierdzenie 4. (o upraszczaniu). Niech a, b b¦d¡ rzeczywistymi (diadycznymi) warto±ciami gry i niech

a < b. Wtedy {a|b}, {a?|b}, {a|b?}, {a?|b?} s¡ równe najprostszej liczbie diadycznej z przedziaªu (a, b),

gdzie:

� najprostsz¡ liczb¡ diadyczn¡ jest 0.

� Niech p
2i ,

q
2j b¦d¡ skróconymi uªamkami. Wtedy:

� je»eli i < j, to p
2i jest prostsza od q

2j ;

� je»eli i = j, to prostsza jest liczba bli»sza zeru.

W zbiorze liczb diadycznych tylko liczby ró»ni¡ce si¦ jedynie znakiem s¡ nieporównywalne pod wzgl¦-

dem �prostoty�. Nie przeszkadza nam to jednak w jednoznacznym okre±leniu warto±ci gry.

Przykªadowo, upro±¢my { 9
16 |

15
16}. W przedziale

(
9
16 ,

15
16

)
, wszystkie liczby diadyczne oprócz 3

22 maj¡

posta¢ p
2i , gdzie i > 2. St¡d najprostsz¡ z nich jest 3

22 i { 9
16 |

15
16} = 3

4 . Inne przykªady:

{−2|5} = 0, {1|4} = 2, {3

4
|27

8
?} = 1, {−25

32
| − 15

32
} = −1

2
.

Czy poznali±my ju» wszystkie mo»liwe warto±ci gry? Nie!

• Gra ma warto±¢ {0|∗} i jest korzystniejsza dla gracza lewego, który wygrywa, bez wzgl¦du na

to, na kogo przypada ruch. Powinna wi¦c mie¢ warto±¢ dodatni¡. Jednak jej suma z dowoln¡ gr¡ o

warto±ci ujemnej daje gr¦, w której gracz prawy ma strategi¦ zwyci¦sk¡. Przy naszych zaªo»eniach

powinna mie¢ wi¦c warto±¢ dodatni¡ ale... mniejsz¡ od dowolnej rzeczywistej warto±ci dodatniej!

Dlatego wprowadzi¢ trzeba nowy symbol: ↑:= {0|?}. Analogicznie, ↓:= {?|0}.
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• Mo»emy nieco powi¦kszy¢ warto±¢ ↑ i jednocze±nie nadal mo»e by¢ ona mniejsza od dodatnich liczb

rzeczywistych. Tak b¦dzie w przypadku sumy n gier o warto±ci ↑. Warto±¢ takiej gry oznaczamy

↑n. Warto±ci ↑n uznajemy za dodatnie a , ↓n za ujemne.

Jak wida¢, opis wszystkich warto±ci gry jest bardziej skomplikowany, ni» mogªoby to wygl¡da¢ na pierwszy

rzut oka. Ze wzgl¦du na rosn¡cy poziom trudno±ci odnajdywania kolejnych warto±ci, tym momencie

pozwolimy sobie zako«czy¢ ich prezentowanie. Zreszt¡, do dnia dzisiejszego opis wszystkich warto±ci gry

nie zostaª zako«czony.

Ksi¡»ka Winning Ways for Your Mathematical Plays [2] jest doskonaªym ¹ródªem wielu nieopisanych

tutaj warto±ci gry. Nale»¡ do nich mi¦dzy innymi {↑ | ↑}, {0| ↑}, {0, ?|0, ?} i wiele, wiele innych.

Ogólnie, wyznaczanie warto±ci gry stronniczej polega najpierw na wyznaczaniu warto±ci gry we wszyst-

kich sytuacjach w grze, a» do �nalnego wyznaczenia warto±ci samej gry. Je±li gr¦ mo»na przedstawi¢ jako

sum¦ gier, których warto±ci gry s¡ znane, to warto±¢ samej gry jest równa sumie warto±ci gier, wyst¦puj¡-

cych w sumie. Dla niezbyt wyszukanych warto±ci gier, obliczenia s¡ proste. Przykªadowo, gra z Rysunku

3 jest sum¡ pi¦ciu gier o warto±ciach: 0, ?, −1 i dwukrotnie 1
2 . Jej warto±¢ gry wynosi

V (Γ) = 0 + ?− 1 +
1

2
+

1

2
= ?.

Oznacza to, »e w tej grze wygrywa gracz pierwszy.

Rysunek 3. Szare pola s¡ ju» zaj¦te.

Rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych s¡ liczby nadrzeczywiste (mo»na si¦ wi¦cej dowiedzie¢ na

ich temat z Ksi¦gi Liczb [4]), do których nale»¡ niektóre nieliczbowe warto±ci gry (jak ↑n, ↓n). Z kolei

warto±¢ ? nie jest liczb¡ nadrzeczywist¡. Same liczby nadrzeczywiste s¡ zbiorem uporz¡dkowanym liniowo
3. Warto±ci gry jednak nie s¡ uporz¡dkowane liniowo: nie da si¦ porówna¢ 0 i ?.

Na koniec poznajmy jeszcze jeden przykªad gry stronniczej, pokrewnej sªynnemu problemowi: czy da

si¦ zawsze pokolorowa¢ pa«stwa na dowolnej politycznej mapie, co najwy»ej czterema kolorami, w taki

sposób, aby pa«stwa pokolorowane tym samym kolorem nie graniczyªy ze sob¡. Komputerowy dowód

prawdziwo±ci tego faktu zostaª zaakceptowany w 2004 roku ale nadal nie istnieje dowód bez wspomagania

numerycznego.

Gra 8. Col; dwóch graczy na przemian koloruje jeden obszar (pa«stwo, województwo itp.) na danej mapie

politycznej w taki sposób, aby »adne pokolorowane w tym samym kolorze obszary nie graniczyªy ze sob¡.

3Zbiór nazywamy uporz¡dkowanym liniowo, je±li ka»d¡ par¦ jego elementów mo»na porówna¢ ze sob¡; to znaczy stwier-

dzi¢, który z nich jest wi¦kszy albo czy s¡ sobie równe
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Ka»dy z graczy ma do dyspozycji jeden wªasny kolor. Gracz, który nie mo»e pokolorowa¢ »adnego obszaru

zgodnie z podanymi zasadami, przegrywa.

W samej de�nicji celowo unikali±my j¦zyka teorii grafów - dziedziny matematyki idealnej do wy-

korzystania w badaniu gry col. Wspomnijmy jedynie, »e ka»dej mapie politycznej odpowiada pewien

schematyczny rysunek, tak zwany graf s¡siedztwa: ka»demu pa«stwu przyporz¡dkowany jest wierzcho-

ªek (oznaczany jako punkt lub okr¡g), a dwa ró»ne wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je»eli pa«stwa

reprezentowane przez te wierzchoªki granicz¡ ze sob¡.

Gra col jest stronnicza, poniewa» w czasie gry mog¡ pojawi¢ si¦ obszary, które mo»e pokolorowa¢ tylko

jeden z graczy (je±li przeciwnik ju» pokolorowaª który± z s¡siednich obszarów). W okr¦gu reprezentuj¡cym

taki obszar b¦dziemy pisa¢ \L (\P ), je±li nie mo»e by¢ pokolorowany przez gracza lewego (odpowiednio,

prawego).

Przyjrzyjmy si¦ warto±ciom gry col dla paru najprostszych �map�.

Oczywi±cie V ( ) = V (∅) = 0, V ( ) = ?.

W grze
\L

zwyci¦stwo mo»e sobie zapewni¢ gracz prawy. Zauwa»my, »e

V (
\L

) = {V (
\L

)|V (∅), V (
\P

)} = {−1|0, 1} = − 1
2 , a st¡d

V ( )} = {− 1
2 |

1
2} = 0.

Twierdzenie 5. W grze col warto±¢ gry w dowolnej sytuacji nale»y do zbioru S = {a, a? : a ∈ R}.

Dowód. W grze col wykonanie ruchu powoduje obni»enie szans na wygran¡ gracza, który wykonaª ruch -

liczba dost¦pnych obszarów do kolorowania mogªa mu uby¢. Dlatego dla dowolnej sytuacji F w grze col,

dowolnej sytuacji powstaªej z F po ruchu gracza lewego (FL) czy gracza prawego (FP ), V (FL) 6 V (F ) 6

V (FP ).

Niech V (FL) ∈ S i V (FP ) ∈ S.
Je»eli V (FL) < V (FP ), to z twierdzenia o upraszczaniu, V (F ) ∈ S. W pozostaªych przypadkach, dla

dowolnej liczby diadycznej a:

je»eli V (FL) = V (FP ) = a, to V (F ) = {a|a} = a? ∈ S,
je»eli V (FL) = V (FP ) = a?, to V (F ) = {a?|a?} = a ∈ S.
Poniewa» warto±ci V (FL), V (FP ) s¡ uporz¡dkowane, dlatego niemo»liwe jest, aby jedna z tych warto±ci

byªa równa a?, a druga a, co ko«czy dowód. �

Pocz¡tkowe opcje dla ka»dego z graczy s¡ identyczne, wi¦c z Twierdzenia 5, warto±¢ gry col jest równa

{−a, a} (a jest dowoln¡ nieujemn¡ warto±ci¡ gry, niekoniecznie rzeczywist¡), czyli po uproszczeniu, 0 lub

?. Sama gra col jest nierozwi¡zana nawet dla stosunkowo nieskomplikowanych map.

Na koniec proponujemy czytelnikowi znalezienie partnera do gry col na aktualnej mapie Europy

(Rysunek 4) i... ogranie go. Powodzenia!
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Rysunek 4. Graf s¡siedztwa Europy. Kraw¦dzie symbolizuj¡ce wspólne granice Polski i Litwy z Rosj¡ zostaªy
narysowane w taki sposób, aby nie przecinaªy innych kraw¦dzi. Taki graf, który mo»na narysowa¢ na
pªaszczy¹nie bez przecinaj¡cych si¦ kraw¦dzi, nazywamy planarnym. Uprzedzaj¡c ewentualne dyskusje
na tematy polityczno - geogra�czne, samo okre±lenie przynale»no±ci poszczególnych pa«stw do Europy
nie jest jednoznaczne, a w tym przypadku zale»aªo jedynie od osobistego wyboru autora.
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