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Dwa spojrzenia na niesko«czono±¢

Streszczenie. Z niesko«czono±ci¡ spotykamy si¦ bardzo cz¦sto w wielu dziaªach matematyki.
Celem tego artykuªu jest przybli»enie Czytelnikowi, czym wªa±ciwie jest ta niesko«czono±¢, a raczej
czym s¡ te niesko«czono±ci.

Sªowa kluczowe: niesko«czono±¢, równoliczno±¢.

1.Wst¦p

Poniewa» artykuª ten jest skierowany przede wszystkim do zainteresowanych matematyk¡ studentów
szeroko poj¦tych nauk ±cisªych i technicznych, autorzy prosz¡ znawców tematu o wyrozumiaªo±¢ ze wzgl¦-
du na celowe odej±cie od formalnego i precyzyjnego j¦zyka zapisu na korzy±¢ opisu bardziej intuicyjnego
i metaj¦zykowego, dodatkowo zaw¦»onego do zakresu omawianego materiaªu.

Pierwsze spotkanie Czytelnika z niesko«czono±ci¡ prawdopodobnie miaªo miejsce na gruncie analizy
(�ci¡g d¡»y do niesko«czono±ci�) lub teorii mnogo±ci (�zbiór jest niesko«czony�) i na tych dwu zakresach
skupimy si¦ w tym opracowaniu.

2.∞

W analizie rzeczywistej niesko«czono±¢ traktowana jest jako �liczba wi¦ksza od wszystkich innych�
i, co zaskakuj¡ce, mimo »e formalnie taka niesko«czono±¢ nie jest liczb¡, jest to do±¢ poprawne podej±cie.
�Do±¢� poprawne, poniewa» nie opisuje struktury zbioru, który powstaje przez dorzucenie do zbioru liczb
rzeczywistych dwóch nowych obiektów: ∞ i −∞. (Zwró¢cie, prosz¦, uwag¦: �−∞� nie jest �rezultatem
odejmowania niesko«czono±ci od zera�, tylko jest samodzielnym, zªo»onym z dwóch znaków, symbolem
pewnego dodatkowego obiektu, który doª¡czamy do liczb rzeczywistych.)

Czym jest ta �struktura�, której nam brakuje? Otó» na zbiorze liczb rzeczywistych klasycznie okre±la
si¦ dwa typy struktur: algebraiczn¡ (zwi¡zan¡ z dodawaniem, mno»eniem) i topologiczn¡ (zwi¡zan¡ ze
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zbie»no±ci¡ ci¡gów, otwarto±ci¡ zbiorów itd.). I cho¢ rozszerzanie struktury algebraicznej mo»e si¦ wy-
dawa¢ bardziej naturalne, to wªa±nie struktura topologiczna pozwoli nam wygodnie opisa¢ �zbie»no±¢ do
niesko«czono±ci� i tym podobne zagadnienia.

Struktur¦ topologiczn¡ mo»na by opisywa¢ przez granice ci¡gów, ale poniewa» chcemy przy okazji
przybli»y¢ jak rozumiemy te granice, wybierzemy drug¡ drog¦ � opiszemy struktur¦ topologiczn¡ poprzez
zbiory otwarte. Rozwa»ana przez nas topologia nosi nazw¦ euklidesowej i jest najcz¦±ciej stosowan¡
topologi¡ w analizie i geometrii.

Co to jest odcinek (przedziaª) otwarty, to wiemy. Zbiór otwarty to suma dowolnie wielu odcinków
otwartych. Zgodnie z t¡ de�nicj¡ zbiorami otwartymi s¡ wszystkie przedziaªy postaci (a, b), (a,∞),
(−∞, b), ale tak»e np. zbiory (−1, 3) ∪ (4, 5) ∪ (5, 7) i R \ N. Otoczeniem otwartym liczby nazywamy
dowolny zbiór otwarty, do którego nale»y ta liczba. Rodzin¦ wszystkich zbiorów otwartych nazywamy
topologi¡ i oznaczamy j¡ przewa»nie symbolem τ , a zbiór z okre±lon¡ na nim topologi¡ nazywamy prze-

strzeni¡ topologiczn¡ i oznaczamy (w naszym wypadku) (R, τ). Przyjmijmy wi¦c R̄ = R ∪ {∞} ∪ {−∞}.
Naszym zadaniem jest opisanie przestrzeni topologicznej (R̄, τ̄), tak by byªa zgodna ze zbie»no±ci¡ ci¡gów
rozumian¡ tak jak w de�nicjach poni»ej.

De�nicja 1. Mówimy, »e liczba rzeczywista g (nie niesko«czono±¢!) jest granic¡ ci¡gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje N ∈ N, takie »e dla ka»dego n ≥ N zachodzi g − ε ≤ an ≤ g + ε.

�atwo zauwa»y¢, »e powy»szy warunek jest równowa»ny nast¦puj¡cej de�nicji:

De�nicja 2. Mówimy »e liczba rzeczywista g (nie niesko«czono±¢!) jest granic¡ ci¡gu (an) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla ka»dego otoczenia otwartego U liczby g istnieje N ∈ N, takie »e an ∈ U dla ka»dego n ≥ N .

Dowód równowa»no±ci polega na spostrze»eniu, »e skoro zbiór U skªada si¦ z odcinków otwartych,
to jest w±ród nich taki, do którego nale»y g. Powiedzmy, »e jest to odcinek (g − α, g + β) dla pewnych
dodatnich liczb rzeczywistych α i β. Je±li za ε przyjmiemy mniejsz¡ z nich (tzn. ε = min{α, β}), to
natychmiast dostajemy równowa»no±¢ de�nicji.

De�nicja 3. Mówimy, »e ci¡g (an) d¡»y1 do∞, je±li dla ka»dego ε istnieje N ∈ N, takie »e dla wszystkich

n > N zachodzi ε < an.

Aby poda¢ topologiczn¡ de�nicj¦ zbie»no±ci do niesko«czono±ci, musimy wreszcie zde�niowa¢ otocze-
nia otwarte ∞, czyli zbiory otwarte, do których nale»y ∞.

Zde�niujmy wi¦c: ka»de otoczenie otwarte ∞ jest sum¡ pewnego zbioru otwartego w R, dowolnej
póªprostej prawej otwartej (r,∞) i zbioru {∞}.

De�nicja 4. Mówimy, »e ci¡g (an) d¡»y do ∞, je±li dla ka»dego zbioru otwartego U , do którego nale»y

∞, istnieje N ∈ N, takie »e dla wszystkich n > N zachodzi an ∈ U .

Dowód równowa»no±ci de�nicji 3 i 4 polega na spostrze»eniu, »e rol¦ ε z de�nicji 3 peªni w de�nicji 4
taka liczba r, »e póªprosta (r,∞) zawiera si¦ w U .

Dla −∞ otoczenia otwarte de�niujemy analogicznie, ale z u»yciem póªprostej lewej.

1 Wielu powie, »e �ci¡g jest rozbie»ny do niesko«czono±ci�.
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Dobrze � zde�niowali±my struktur¦ topologiczn¡ na R̄, ale ci¡gle mo»emy nie czu¢ o co w niej chodzi.
Mo»e zatem warto na t¦ struktur¦ (a wi¦c i na ∞ i −∞) spojrze¢ w inny, równowa»ny sposób.

Rozwa»my odcinek domkni¦ty [−π/2, π/2] i na nim topologi¦: U jest otwarty w [−π/2, π/2], je±li jest
±ladem zbioru otwartego w R, to znaczy, je±li istniejeW � zbiór otwarty w R, taki »e U = W ∩[−π/2, π/2].
Równowa»nie, co ªatwo zobaczy¢, powiemy, »e U jest otwarty w [−π/2, π/2], je±li jest sum¡ pewnej ilo±ci
odcinków otwartych zawartych w [−π/2, π/2], pewnej ilo±ci odcinków (r, π/2] dla r ∈ (−π/2, π/2) i pewnej
ilo±ci odcinków [−π/2, r) dla r ∈ (−π/2, π/2).

Mamy wi¦c struktur¦ topologiczn¡ odcinka domkni¦tego [−π/2, π/2] i przy jej pomocy mo»emy (rów-
nowa»nie) zde�niowa¢ struktur¦ topologiczn¡ zbioru R̄.

Okre±lmy funkcj¦ f : [−π/2, π/2]→ R̄ jak nast¦puje:

f(x) =


tg x gdy x ∈ (−π/2, π/2)

∞ gdy x = π/2

−∞ gdy x = −π/2.

Jest to funkcja ró»nowarto±ciowa (ró»nym argumentom przyporz¡dkowuje ró»ne warto±ci), dziedzin¡
jej jest caªy zbiór [−π/2, π/2], a jej warto±ciami s¡ wszystkie elementy zbioru R̄. Zauwa»my te», »e f
przeprowadza odcinki otwarte (r, s) na odcinki otwarte (tg r, tg s), odcinki [π/2, r) na odcinki [−∞, tg r),
a odcinki (r, π/2] na odcinki (tg r,∞]. W zwi¡zku z tym funkcja ta pozwala przeprowadzi¢ topologi¦
odcinka [−π/2, π/2] na topologi¦ na R̄ w nast¦puj¡cy sposób:

Zbiór U jest otwarty w R̄ wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f−1 przeksztaªca go na zbiór otwarty
w [−π/2, π/2].2 Równowa»nie: zbiór W jest otwarty w [−π/2, π/2] wtedy i tylko wtedy, gdy f przepro-
wadza go na zbiór otwarty w R̄.

Na powy»sz¡ tez¦ mo»ecie spojrze¢ jak na de�nicj¦ otwarto±ci zbioru w R̄ (je±li nie zde�niowali±cie
tam wcze±niej topologii) lub jak na twierdzenie, je±li ju» macie topologi¦.

Zauwa»my jeszcze jedn¡ wªasno±¢ powy»szej funkcji f .
Ci¡g (an) punktów odcinka [−π/2, π/2] d¡»y do x ∈ [−π/2, π/2] wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g (f(an))

d¡»y do f(x). Gdy przeczytamy t¦ wªasno±¢ w drug¡ stron¦, dostajemy: ci¡g (bn) liczb rzeczywistych
(uwaga, tu de facto jako wyrazy ci¡gu mogªyby te» wyst¦powa¢∞ lub −∞) jest zbie»ny do x ∈ R̄ wtedy
i tylko wtedy, gdy ci¡g (f−1(bn)) jest zbie»ny do f−1(x).

Wszystkie powy»sze rozwa»ania prowadz¡ do nast¦puj¡cego nieformalnego wniosku: je±li chodzi

o zbie»no±¢ ci¡gów, to R̄ = R ∪ {∞} ∪ {−∞} mo»emy traktowa¢ jak zwykªy odcinek domkni¦-

ty prostej rzeczywistej.

Jak to mo»liwe? Spróbujemy to wytªumaczy¢ przez analogi¦.
Wyobra¹my sobie, »e natra�li±my ogªoszenie o willi do wynaj¦cia na pi¦knej tropikalnej wyspie Nebu-

la. Cena jest wyj¡tkowo atrakcyjna, na wysp¦ mo»na dolecie¢ samolotem, a wªa±ciciel oferuje bezpªatny
transport ±migªowcem z lotniska do posiadªo±ci. Rzucamy okiem na doª¡czon¡ do ogªoszenia map¦, na
której widzimy, »e willa znajduje si¦ blisko nadmorskiej pla»y i w podobnej odlegªo±ci od miasteczka Pa-
radisia, w którym mo»na zrobi¢ zakupy czy zje±¢ kolacj¦ w restauracji. Zachwyceni ofert¡ wynajmujemy
will¦ na dwa tygodnie i kupujemy bilety na samolot. Na miejscu okazuje si¦, »e do pla»y jest rzeczywi±cie
okoªo 80 metrów. W poziomie. Na mapie nie byªo wida¢, »e posiadªo±¢ jest poªo»ona na póªce skalnej

2 f−1 oznacza tu funkcj¦ odwrotn¡ do f , tzn. tak¡, »e f−1(y) = x ⇐⇒ y = f(x).
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Wykres funkcji tangens dla x ∈ (−π/2, π/2) i plan wyspy doª¡czony
do ogªoszenia z historyjki o Isla Nebula.

w poªowie wysoko±ci klifu, ponad 100 metrów nad poziomem morza... Zarówno na pla»¦, jak i do miastecz-
ka mo»na si¦ dosta¢ tylko ±migªowcem albo pieszo po w¡skiej ±cie»ce, która wije si¦ po zboczu. Oznacza
to, »e droga na pla»¦ jest zacznie dªu»sza ni» sugerowaªaby to mapa. Wyobra¹my sobie teraz, »e ±cie»ka
wije si¦ coraz bardziej w miar¦ zbli»ania si¦ (w poziomie) do brzegu i trzeba pokonywa¢ coraz dªu»sz¡
drog¦ »eby znale¹¢ si¦ o metr bli»ej morza; tak samo jest w przypadku drogi do miasteczka. Zaªó»my, »e
ka»dej liczbie x ∈ (−80, 80) odpowiada dokªadnie jeden punkt na ±cie»ce, oddalony od willi w poziomie
o |x| metrów, przy czym liczbom ujemnym przypisujemy punkty na trasie prowadz¡cej w kierunku mo-
rza, a dodatnim � punkty na drodze do Paradisii. Przyjmijmy, »e od punktu odpowiadaj¡cego liczbie x1
do punktu odpowiadaj¡cego liczbie x2 musimy przemierzy¢

∣∣tg ( π
160 · x1

)
− tg

(
π

160 · x2
)∣∣ metrów. W efek-

cie zarówno pla»a, jak i miasteczko staj¡ si¦ nieosi¡galne dla osoby id¡cej pieszo z posiadªo±ci! Dªugo±¢
drogi z willi na pla»¦ staje si¦ niesko«czona, chocia» odlegªo±¢ w poziomie wynosi zaledwie 80 metrów
i nie stanowi problemu dla ±migªowca; to samo dotyczy drogi do Paradisii. (Na pocieszenie mamy pi¦kny
widok na morze, basen w ogrodzie, ±wietnie zaopatrzon¡ spi»arni¦ i obietnic¦ transportu na lotnisko po
upªywie dwóch tygodni, wi¦c dªugo±¢ dróg na pla»¦ i do miasteczka jest jedyn¡ niedogodno±ci¡.)

W tej historii pla»a odpowiada liczbie −π2 w [−π/2, π/2] (dla lec¡cego ±migªowcem) i −∞ w R̄ (dla
piechura), a Paradisia � liczbie π

2 w [−π/2, π/2] i ∞ w R̄.

Uwaga 1. Licz¡c granice ci¡gów cz¦sto spotykamy si¦ z symbolami [∞ +∞], [∞−∞], [∞/a], [∞ · 0],
itd. Symbole te s¡ nazywane symbolami oznaczonymi i nieoznaczonymi. Wªa±nie symbolami, poniewa»
rozszerzenie dziaªa« (struktury algebraicznej, o której mówili±my wcze±niej) z R na R̄ z zachowaniem
zgodno±ci granic ci¡gów jest niemo»liwe, wymagaªoby bowiem np. jednoznacznego okre±lenia rezultatu
dodawania∞+ (−∞), a wiemy, »e je±li ci¡g (an) d¡»y do niesko«czono±ci, (bn) do −∞, to ci¡g (an+ bn)

mo»e d¡»y¢ do dowolnej liczby rzeczywistej, do której± z niesko«czono±ci lub by¢ rozbie»ny � nie mo»na
wi¦c zgodnie z granicami ci¡gów okre±li¢ wyniku dodawania ∞+ (−∞).
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3.N, Q, R, ... ω0, ω1, ... , ℵ0, ℵ1, ...

Zastanówmy si¦ najpierw czym jest liczba 5. Po chwili oka»e si¦, »e prawdopodobnie nie potra�cie
odpowiedzie¢ precyzyjnie � i dobrze! Zde�niujemy wi¦c sobie 5 � najpierw dorzucaj¡c �niewªa±ciwy� obiekt
do standardowego ±wiata matematycznego. Mo»emy powiedzie¢, »e 5 to jedyna wspólna cecha wszystkich

zbiorów pi¦cioelementowych. Ta de�nicja, cho¢ ju» co± mówi¡ca, ma trzy wady:
1) odwoªuje si¦ do poj¦cia �cechy�, o którym nie wiemy co dokªadnie ma znaczy¢,
2) odnosi si¦ do �wszystkich zbiorów� maj¡cych t¦ cech¦ (nie wchodz¡c w szczegóªy � cho¢ nie wiemy

czym jest zbiór, to o niektórych obiektach wiemy, »e to s¡ zbiory, o niektórych wiemy, »e zbiorami nie s¡,
bo s¡ �za du»e� � s¡ klasami wªa±ciwymi),

3) wykorzystuje poj¦cie �zbioru pi¦cioelementowego�, a nie wiemy jak go zde�niowa¢, zwªaszcza je±li
nie mo»emy posªu»y¢ si¦ liczb¡ 5.

Mo»emy uciec od kªopotu 1) próbuj¡c de�niowa¢ 5 jako klas¦ wszystkich zbiorów pi¦cioelementowych.
Tu ju» jest lepiej, ale zostaj¡ jeszcze 2) i 3), przy czym z kªopotem 3) za chwil¦ sobie poradzimy, a na
koniec kªopot 2) ominiemy przede�niowuj¡c jeszcze raz liczb¦ 5.

Aby zde�niowa¢ 5 chcemy zde�niowa¢ poj¦cie �zbiór pi¦cioelementowy� (w rozumieniu wyró»nienia
zbiorów pi¦cioelementowych spo±ród wszystkich zbiorów). Narzuca si¦ �zbiór jest pi¦cioelementowy, je±li
ma 5 elementów� � no fajnie, ale my wªa±nie to �5� chcemy zde�niowa¢, zaproponuj¦ wi¦c Wam inn¡
de�nicj¦: �zbiór jest pi¦cioelementowy, je±li ma tyle samo elementów ile zbiór palców mojej prawej r¦ki
(w chwili gdy to pisz¦)�.

� Dobrze, � powiecie � tylko co to znaczy: �mie¢ tyle samo elementów�?
Wreszcie mo»emy zde�niowa¢ co± formalnie.

Mówimy, »e zbiory A i B maj¡ tyle samo elementów lub, »e s¡ równoliczne, je±li istnieje funkcja
g : A→ B taka, »e:

1) g jest ró»nowarto±ciowa, czyli ró»nym argumentom przyporz¡dkowuje ró»ne warto±ci,
2) ka»dy element zbioru B jest warto±ci¡ funkcji g.

Takie funkcje nazywamy bijekcjami. Zwró¢cie uwag¦, »e funkcja f z poprzedniego rozdziaªu byªa
bijekcj¡!

W przypadku zbiorów sko«czonych (ich de�nicj¦ podamy za chwil¦) równoliczno±¢ dwóch zbiorów
oznacza, »e maj¡ one t¦ sam¡ liczb¦ elementów. Je±li chcemy rozwa»a¢ równie» zbiory niesko«czone, za-
miast o liczbie elementów b¦dziemy mówi¢ o mocy zbioru. Moc zbioru jest uogólnieniem poj¦cia liczby
elementów i tak»e jest pewnego rodzaju liczb¡ (tzw. liczb¡ kardynaln¡), chocia» dla zbiorów niesko«czo-
nych nie jest to liczba naturalna ani nawet rzeczywista. De�nicja równoliczno±ci jest kluczowa dla teorii
mocy i pozwala nam (przy pewnych zaªo»eniach co do �±wiata matematycznego�, w którym pracujemy)
porównywa¢ moce zbiorów mi¦dzy sob¡.

Mówimy, »e zbiór A jest nie mniej liczny ni» zbiór B, je±li istnieje bijekcja z B na pewien podzbiór
zbioru A. (Uwaga: ma by¢ to funkcja �w A�, niekoniecznie �na A�. Ró»nica polega na tym, »e nie wszystkie
elementy A musz¡ by¢ warto±ciami funkcji.)

Formalne zde�niowanie liczby 5 odªo»ymy sobie na �za chwil¦�, a teraz zajmijmy si¦ wnioskami z de-
�nicji równoliczno±ci. Wracamy do funkcji tg : (−π/2, π/2) → R. Jest to niew¡tpliwie bijekcja, czyli
odcinek (−π/2, π/2) jest równoliczny z prost¡ rzeczywist¡.
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� Halo! � powiecie. � Jak to? Przecie» R ma wi¦cej elementów ni» (−π/2, π/2), bo cho¢by liczba
2 jest w R, a nie ma jej w (−π/2, π/2), czyli w R jest przynajmniej o jeden element wi¦cej!

Otó» nie! To, »e jeden zbiór zawiera drugi i jeszcze inne elementy, nie znaczy, »e ma ich wi¦cej �
w ±wietle naszej de�nicji mo»e mie¢ ich tyle samo, a »eby przekona¢ si¦ �bardziej namacalnie�, spójrzmy
na takie rozumowanie:

Wyobra¹my sobie zaczynaj¡cy si¦ w pewnym miejscu niesko«czony prosty chodnik z du»ych pªyt
uªo»onych jedna za drug¡. Na ka»dej pªycie, plecami w stron¦ pocz¡tku chodnika, stoi czªowiek � jest
wi¦c tyle samo ludzi co pªyt. Teraz wszyscy naraz zrobili krok na nast¦pn¡ (dla nich) pªyt¦. Zobaczmy co
si¦ staªo. Nie zmieniªa si¦ ilo±¢ pªyt, nie zmieniªa si¦ ilo±¢ ludzi, ale pierwsza pªyta jest ju» pusta! Czyli
je±li od niesko«czono±ci odejmiemy jeden, to wci¡» b¦dzie tyle samo. Teraz wszyscy robi¡ krok w tyª �
wci¡» jest tyle samo pªyt co ludzi, jednak wszystkie pªyty s¡ ju» zaj¦te. Je±li do niesko«czono±ci dodamy
jeden, to wci¡» b¦dzie ta sama niesko«czono±¢. I to wªa±nie jest de�nicja zbioru niesko«czonego � zbiór
jest niesko«czony, je±li dodanie jednego elementu nie zmienia ilo±ci elementów tego zbioru.

Zbiory, które nie s¡ niesko«czone, nazywamy sko«czonymi.

Przekonali±my si¦ ju» o równoliczno±ci R i (−π/2, π/2). Bardzo podobnie mo»na pokaza¢, »e ka»dy
odcinek (a, b) dla a < b jest równoliczny z R. A jakie inne zbiory s¡ ze sob¡ równoliczne? Poka»emy
najpierw, »e zbiór liczb naturalnych N i zbiór liczb caªkowitych Z s¡ równoliczne.

Opiszmy wi¦c bijekcj¦ mi¦dzy f : N→ Z. Zacznijmy od uwagi: 0 (zero) jest liczb¡ naturaln¡. Funkcja
f liczbie 0 przypisuje 0, liczbie 1 przypisuje 1, liczbie 2 przypisuje −1, liczbie 3 przypisuje 2, liczbie 4

przypisuje −2 i tak dalej. �atwo zobaczy¢, »e rzeczywi±cie f jest bijekcj¡ z N na Z.3

Okazuje si¦, »e tak»e zbiór liczb wymiernych dodatnich Q+ jest równoliczny ze zbiorem liczb natu-
ralnych. Wyobra¹my sobie niesko«czon¡ tabel¦ skªadaj¡c¡ si¦ z niesko«czenie wielu wierszy ponumero-
wanych liczbami naturalnymi dodatnimi i niesko«czenie wielu kolumn, tak»e ponumerowanych liczbami
naturalnymi dodatnimi. W n-tym wierszu i w m-tej kolumnie stoi liczba n/m � czyli wszystkie dodatnie

3 Je±li chcecie opisa¢ f wzorem, to musimy najpierw zde�niowa¢ funkcj¦ dre, zwan¡ cech¡ górn¡ albo su�tem, przypo-

rz¡dkowuj¡c¡ liczbie r najmniejsz¡ liczb¦ caªkowita wi¦ksz¡ lub równ¡ r. I teraz niech f(n) = (−1)n · dn/2e.
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liczby wymierne s¡ elementami naszej tabeli. Teraz budujemy bijekcj¦ N→ Q+ wypeªniaj¡c tabel¦ �w¦-
»ykiem� jak na obrazku powy»ej, przy pomini¦ciu tych liczb wymiernych, które ju» s¡ w naszym w¦»yku.
Równoliczno±¢ Q+ z Q \ 0 uzasadniamy tak jak równoliczno±¢ N z Z, a równoliczno±¢ Q \ {0} z Q tak
jak w przykªadzie z chodnikiem, czyli bierzemy ci¡g elementów zbioru, przesuwamy ka»dy element ci¡gu
o jedno miejsce, a na miejsce pierwszego wstawiamy 0.

Po tych przykªadach mo»na odnie±¢ wra»enie, »e wszystkie zbiory niesko«czone s¡ równoliczne. Oka-
zuje si¦, »e tak nie jest.

Zbiorem pot¦gowym ustalonego zbioru X nazywamy zbiór 2X , którego elementami s¡ wszystkie pod-
zbiory zbioru X. W przypadku X = ∅ zbiór pot¦gowy ma tylko jeden element � zbiór ∅, a wi¦c 2∅ = {∅}.
Je±li X = {1}, to 2X = {∅, {1}}; je±li X = {1, 2}, to 2X = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}, itd.

Twierdzenie Cantora mówi nam, »e dla dowolnego zbioru X (równie» dla zbioru niesko«czonego) zbiór
pot¦gowy zbioru X ma wi¦cej elementów ni» zbiór X.

Twierdzenie Cantora

�aden zbiór X nie jest równoliczny ze swoim zbiorem pot¦gowym 2X .

Dowód oparty jest na pomysªowym triku zastosowanym w dowodzie nie wprost. Poniewa» funkcja
przyporz¡dkowuj¡ca elementom X jednoelementowe zbiory zªo»one z tych elementów (f(x) = {x}) jest
bijekcj¡ mi¦dzy X a podzbiorem 2X , zbiór pot¦gowy jest nie mniej liczny ni» X. Poka»emy, »e nie ma
relacji odwrotnej, tzn. »e nie ma bijekcji z (podzbioru zbioru) X na 2X , czyli »e nie ma funkcji �na� id¡cej
z X w 2X . Dowodz¡c nie wprost przyjmijmy, »e istnieje zbiór X taki, »e istnieje funkcja �na� f : X → 2X .

Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich takich elementów x ∈ X, »e x 6∈ f(x). Skoro funkcja f jest �na�,
to istnieje taki element x0 ∈ X, »e A = f(x0). Gdyby x0 nale»aªo do A, to dostaliby±my sprzeczno±¢
z de�nicj¡ zbioru A, bo do A nale»¡ tylko te elementy x ∈ X, dla których x 6∈ f(x) . Gdyby z kolei x0 nie
nale»aªo do A, to speªniaªoby warunek de�niuj¡cy zbiór A, a wi¦c nale»aªoby do zbioru A. Sprzeczno±¢
ko«czy dowód.

Wracamy do liczb. Spróbujemy bardzo nieformalnie omówi¢ liczby porz¡dkowe. Nale»¡ do nich m.in.
wszystkie liczby naturalne. Ka»da liczba naturalna jest liczb¡ elementów pewnego zbioru, mo»emy wi¦c
poda¢ jej reprezentacj¦ w postaci zbioru, podobnie jak, licz¡c na palcach, uto»samiamy liczby od 1 do 5 z
okre±lonym ukªadem zgi¦tych lub wyprostowanych palców. John von Neumann zaproponowaª nast¦puj¡c¡
reprezentacj¦ liczb naturalnych:

• liczba 0 uto»samiana jest ze zbiorem pustym, który ma zero elementów,

• liczbie 1 odpowiada zbiór jednoelementowy {∅}, którego jedynym elementem jest zbiór reprezentu-
j¡cy 0,

• liczbie 2 odpowiada zbiór dwuelementowy {∅, {∅}}, do którego nale»¡ zbiory reprezentuj¡ce 0 i 1,

• ka»dej liczbie n ≥ 1 odpowiada zbiór n�elementowy, do którego nale»¡ zbiory reprezentuj¡ce wszyst-
kie liczby naturalne mniejsze od n.

Liczb¦ porz¡dkow¡ uto»samian¡ ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych oznaczamy symbolem ω.
Jest to pierwsza niesko«czona liczba porz¡dkowa.

Mo»na powiedzie¢, »e ka»da liczba porz¡dkowa w sensie von Neumanna wi¦ksza od zera jest repre-
zentowana przez zbiór, którego elementami s¡ wszystkim liczby porz¡dkowe mniejsze od niej (a wªa±ciwie
zbiory, ktore te liczby reprezentuj¡).
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Liczby porz¡dkowe w sensie von Neumanna de�niowane zwykle w nast¦puj¡cy sposób.
Zbiór4 X jest liczb¡ porz¡dkow¡ w sensie von Neumanna, gdy

1. Je±li x ∈ X, to x ⊂ X;

2. Je±li x, y ∈ X, to x = y lub x ⊂ y lub y ⊂ x;

3. Je±li X 6= ∅, to istnieje takie x ∈ X, »e x ∩X = ∅.

Jakie zbiory s¡ liczbami porz¡dkowymi w sensie von Neumanna? Oto kilka z nich
∅,
{∅},
{∅, {∅}},
{∅, {∅}, {∅, {∅}}},
ω = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}} . . .},
ω + 1 = ω ∪ {ω},
ω + 2 = (ω + 1) ∪ {ω + 1} = (ω ∪ {ω}) ∪ {ω ∪ {ω}},
...
ω1.
Zauwa»cie: ka»dy zbiór skªada si¦ ze wszystkich poprzednich, przy czym ∅ traktujemy jako 0, {∅}

jako 1, {∅, {∅}} jako 2, {∅, {∅}, {∅, {∅}}} jako 3, ... a 5 to ju» chyba sami sobie wypiszecie. Zwró¢cie te»,
prosz¦, uwag¦, »e ω to nic innego jak caªy zbiór liczb naturalnych, jest wi¦c równoliczny z ω + 1, ω + 2

i ω + k dla wszystkich k ∈ N. Pierwsz¡ niesko«czon¡ liczb¦ porz¡dkow¡, która nie jest równoliczna z ω,
oznaczamy symbolem ω1.

W poprzednim rozdziale mówili±my o strukturze algebraicznej (czy raczej niemo»liwo±ci jej �rozs¡d-
nego� wprowadzenia) na R∪{∞}∪{−∞}. Na zbiorze liczb porz¡dkowych wprowadza si¦ tak¡ struktur¦.
Jej wªasno±ci s¡ uzasadnione przez tak zwane typy porz¡dkowe, ale tu tylko napomkniemy, »e prowadzi
to do tak (na pierwszy rzut oka) nienaturalnych wªasno±ci jak nieprzemienno±¢ mno»enia i dodawania.

Zwró¢my jeszcze uwag¦, »e ∞ z poprzedniego rozdziaªu mo»emy traktowa¢ jak ω z tego rozdziaªu.
W±ród liczb porz¡dkowych wyró»nia si¦ liczby pocz¡tkowe � to takie liczby porz¡dkowe, które nie s¡

równoliczne z »adn¡ wcze±niejsz¡ od siebie (czyli z »adnym ze swoich elementów). Te wªa±nie liczby na-
zywa si¦ te» liczbami kardynalnymi, czyli mocami zbiorów. Innymi sªowy, liczba kardynalna κ jest moc¡
zbioru X, je±li κ jest równoliczna z X, co zapisujemy card (X) = κ. Gdy mamy na my±li liczby kardy-
nalne, to sko«czone oznaczamy tak jak naturalne: 0,1,2,3, ..., natomiast niesko«czone oznaczamy innymi
symbolami, w jakim± sensie zaniedbuj¡c ich struktur¦ i korzystaj¡c tylko z liczno±ci. Odpowiednikiem ω

b¦dzie hebrajski symbol ℵ0 (czytaj: alef zero), odpowiednikiem ω1 b¦dzie ℵ1.
Co ciekawe, dla liczb kardynalnych wprowadza si¦ zupeªnie inn¡ struktur¦ algebraiczn¡ � odpowia-

daj¡c¡ nie porz¡dkom, a mocom wªa±nie � i tak dodawanie i mno»enie jest przemienne, ale stosunkowo
nudne, bo np. dla niesko«czonych liczba kardynalnych κ+ κ = κ i κ · κ = κ.

Zobaczcie co si¦ staªo, gdy zde�niowali±my liczby kardynalne. Pami¦tacie jak de�niowali±my zbiór
pi¦cioelementowy przez zbiór palców mojej prawej r¦ki? Czym byª ten zbiór palców? Byª �przymiarem�,
z którym mogli±my porówna¢ ka»dy zbiór i stwierdzi¢ (b¡d¹ nie) równoliczno±¢. Teraz mamy liczby
kardynalne, które tworz¡ peªn¡ skal¦ takich �przymiarów�. Ka»dy zbiór jest równoliczny z jak¡± licz-
b¡ kardynaln¡, dlatego klasa liczb kardynalnych zawiera wszystkie niesko«czono±ci rozumiane jako
mo»liwe ilo±ci elementów (moce) zbiorów niesko«czonych5.

4 W standardowej teorii mnogo±ci pracujemy wyª¡cznie na zbiorach, wi¦c elementy zbioru musz¡ by¢ zbiorami � innych

nie rozpatrujemy.
5 Formalnie powy»sze stwierdzenie wymaga pewnika wyboru, ale nie on jest tematem tego artykuªu.
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Poniewa» wszystkie przedstawione tu de�nicje, wªasno±ci i twierdzenia s¡ powszechnie znane i stosowa-
ne w analizie, topologii i teorii mnogo±ci, zamiast tradycyjnej bibliogra�i przedstawiamy list¦ publikacji,
do których warto si¦gn¡¢ by poszerzy¢ wiedz¦, której wycinki tu zaprezentowali±my. Zainteresowanym
obszerniejszym i bardziej precyzyjnym opracowaniem omawianych tematów polecamy z analizy [9], [10]
i zbiór zada« [5], z topologii [4], [6] i zbiór zada« [2], a z teorii mnogo±ci [3], [7] i zbiór zada« [8]. Czytelnicy
zainteresowani bardziej popularnym uj¦ciem tematyki mog¡ si¦gn¡¢ po ksi¡»ki [1] i [11].
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