MINUT 2020 (3), s. 52-60
l MATEMATYKA ISSN 2719-3063

; ( I INFORMATYHKA
i

Alicja SAMULEWICZ!, Andrzej STAROSOLSKI!

Katedra Matematyki, Politechnika Slaska, ul. Kaszubska 23, 44-100 Gliwice

Dwa spojrzenia na nieskoriczono$é

Streszczenie. 7 nieskoriczonoscig spotykamy sie bardzo czesto w wielu dzialach matematyki.
Celem tego artykutu jest przyblizenie Czytelnikowi, czym wtasciwie jest ta nieskoriczono$é, a raczej
czym s3 te nieskonczono$ci.

Stowa kluczowe: nieskoriczono$é, rownolicznosé.

1. Wstep

Poniewaz artykut ten jest skierowany przede wszystkim do zainteresowanych matematyka studentéw
szeroko pojetych nauk $cistych i technicznych, autorzy prosza znawcéw tematu o wyrozumialosé ze wzgle-
du na celowe odejscie od formalnego i precyzyjnego jezyka zapisu na korzys$¢ opisu bardziej intuicyjnego
i metajezykowego, dodatkowo zawezonego do zakresu omawianego materiatu.

Pierwsze spotkanie Czytelnika z nieskoriczono$cia prawdopodobnie miato miejsce na gruncie analizy
(,ciag dazy do nieskoniczonosci”) lub teorii mnogosci (,zbior jest nieskoniczony”) i na tych dwu zakresach
skupimy sie w tym opracowaniu.

2.00

W analizie rzeczywistej nieskoriczono$¢ traktowana jest jako ,liczba wieksza od wszystkich innych”
i, co zaskakujace, mimo ze formalnie taka nieskoriczono$¢ nie jest liczba, jest to do§é poprawne podejscie.
,D0S$¢” poprawne, poniewaz nie opisuje struktury zbioru, ktéry powstaje przez dorzucenie do zbioru liczb
rzeczywistych dwoch nowych obiektow: co i —oo. (Zwrdccie, prosze, uwage: ,,—oc0” nie jest ,rezultatem
odejmowania nieskoriczonosci od zera”, tylko jest samodzielnym, ztozonym z dwoch znakéw, symbolem
pewnego dodatkowego obiektu, ktory dotaczamy do liczb rzeczywistych.)

Czym jest ta ,struktura”, ktérej nam brakuje? Otéz na zbiorze liczb rzeczywistych klasycznie okresla
sie dwa typy struktur: algebraiczna (zwiazana z dodawaniem, mnozeniem) i topologiczng (zwiazana ze
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zbieznoscig ciagow, otwartoScia zbiorow itd.). I choé¢ rozszerzanie struktury algebraicznej moze sie wy-
dawa¢ bardziej naturalne, to wtasnie struktura topologiczna pozwoli nam wygodnie opisaé ,zbieznosé¢ do
nieskoniczonosci” i tym podobne zagadnienia.

Strukture topologiczng mozna by opisywaé przez granice ciagdw, ale poniewaz chcemy przy okazji
przyblizy¢ jak rozumiemy te granice, wybierzemy druga droge — opiszemy strukture topologiczna poprzez
zbiory otwarte. Rozwazana przez nas topologia nosi nazwe euklidesowej i jest najczesciej stosowana
topologia w analizie i geometrii.

Co to jest odcinek (przedzial) otwarty, to wiemy. Zbidr otwarty to suma dowolnie wielu odcinkow
otwartych. Zgodnie z ta definicja zbiorami otwartymi sa wszystkie przedzialy postaci (a,b), (a,o00),
(—o0,b), ale takze np. zbiory (—1,3) U (4,5) U (5,7) i R\ N. Otoczeniem otwartym liczby nazywamy
dowolny zbiér otwarty, do ktérego nalezy ta liczba. Rodzine wszystkich zbioréw otwartych nazywamy
topologig 1 oznaczamy ja przewaznie symbolem 7, a zbiér z okreslong na nim topologia nazywamy prze-
strzeniq topologiczng i oznaczamy (w naszym wypadku) (R, 7). Przyjmijmy wiec R = RU {oo} U {—oc}.
Naszym zadaniem jest opisanie przestrzeni topologicznej (R, 7), tak by byta zgodna ze zbieznoscia ciagow
rozumiang tak jak w definicjach ponize;j.

Definicja 1. Mowimy, ze liczba rzeczywista g (nie nieskoriczono$é!) jest granicq ciggu (ay,) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje N € N, takie ze dla kazdego n > N zachodzi g — ¢ < a, < g+e¢.

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest rownowazny nastepujacej definicji:

Definicja 2. Mowimy Ze liczba rzeczywista g (nie nieskoriczonos$é!) jest granicq ciggu (a,) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego otoczenia otwartego U liczby g istnieje N € N, takie ze a,, € U dla kazdegon > N.

Dowo6d réwnowaznosci polega na spostrzezeniu, ze skoro zbior U sklada sie z odcinkéw otwartych,
to jest wérod nich taki, do ktorego nalezy g. Powiedzmy, ze jest to odcinek (¢ — a, g + ) dla pewnych
dodatnich liczb rzeczywistych a i 8. Jedli za e przyjmiemy mniejsza z nich (tzn. e = min{«, 8}), to
natychmiast dostajemy réwnowazno$é definicji.

Definicja 3. Mowimy, Ze cigg (a,,) dazy* do oo, jesli dla kazdego € istnieje N € N, takie ze dla wszystkich
n > N zachodzi € < a,,.

Aby poda¢ topologiczng definicje zbieznosci do nieskonczonosci, musimy wreszcie zdefiniowaé otocze-
nia otwarte oo, czyli zbiory otwarte, do ktoérych nalezy oc.

Zdefiniujmy wiec: kazde otoczenie otwarte oo jest suma pewnego zbioru otwartego w R, dowolnej
polprostej prawej otwartej (r, 00) i zbioru {oo}.

Definicja 4. Mowimy, Ze cigg (a,) dgzy do oo, jesli dla kazdego zbioru otwartego U, do ktérego nalezy
o0, istnieje N € N, takie ze dla wszystkich n > N zachodzi a,, € U.

Dowdd rownowaznosci definicji 3 i 4 polega na spostrzezeniu, ze role ¢ z definicji 3 pelni w definicji 4
taka liczba r, ze polprosta (r, c0) zawiera sie w U.

Dla —oo otoczenia otwarte definiujemy analogicznie, ale z uzyciem potprostej lewej.

1 Wielu powie, e ,ciag jest rozbiesny do nieskonczonosci”.
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Dobrze — zdefiniowalismy strukture topologiczna na R, ale ciagle mozemy nie czué o co w niej chodzi.
Moze zatem warto na te strukture (a wiec i na oo i —o0) spojrze¢ w inny, rownowazny sposob.

Rozwazmy odcinek domkniety [—7/2,7/2] i na nim topologie: U jest otwarty w [—7/2,7/2], jesli jest
sladem zbioru otwartego w R, to znaczy, jesli istnieje W — zbior otwarty w R, taki ze U = WN[—n/2,7/2].
Rownowaznie, co tatwo zobaczy¢, powiemy, ze U jest otwarty w [—m/2, 7/2], jesli jest suma pewnej iloSci
odcinkow otwartych zawartych w [—7/2, 7 /2], pewnej ilosci odcinkow (r, /2] dlar € (—m/2,7/2) i pewnej
ilosci odcinkow [—7/2,7) dla r € (—7/2,7/2).

Mamy wiec strukture topologiczna odcinka domknietego [—7/2, 7/2] i przy jej pomocy mozemy (row-
nowaznie) zdefiniowaé strukture topologiczng zbioru R.
Okreélmy funkcje f : [-7/2,7/2] — R jak nastepuje:

tgx  gdy x € (—7/2,7/2)
fl@)=q oo gdyz=m/2
—o0 gdy z = —7/2.

Jest to funkcja réznowartosciowa (roznym argumentom przyporzadkowuje rozne wartosci), dziedzing
jej jest caty zbior [—m/2,m/2], a jej wartosciami s wszystkie elementy zbioru R. Zauwazmy tez, ze f
przeprowadza odcinki otwarte (r, s) na odcinki otwarte (tgr,tgs), odcinki [r/2,7) na odcinki [—oo, tg ),
a odcinki (r,7/2] na odcinki (tgr,oc]. W zwiazku z tym funkcja ta pozwala przeprowadzi¢ topologie
odcinka [—7/2,7/2] na topologie na R w nastepujacy sposob:

Zbior U jest otwarty w R wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f~! przeksztatca go na zbior otwarty
w [—7/2,7/2].2 Rownowaznie: zbior W jest otwarty w [—7/2,7/2] wtedy i tylko wtedy, gdy f przepro-
wadza go na zbiér otwarty w R.

Na powyzsza teze mozecie spojrze¢ jak na definicje otwartosci zbioru w R (jesli nie zdefiniowaliscie
tam wczesniej topologii) lub jak na twierdzenie, jesli juz macie topologie.

Zauwazmy jeszcze jedng wlasnos§é powyzszej funkcji f.

Ciag (a,) punktéw odcinka [—7/2,7/2] dazy do x € [—7 /2,7 /2] wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (f(an))
dazy do f(z). Gdy przeczytamy te wlasno$¢ w druga strone, dostajemy: ciag (by,) liczb rzeczywistych
(uwaga, tu de facto jako wyrazy ciagu moglyby tez wystepowaé oo lub —oco) jest zbiezny do = € R wtedy
i tylko wtedy, gdy ciag (f~'(b,)) jest zbiezny do f~'(z).

Wszystkie powyzsze rozwazania prowadzg do nastepujgcego nieformalnego wniosku: jesli chodzi
o zbieznosé ciagéw, to R = RU {oo} U {—oco} mozemy traktowaé jak zwykly odcinek domknie-
ty prostej rzeczywistej.

Jak to mozliwe? Sprobujemy to wyttumaczy¢ przez analogie.

Wyobrazmy sobie, ze natrafiliSmy ogloszenie o willi do wynajecia na pieknej tropikalnej wyspie Nebu-
la. Cena jest wyjatkowo atrakcyjna, na wyspe mozna dolecie¢ samolotem, a wtasciciel oferuje bezptatny
transport $§migtowcem z lotniska do posiadlosci. Rzucamy okiem na dolaczona do ogloszenia mape, na
ktorej widzimy, ze willa znajduje sie blisko nadmorskiej plazy i w podobnej odlegtosci od miasteczka Pa-
radisia, w ktorym mozna zrobi¢ zakupy czy zjes¢ kolacje w restauracji. Zachwyceni oferta wynajmujemy
wille na dwa tygodnie i kupujemy bilety na samolot. Na miejscu okazuje sie, ze do plazy jest rzeczywiscie
okolo 80 metréw. W poziomie. Na mapie nie bylo wida¢, ze posiadlo$¢ jest polozona na polce skalnej

2 f~1 oznacza tu funkcje odwrotna do f, tzn. taka, ze f1(y) =2z <= y= f(x).
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Wykres funkcji tangens dla x € (—x/2,7/2) i plan wyspy dotaczony
do ogloszenia z historyjki o Isla Nebula.

D
_______________________‘.______________________

w polowie wysoko$ci klifu, ponad 100 metréw nad poziomem morza... Zaréwno na plaze, jak i do miastecz-
ka mozna sie dosta¢ tylko smigtowcem albo pieszo po waskiej Sciezce, ktéra wije sie po zboczu. Oznacza
to, ze droga na plaze jest zacznie dluzsza niz sugerowataby to mapa. Wyobrazmy sobie teraz, ze Sciezka
wije sie coraz bardziej w miare zblizania sie (w poziomie) do brzegu i trzeba pokonywaé coraz dluzsza
droge zeby znalez¢ sie o metr blizej morza; tak samo jest w przypadku drogi do miasteczka. Zalézmy, ze
kazdej liczbie z € (—80,80) odpowiada dokladnie jeden punkt na $ciezce, oddalony od willi w poziomie
o |z| metréw, przy czym liczbom ujemnym przypisujemy punkty na trasie prowadzacej w kierunku mo-
rza, a dodatnim — punkty na drodze do Paradisii. Przyjmijmy, ze od punktu odpowiadajacego liczbie x
do punktu odpowiadajacego liczbie x5 musimy przemierzy¢ |tg (55 - 21) — tg (55 - v2) | metrow. W efek-
cie zarowno plaza, jak i miasteczko staja sie nieosiggalne dla osoby idacej pieszo z posiadtosci! Diugosé
drogi z willi na plaze staje sie nieskoniczona, chociaz odleglo§é w poziomie wynosi zaledwie 80 metréw
i nie stanowi problemu dla $migtowca; to samo dotyczy drogi do Paradisii. (Na pocieszenie mamy piekny
widok na morze, basen w ogrodzie, §wietnie zaopatrzong spizarnie i obietnice transportu na lotnisko po
uplywie dwoch tygodni, wiec dlugosé drog na plaze i do miasteczka jest jedyna niedogodnoscia.)

W tej historii plaza odpowiada liczbie —% w [—7/2,7/2] (dla lecacego $miglowcem) i —oo w R (dla
piechura), a Paradisia — liczbie 7 w [-7/2,7/2] i oo w R.

Uwaga 1. Liczac granice ciagéw czesto spotykamy sie z symbolami [co + o0], [oo — 0], [00/al, [0o - 0],
itd. Symbole te sg nazywane symbolami oznaczonymi i nieoznaczonymi. Wtasnie symbolami, poniewaz
rozszerzenie dziatan (struktury algebraicznej, o ktérej mowilismy wezesniej) z R na R z zachowaniem
zgodnosci granic ciagéw jest niemozliwe, wymagaloby bowiem np. jednoznacznego okreslenia rezultatu
dodawania oo+ (—00), a wiemy, ze jesli ciag (a,) dazy do nieskoniczonosci, (b,,) do —oo, to ciag (a, +by,)
moze dazy¢ do dowolnej liczby rzeczywistej, do ktorejs z nieskoriczonosci lub byé rozbiezny — nie mozna
wiec zgodnie z granicami ciagéw okresli¢ wyniku dodawania oo + (—o00).
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S.N, Q, R, eer WOy Wiy eee N(), Nl,

Zastan6wmy sie najpierw czym jest liczba 5. Po chwili okaze sie, ze prawdopodobnie nie potraficie
odpowiedzieé¢ precyzyjnie — i dobrze! Zdefiniujemy wiec sobie 5 — najpierw dorzucajac ,niewlasciwy” obiekt
do standardowego $wiata matematycznego. Mozemy powiedzie¢, ze 5 to jedyna wspdlna cecha wszystkich
zbiordw piecioelementowych. Ta definicja, choé juz co§ mowiaca, ma trzy wady:

1) odwotuje sie do pojecia ,cechy”, o ktérym nie wiemy co doktadnie ma znaczy¢,

2) odnosi sie do ,wszystkich zbioréw” majacych te ceche (nie wchodzac w szczegoly — choé nie wiemy
czym jest zbidr, to o niektorych obiektach wiemy, ze to sg zbiory, o niektoérych wiemy, ze zbiorami nie s3,
bo sa ,za duze” — sa klasami wtasciwymi),

3) wykorzystuje pojecie ,zbioru piecioelementowego”, a nie wiemy jak go zdefiniowaé, zwlaszcza jesli
nie mozemy postuzy¢ sie liczba 5.

Mozemy uciec od ktopotu 1) prébujac definiowaé 5 jako klase wszystkich zbior6w piecioelementowych.
Tu juz jest lepiej, ale zostaja jeszcze 2) i 3), przy czym z klopotem 3) za chwile sobie poradzimy, a na
koniec klopot 2) ominiemy przedefiniowujac jeszcze raz liczbe 5.

Aby zdefiniowac¢ 5 chcemy zdefiniowaé pojecie ,zbior piecioelementowy” (w rozumieniu wyréznienia
zbiorow piecioelementowych sposrod wszystkich zbiorow). Narzuca sie ,zbior jest piecioelementowy, jesli
ma 5 elementow” — no fajnie, ale my wtasnie to ,,5” chcemy zdefiniowaé, zaproponuje wiec Wam inng
definicje: ,zbior jest piecioelementowy, jesli ma tyle samo elementéw ile zbiér palcéw mojej prawej reki
(w chwili gdy to pisze)”.

— Dobrze, — powiecie — tylko co to znaczy: ,ymieé¢ tyle samo elementéw”?

Wreszcie mozemy zdefiniowaé co$ formalnie.

Moéwimy, ze zbiory A i B majg tyle samo elementdw lub, ze sq rownoliczne, jesli istnieje funkcja
g : A — B taka, ze:

1) g jest roznowartosciowa, czyli roznym argumentom przyporzadkowuje rozne wartosci,

2) kazdy element zbioru B jest wartoscig funkcji g.

Takie funkcje nazywamy bijekcjami. Zwrdécie uwage, ze funkcja f z poprzedniego rozdziatu byla
bijekcja!

W przypadku zbioréw skoniczonych (ich definicje podamy za chwile) réwnolicznosé dwoch zbiorow
oznacza, ze maja one te sama liczbe elementéw. Jesli chcemy rozwazaé rowniez zbiory nieskonczone, za-
miast o liczbie elementéw bedziemy moéwi¢ o mocy zbioru. Moc zbioru jest uogdlnieniem pojecia liczby
elementow i takze jest pewnego rodzaju liczba (tzw. liczba kardynalna), chociaz dla zbioréw nieskoriczo-
nych nie jest to liczba naturalna ani nawet rzeczywista. Definicja réwnolicznosci jest kluczowa dla teorii
mocy i pozwala nam (przy pewnych zalozeniach co do ,$wiata matematycznego”, w ktorym pracujemy)
poréwnywaé moce zbioréw miedzy soba.

Mowimy, ze zbior A jest nie mniej liczny niz zbior B, jesli istnieje bijekcja z B na pewien podzbior
zbioru A. (Uwaga: ma by¢ to funkcja ,w A”, niekoniecznie ,na A”. R6znica polega na tym, ze nie wszystkie
elementy A musza by¢ wartosciami funkcji.)

Formalne zdefiniowanie liczby 5 odlozymy sobie na ,za chwile”’, a teraz zajmijmy sie wnioskami z de-
finicji rownolicznosci. Wracamy do funkcji tg : (—7/2,7/2) — R. Jest to niewatpliwie bijekcja, czyli
odcinek (—m/2,7/2) jest rownoliczny z prosta rzeczywista.
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— Halo! — powiecie. — Jak to? Przeciez R ma wigcej elementow niz (—m/2,7/2), bo choc¢by liczba
2 jest w R, a nie ma jej w (—m/2,7/2), czyli w R jest przynajmniej o jeden element wiecej!

Ot6z nie! To, ze jeden zbioér zawiera drugi i jeszcze inne elementy, nie znaczy, ze ma ich wiecej —
w $wietle naszej definicji moze mie¢ ich tyle samo, a zeby przekonaé sie ,bardziej namacalnie”’, spojrzmy
na takie rozumowanie:

Wyobrazmy sobie zaczynajacy sie w pewnym miejscu nieskonczony prosty chodnik z duzych plyt
ulozonych jedna za druga. Na kazdej ptycie, plecami w strone poczatku chodnika, stoi cztowiek — jest
wiec tyle samo ludzi co ptyt. Teraz wszyscy naraz zrobili krok na nastepna (dla nich) ptyte. Zobaczmy co
sie stalo. Nie zmienila si¢ ilo§¢ plyt, nie zmienita sie ilo$¢ ludzi, ale pierwsza ptyta jest juz pusta! Czyli
jesli od nieskoniczonosci odejmiemy jeden, to wciaz bedzie tyle samo. Teraz wszyscy robig krok w tyl —
wcigz jest tyle samo plyt co ludzi, jednak wszystkie plyty sa juz zajete. Jesli do nieskoriczonosci dodamy
jeden, to wciaz bedzie ta sama nieskoriczono§é. I to wlasnie jest definicja zbioru nieskoniczonego — zbior
jest nieskoniczony, jesli dodanie jednego elementu nie zmienia ilosci elementéw tego zbioru.

Zbiory, ktore nie sa nieskoniczone, nazywamy skonczonymi.

Przekonalismy sie juz o rownolicznosci R i (—7/2,7/2). Bardzo podobnie mozna pokazac, ze kazdy
odcinek (a,b) dla a < b jest rownoliczny z R. A jakie inne zbiory sa ze soba réownoliczne? Pokazemy
najpierw, ze zbioér liczb naturalnych N i zbiér liczb catkowitych Z sa réwnoliczne.

Opiszmy wiec bijekcje miedzy f : N — Z. Zacznijmy od uwagi: 0 (zero) jest liczba naturalna. Funkcja
f liczbie 0 przypisuje 0, liczbie 1 przypisuje 1, liczbie 2 przypisuje —1, liczbie 3 przypisuje 2, liczbie 4
przypisuje —2 i tak dalej. Latwo zobaczy¢, ze rzeczywiscie f jest bijekcja z N na Z.3
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Okazuje sie, ze takze zbiér liczb wymiernych dodatnich Q7 jest réwnoliczny ze zbiorem liczb natu-
ralnych. Wyobrazmy sobie nieskoriczong tabele sktadajaca sie z nieskonczenie wielu wierszy ponumero-
wanych liczbami naturalnymi dodatnimi i nieskoriczenie wielu kolumn, takze ponumerowanych liczbami
naturalnymi dodatnimi. W n-tym wierszu i w m-tej kolumnie stoi liczba n/m — czyli wszystkie dodatnie

3 Jegli chcecie opisa¢ f wzorem, to musimy najpierw zdefiniowaé¢ funkcje [r], zwang cechg gorng albo sufitem, przypo-
rzadkowujaca liczbie r najmniejsza liczbe calkowita wigksza lub réwna r. I teraz niech f(n) = (—=1)" - [n/2].
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liczby wymierne sa elementami naszej tabeli. Teraz budujemy bijekcje N — Q1 wypelniajac tabele ,we-
zykiem” jak na obrazku powyzej, przy pominieciu tych liczb wymiernych, ktére juz sa w naszym wezyku.
Rownolicznos¢ Q1 z Q \ 0 uzasadniamy tak jak rownolicznosé N z Z, a réwnolicznos¢ Q \ {0} z Q tak
jak w przyktadzie z chodnikiem, czyli bierzemy ciag elementéw zbioru, przesuwamy kazdy element ciaggu
o jedno miejsce, a na miejsce pierwszego wstawiamy O.

Po tych przykladach mozna odnie$¢ wrazenie, ze wszystkie zbiory nieskoriczone sg rownoliczne. Oka-
zuje sie, ze tak nie jest.

Zbiorem potegowym ustalonego zbioru X nazywamy zbiér 2%, ktérego elementami sg wszystkie pod-
zbiory zbioru X. W przypadku X = () zbiér potegowy ma tylko jeden element — zbior (), a wiec 29 = {(}.
Jesli X = {1}, to 2% = {0, {1}}; jesli X = {1,2}, to 2% = {0, {1}, {2}, {1,2}}, itd.

Twierdzenie Cantora méwi nam, ze dla dowolnego zbioru X (réwniez dla zbioru nieskoriczonego) zbior
potegowy zbioru X ma wiecej elementéw niz zbiér X.

Twierdzenie Cantora

Zaden zbiér X nie jest rownoliczny ze swoim zbiorem potegowym 2¥.

Dowod oparty jest na pomystowym triku zastosowanym w dowodzie nie wprost. Poniewaz funkcja
przyporzadkowujaca elementom X jednoelementowe zbiory zlozone z tych elementow (f(z) = {z}) jest
bijekcja miedzy X a podzbiorem 2%, zbiér potegowy jest nie mniej liczny niz X. Pokazemy, Ze nie ma,
relacji odwrotnej, tzn. ze nie ma bijekcji z (podzbioru zbioru) X na 2%, czyli ze nie ma funkcji ,,na” idacej
z X w 2%, Dowodzac nie wprost przyjmijmy, ze istnieje zbiér X taki, ze istnieje funkcja ,na” f: X — 2%,

Niech A bedzie zbiorem wszystkich takich elementéow = € X, ze x & f(z). Skoro funkcja f jest ,na”,
to istnieje taki element 2o € X, 7e A = f(xg). Gdyby z( nalezalo do A, to dostaliby$my sprzecznosé
z definicja zbioru A, bo do A naleza tylko te elementy z € X, dla ktorych = € f(x) . Gdyby z kolei z( nie
nalezalo do A, to spetnialoby warunek definiujacy zbiér A, a wiec nalezaloby do zbioru A. Sprzecznosé
konczy dowdd.

Wracamy do liczb. Sprébujemy bardzo nieformalnie omoéwié liczby porzadkowe. Nalezg do nich m.in.
wszystkie liczby naturalne. Kazda liczba naturalna jest liczba elementéw pewnego zbioru, mozemy wiec
poda¢ jej reprezentacje w postaci zbioru, podobnie jak, liczac na palcach, utozsamiamy liczby od 1 do 5 z
okres$lonym uktadem zgietych lub wyprostowanych palcéw. John von Neumann zaproponowal nastepujaca
reprezentacje liczb naturalnych:

e liczba 0 utozsamiana jest ze zbiorem pustym, ktéry ma zero elementéw,

e liczbie 1 odpowiada zbior jednoelementowy {0}, ktérego jedynym elementem jest zbior reprezentu-
jacy 0,

e liczbie 2 odpowiada zbior dwuelementowy {0, {(}}}, do ktorego naleza zbiory reprezentujace 01 1,

e kazdej liczbie n > 1 odpowiada zbior n—elementowy, do ktorego nalezg zbiory reprezentujace wszyst-
kie liczby naturalne mniejsze od n.

Liczbe porzadkowa utozsamiang ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych oznaczamy symbolem w.
Jest to pierwsza nieskoriczona liczba porzadkowa.

Mozna powiedzie¢, ze kazda liczba porzadkowa w sensie von Neumanna wieksza od zera jest repre-
zentowana przez zbior, ktorego elementami sa wszystkim liczby porzadkowe mniejsze od niej (a wlasciwie
zbiory, ktore te liczby reprezentuja).
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Liczby porzadkowe w sensie von Neumanna definiowane zwykle w nastepujacy sposob.
Zbior* X jest liczbg porzgdkowq w sensie von Neumanna, gdy

1. Jesliz € X, to x C X
2. Jedliz,ye X,tox=ylubx Cylub y C x;

3. Jesli X # (), to istnieje takie z € X, ze x N X = {).

Jakie zbiory sa liczbami porzadkowymi w sensie von Neumanna? Oto kilka z nich

0,

{0},

{0,{0}},

{0.{0},{0,{0}}},

w={0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0, {0}}}.. },
w+1l=wU{w},

wH+2=(w+HU{w+1} = (wU{w}) U{wU{w}},

w1 .

Zauwazcie: kazdy zbior sklada sie ze wszystkich poprzednich, przy czym 0 traktujemy jako 0, {0}
jako 1, {0,{0}} jako 2, {0,{0},{0,{0}}} jako 3, ... a 5 to juz chyba sami sobie wypiszecie. Zwrdécie tez,
prosze, uwage, ze w to nic innego jak caly zbior liczb naturalnych, jest wiec réwnoliczny z w + 1, w + 2
i w+ k dla wszystkich £ € N. Pierwsza nieskoiiczong liczbe porzadkowa, ktora nie jest rownoliczna z w,
oznaczamy symbolem wy.

W poprzednim rozdziale mowiliSmy o strukturze algebraicznej (czy raczej niemozliwosci jej ,rozsad-
nego” wprowadzenia) na RU {oo} U{—o00}. Na zbiorze liczb porzadkowych wprowadza sie taka strukture.
Jej wlasnosci sa uzasadnione przez tak zwane typy porzgdkowe, ale tu tylko napomkniemy, ze prowadzi
to do tak (na pierwszy rzut oka) nienaturalnych wlasnosci jak nieprzemienno$é mnozenia i dodawania.

Zwr6émy jeszcze uwage, ze 0o z poprzedniego rozdzialu mozemy traktowaé jak w z tego rozdziatu.

Wsrod liczb porzadkowych wyréznia sie liczby poczgtkowe — to takie liczby porzadkowe, ktore nie sg
réwnoliczne z zadna wczedniejsza od siebie (czyli z zadnym ze swoich elementow). Te wlasnie liczby na-
zywa sie tez liczbami kardynalnymi, czyli mocami zbioréw. Innymi stowy, liczba kardynalna x jest moca
zbioru X, jesli x jest rownoliczna 7z X, co zapisujemy card (X) = k. Gdy mamy na mysli liczby kardy-
nalne, to skoniczone oznaczamy tak jak naturalne: 0,1,2,3, ..., natomiast nieskonczone oznaczamy innymi
symbolami, w jakim§ sensie zaniedbujac ich strukture i korzystajac tylko z licznosci. Odpowiednikiem w
bedzie hebrajski symbol Rq (czytaj: alef zero), odpowiednikiem wq bedzie N;.

Co ciekawe, dla liczb kardynalnych wprowadza sie zupelnie inng strukture algebraiczng — odpowia-
dajaca nie porzadkom, a mocom wtlasnie — i tak dodawanie i mnozenie jest przemienne, ale stosunkowo
nudne, bo np. dla nieskoniczonych liczba kardynalnych kK + Kk =Kk i k- Kk = K.

Zobaczcie co sie stato, gdy zdefiniowaliSmy liczby kardynalne. Pamietacie jak definiowali§my zbidr
piecioelementowy przez zbiér palcéw mojej prawej reki? Czym byt ten zbiér palcow? Byl ,przymiarem”,
z ktorym moglismy poréwnaé kazdy zbior i stwierdzi¢ (badZ nie) réwnolicznosé. Teraz mamy liczby
kardynalne, ktore tworza pelng skale takich ,przymiaréw”. Kazdy zbior jest réwnoliczny z jakas licz-
ba kardynalng, dlatego klasa liczb kardynalnych zawiera wszystkie nieskoriczonos$ci rozumiane jako
mozliwe ilogci elementéw (moce) zbioréw nieskonczonych?®.

4 W standardowej teorii mnogoséci pracujemy wytacznie na zbiorach, wiec elementy zbioru muszg byé zbiorami — innych
nie rozpatrujemy.
5 Formalnie powyzsze stwierdzenie wymaga pewnika wyboru, ale nie on jest tematem tego artykutu.
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Poniewaz wszystkie przedstawione tu definicje, wlasnosci i twierdzenia sa powszechnie znane i stosowa-
ne w analizie, topologii i teorii mnogosci, zamiast tradycyjnej bibliografii przedstawiamy liste publikacji,
do ktérych warto siegnaé by poszerzy¢ wiedze, ktérej wycinki tu zaprezentowali§my. Zainteresowanym
obszerniejszym i bardziej precyzyjnym opracowaniem omawianych tematéw polecamy z analizy [9], [10]
i zbior zadan [5], z topologii [4], [6] 1 zbior zadan [2], a z teorii mnogosci [3], [7] 1 zbior zadan [8]. Czytelnicy
zainteresowani bardziej popularnym ujeciem tematyki moga siegna¢ po ksiazki [1] i [11].
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