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Krzywe sto»kowe

Streszczenie. W artykule przedstawiono krzywe sto»kowe, które znane byªy ju» w staro»ytno-
±ci. Omówiono ich ciekawe wªasno±ci oraz pokazano wyst¦powanie tych krzywych w otaczaj¡cym
nas ±wiecie, m.in. w �zyce, astronomii, budownictwie.

Sªowa kluczowe: okr¡g, elipsa, parabola, hiperbola.

1. Co to s¡ krzywe sto»kowe?

Pierwsz¡ rozwijaj¡c¡ si¦ dziedzin¡ matematyki byªa geometria. Cie±le i mierniczy z Egiptu i Babilonii

ju» 4 000 lat p.n.e. stosowali drobne obliczenia matematyczne. Podziwiaj¡c zabytki architektury, mo»emy

s¡dzi¢, »e znane im byªy ró»ne praktyczne konstrukcje geometryczne.

Filozofom greckim (600-300 lat p.n.e.) zawdzi¦cza si¦ wprowadzenie dowodu indukcyjnego, a tak»e

rozwini¦cie geometrii euklidesowej. Zajmowali si¦ oni �gurami podstawowymi, czyli liniami i krzywymi

(takimi jak trójk¡t, okr¡g, elipsa, parabola, hiperbola), sze±cianami, kulami, paraboloidami i hiperbolo-

idami.

Krzywe: okr¡g, elipsa, parabola i hiperbola nazywaj¡ si¦ krzywymi sto»kowymi i s¡ one prze-

krojami powierzchni sto»kowej � przeci¦cia tej powierzchni pewnymi pªaszczyznami (rys. 1). De�nicje

i wªasno±ci tych przekrojów byªy dzieªem uczonych staro»ytnej Grecji (zob. [7], s. 66 i [9], s. 134), zwªaszcza

Apoloniusza (260�200 r. p.n.e.), nast¦pcy Euklidesa (ok. 300 r. p.n.e.). Przekrojami powierzchni sto»kowej

pªaszczyzn¡ mog¡ by¢ równie» punkt, prosta lub dwie proste, ale przypadki te nas nie interesuj¡.

Okr¡g jest miejscem geometrycznym punktów pªaszczyzny równo odlegªych od ustalonego punktu,

zwanego ±rodkiem okr¦gu.

Elipsa jest zbiorem punktów pªaszczyzny, dla których suma odlegªo±ci od dwóch ustalonych punktów

F1 i F2, zwanych ogniskami elipsy, jest staªa, równa 2a i jest wi¦ksza od odlegªo±ci mi¦dzy ogniskami.

Na rys. 2 przedstawiono elips¦ w prostok¡tnym ukªadzie kartezja«skim z ogniskami F1(−c, 0) i F2(c, 0)

le»¡cymi na osi Ox. Osie ukªadu wspóªrz¦dnych s¡ jej osiami symetrii. Punkty (−a, 0), (a, 0), (0,−b),
(0, b) to wierzchoªki elipsy. Liczby 2a i 2b nazywaj¡ si¦ dªugo±ciami osi elipsy (0 < b < a), liczba a �

póªosi¡ wielk¡, liczba b � póªosi¡ maª¡ elipsy.
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Rysunek 1. Krzywe sto»kowe jako przekroje powierzchni sto»kowej

Z de�nicji elipsy wynika, »e odlegªo±¢ punktu (0, b) od ogniska jest równa a, zatem z twierdzenia Pitagorasa

otrzymujmy zale»no±¢ a2 = b2 + c2. Proste o równaniach x = ±a
2

c zwane s¡ kierownicami elipsy.

Rysunek 2. Elipsa

Hiperbola to zbiór punktów pªaszczyzny, dla których ró»nica odlegªo±ci od dwóch ustalonych punk-

tów F1 i F2, zwanych ogniskami hiperboli, ma staª¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ równ¡ 2a, mniejsz¡ od odlegªo±ci

mi¦dzy ogniskami i ró»n¡ od zera.

Na rys. 3 przedstawiona jest hiperbola w prostok¡tnym ukªadzie kartezja«skim z ogniskami F1(−c, 0)
i F2(c, 0) poªo»onymi na osi Ox. Przecina ona o± Ox w dwóch punktach (−a, 0) i (a, 0), zwanych wierz-

choªkami hiperboli (zauwa»my, »e 0 < a < c). Obie osie ukªadu wspóªrz¦dnych s¡ jej osiami symetrii.

Punkt (0, 0) nazywa si¦ ±rodkiem hiperboli. Hiperbola skªada si¦ z dwóch gaª¦zi: lewej i prawej. Proste

o równaniach x = ±a
2

c nosz¡ nazw¦ kierownic hiperboli.
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Rysunek 3. Hiperbola

Parabola to zbiór punktów pªaszczyzny równo oddalonych od ustalonej prostej k, zwanej kierownic¡

paraboli, i ustalonego punktu F , zwanego ogniskiem paraboli. Ognisko nie mo»e nale»e¢ do kierownicy.

Rysunek 4 przedstawia w prostok¡tnym kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych parabol¦ z kierownic¡

k : x = −p2 i ogniskiem F (p2 , 0) le»¡cym na osi Ox, która jest osi¡ symetrii paraboli. Liczba p > 0 to

odlegªo±¢ ogniska od kierownicy, nazywamy j¡ parametrem paraboli.

Rysunek 4. Parabola

Wielko±¢ ε = c
a nazywamy mimo±rodem elipsy i hiperboli. Podobnie jak parabol¦, równie» elips¦

i hiperbol¦ mo»na opisa¢ jako zbiór punktów pªaszczyzny, dla których stosunek odlegªo±ci od

ogniska do odlegªo±ci od bli»ej poªo»onej kierownicy jest staªy1. Stosunek ten jest równy mimo-

±rodowi i oznaczamy go równie» jako ε. Odczytuj¡c oznaczenia z rysunków 2�4, mamy ε = r
d . I tak dla

elipsy ε < 1, dla hiperboli ε > 1, a dla paraboli ε = 1.

1 Por. de�nicj¦ sto»kowej wªa±ciwej w [17], s. 172.
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Przytoczmy wypowied¹ J. Keplera2 o krzywych sto»kowych zamieszczon¡ w [5] na s. 249: �Ze wzgl¦du

na sw¡ po±redni¡ natur¦, parabola zajmuje ±rodkowe poªo»enie (mi¦dzy elips¡ i hiperbol¡). Gdy powstaje,

nie rozwiera swych ramion tak jak hiperbola, lecz zaciska je, ukªada niemal równolegle, zawsze ogarniaj¡c

coraz wi¦cej, a mimo to zawsze pragn¡c mniej � podczas gdy hiperbola im wi¦cej obejmuje, tym wi¦cej

próbuje uzyska¢�.

A oto inne uwagi o krzywych sto»kowych:

• �Elipsa, czyli �spªaszczony� okr¡g� (zob. [10], s. 275).

• �O okr¦gu mo»na my±le¢, »e to elipsa, której ogniska zlaªy si¦ w jednym punkcie � ±rodku okr¦gu�

(zob. [5], s. 249).

• �Ramiona paraboli zaczynaj¡ stopniowo przybiera¢ kierunki coraz bli»sze do równolegªych� (zob. [5],

s. 249).

• �Zmienianie wyª¡cznie rozmiarów, a nie ksztaªtów, to jedna z wªasno±ci, które parabola dzieli z okr¦-

giem, lecz nie z elips¡ i hiperbol¡� (zob. [5], s. 251).

2.Matematyczne wzory krzywych sto»kowych

R. Descartes (1596�1650) i P. Fermat (1601�1665) spostrzegli mo»liwo±ci zastosowania metody alge-

braicznej do geometrii. Rozwin¦li geometri¦ analityczn¡. Zast¡piªa ona krzywe równaniami przez wpro-

wadzenie poj¦cia ukªadu wspóªrz¦dnych. Staro»ytni Grecy schowali algebr¦ w geometrii. Jako przykªad

mo»na poda¢, »e liczb¦
√
2 traktowali jako przek¡tn¡ kwadratu o boku 1. Pó¹niej algebra zdominowaªa

geometri¦ � nast¡piªa arytmetyzacja geometrii.

Gdy zastosowano rachunek ró»niczkowy do badania krzywych i powierzchni, to nowe uj¦cie geome-

trii zostaªo nazwane geometri¡ ró»niczkow¡. Zajmuje si¦ ona wieloma zagadnieniami (m.in. liniami

geodezyjnymi czy odlegªo±ci¡ punktów na powierzchni). O historii powstania geometrii analitycznej i ró»-

niczkowej opowiada M. Kline w [7] na s. 70-71 i 73-74.

Je±li ±rodek okr¦gu o promieniu R pokrywa si¦ z pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych Oxy w ukªadzie

prostok¡tnym kartezja«skim, to równanie tego okr¦gu ma posta¢:

x2 + y2 = R2. (1)

Dla elipsy o póªosi wielkiej a, póªosi maªej b i o ±rodku w pocz¡tku ukªadu Oxy w ukªadzie prosto-

k¡tnym kartezja«skim mamy:
x2

a2
+
y2

b2
= 1. (2)

Elips¦, zwan¡ spªaszczonym okr¦giem, mo»emy otrzyma¢ przez przeksztaªcenie ka»dego z jego punktów

(x, y) na punkt (x, ky), gdzie 0 < k < 1 (czyli przez powinowactwo prostok¡tne, którego osi¡ jest o± Ox,

a wspóªczynnikiem powinowactwa liczba k). �Mówi¡c troch¦ nieporz¡dnie, elipsa jest czym±, co w jedn¡

stron¦ jest okr¦giem o promieniu a, w druga stron¦ okr¦giem o promieniu b� (zob. [10], s. 276�277).

Wyprowadzimy wzór (2). Je±li punkt M(x, y) le»y na elipsie, to suma jego odlegªo±ci od ognisk

F1(−c, 0) i F2(c, 0) jest równa 2a, tzn.√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a

2 Johannes Kepler (1571�1630), niemiecki matematyk, �zyk i astronom.
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√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2

∣∣∣()2
x2 + 2cx+ c2 + y2 = 4a2 − 4a

√
(x− c)2 + y2 + x2 − 2cx+ c2 + y2

∣∣∣ : 4
a
√
(x− c)2 + y2 = a2 − cx

∣∣∣()2
a2x2 − 2a2cx+ a2c2 + a2y2 = a4 − 2a2cx+ c2x2

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2). (3)

Wiemy, »e a2 − c2 = b2, wi¦c dziel¡c obie strony równania (3) przez a2b2, otrzymujemy równanie (2).

Musimy jeszcze pokaza¢, »e je±li wspóªrz¦dne pewnego punktu speªniaj¡ warunek (2), gdzie a, b > 0, to

punkt ten nale»y do elipsy, poniewa» w powy»szym wyprowadzeniu dwa równania podnosili±my stronami

do kwadratu. Wychodz¡c z równania (2), dochodzimy do równania (3), które przeksztaªcamy do postaci

a2[(x− c)2 + y2] = (a2 − cx)2.

Z ostatniej równo±ci otrzymujemy

a
√
(x− c)2 + y2 = ±(a2 − cx), (4)

przy czym wybieramy po prawej stronie znak plus, poniewa»:

• z równania (2) wynika, »e x2

a2 ≤ 1, czyli |x| ≤ a,

• ze zwi¡zku a2 − c2 = b2 wynika, »e c < a (mo»emy przyj¡¢, »e c > 0),

sk¡d wnioskujemy, »e |cx| < a2. Mno»ymy teraz stronami równanie (4) przez 4, dodajemy do obu stron

wyra»enie x2 + c2 + y2 i po zastosowaniu wzorów skróconego mno»enia dostajemy√
(x+ c)2 + y2 = ±

(
2a−

√
(x− c)2 + y2

)
.

Wybieramy tu znowu plus, bo:

• z równania (2) wynika, »e y2

b2 ≤ 1, czyli |y| ≤ b,

• z nierówno±ci |cx| < a2 wynika, »e −2a2 < −2cx < 2a2,

• b2 + c2 = a2

i st¡d mamy oszacowanie

(x− c)2 + y2 = x2 − 2cx+ c2 + y2 < a2 + 2a2 + c2 + b2 = a2 + 2a2 + a2 = 4a2,

czyli
√

(x− c)2 + y2 < 2a.

Analogicznie otrzymujemy równania hiperboli i paraboli. Dla hiperboli mamy wzór:

x2

a2
− y2

b2
= 1, gdzie b2 = c2 − a2. (5)



6 A. Laskowska

Hiperbol¦ po obrocie o 45◦ mo»na zapisa¢ w postaci:

xy = a, gdzie a ∈ R \ {0}.

Wzór opisuj¡cy parabol¦ ma posta¢:

y2 = 2px, (6)

gdzie p jest odlegªo±ci¡ ogniska F (p2 , 0) od kierownicy paraboli x = −p2 (wówczas wierzchoªek para-

boli znajduje si¦ w punkcie (0, 0) jak na rys. 4). Po zamianie osi parabol¦ o wierzchoªku w punkcie(
− b

2a ,
−b2+4ac

4a

)
mo»emy zapisa¢ jako krzyw¡ o równaniu:

y = ax2 + bx+ c, gdzie a 6= 0.

Francuski matematyk M.K. Jordan (1838�1922) mówi¡c o linii, miaª na my±li poruszaj¡cy si¦ punkt

zgodnie z prawem okre±lonym przez ukªad równa« zwanych równaniami parametrycznymi (wspóªrz¦dne

punktu s¡ funkcjami czasu t). Krzywe sto»kowe maj¡ nast¦puj¡ce równania parametryczne:

•

{
x = R cos t

y = R sin t, 0 ≤ t < 2π
dla okr¦gu x2 + y2 = R2,

•

{
x = a cos t

y = b sin t, 0 ≤ t < 2π
dla elipsy x2

a2 + y2

b2 = 1,

•

{
x = a cosh t

y = b sinh t, t ∈ R
dla prawej gaª¦zi hiperboli3 x2

a2 −
y2

b2 = 1,

•

{
x = a

cos t

y = b tg t, t ∈ 〈0, π2 ) ∪ (π2 ,
3π
2 ) ∪ (π2 , 2π)

dla hiperboli x
2

a2 −
y2

b2 = 1,

•

{
x = 2pt2

y = 2pt, t ∈ R
dla paraboli y2 = 2px.

Mo»na sprawdzi¢, »e po wyrugowaniu parametru t z powy»szych ukªadów otrzymuje si¦ wskazan¡ posta¢

kanoniczn¡ krzywej sto»kowej.

Zauwa»my jeszcze, »e rzut okr¦gu na dowoln¡ pªaszczyzn¦ jest elips¡ oraz ka»dy przekrój

walca obrotowego pªaszczyzn¡ nierównolegª¡ do jego osi jest elips¡. Rysunki i dowody podane

s¡ w [2] na s. 78�80.

Równania biegunowe maj¡ wspóln¡ posta¢ dla elipsy, paraboli i hiperboli (jednej gaª¦zi):

r =
p

1 + ε cosϕ
, (7)

gdzie ε < 1 dla elipsy, ε > 1 dla gaª¦zi hiperboli, ε = 1 dla paraboli. Maj¡ one zastosowanie szczególnie

w mechanice nieba ze wzgl¦du na ruch planet i komet po sto»kowych.

3 Dla lewej gaª¦zi hiperboli trzeba zmieni¢ znak wspóªrz¦dnej x. W równaniach parametrycznych hiperboli mamy dwie
funkcje hiperboliczne: sinus hiperboliczny, zde�niowany jako sinh t = 1

2
(et − e−t), oraz cosinus hiperboliczny, zde�niowany

jako cosh t = 1
2
(et + e−t). Funkcje hiperboliczne nie s¡ okresowe, ale maj¡ wiele wªasno±ci bardzo podobnych do wªasno±ci

funkcji trygonometrycznych, np. cosh2 t−sinh2 t = 1, sinh 2t = 2 sinh t cosh t, cosh 2t = cosh2 t+sinh2 t (dla ka»dego t ∈ R).
Funkcje te wprowadziª Vincenzo Riccati (1707�1775) i stosowaª je przy obliczaniu pola pod hiperbol¡.
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Wyprowadzimy teraz równanie biegunowe dla prawej gaª¦zi hiperboli (wyprowadzenie dla lewej gaª¦zi

oraz elipsy i paraboli jest podobne). Punkt M(x, y) le»¡cy na hiperboli b¦dziemy identy�kowa¢ z jego

wspóªrz¦dnymi biegunowymi, tzn. par¡ (r, ϕ), gdzie r to odlegªo±¢ punktuM od ogniska F2, natomiast ϕ

jest miar¡ k¡ta F1F2M (zob. rys. 3). Zauwa»my, »e odlegªo±¢ punktu M od ogniska F1 jest równa 2a+ r.

Z twierdzenia kosinusów dla trójk¡ta F1F2M mamy

(2a+ r)2 = r2 + (2c)2 − 4rc cosϕ

4a2 + 4ar + r2 = r2 + 4a2 + 4b2 − 4rc cosϕ
∣∣∣ : 4

ar = b2 − rc cosϕ

r =
b2

a+ c cosϕ
.

Po podstawieniu p = b2

a oraz ε = c
a otrzymujemy (7). Przy okazji warto zauwa»y¢, »e dla elipsy (2)

i hiperboli (5) ich ci¦ciwy, które s¡ prostopadªe do osi Ox i przechodz¡ przez ognisko, maj¡ dªugo±¢
2b2

a = 2p. Równie» dla paraboli (6) jej ci¦ciwa, która jest prostopadªa do osi Ox i przechodzi przez

ognisko, ma dªugo±¢ 2p, gdzie p jest parametrem paraboli.

W nazwach innych krzywych znajduj¡ si¦ sªowa: elipsa i hiperbola. Do takich zaliczamy superelipsy

(o wygl¡dzie mi¦dzy elips¡ a prostok¡tem), hiperbole kubiczne o równaniu ogólnym xy2 = P (x), gdzie

P (x) jest wielomianem stopnia równego lub mniejszego ni» 3, które to badaª Newton4 i nazwaª je �trój-

z¦bnymi�. Dodajmy, »e podstawow¡ zale»no±¢ w ekonomii mi¦dzy cen¡ a popytem ilustruje hiperbola (na

przykªad y = 1000
x , gdzie y oznacza ceny, a x »¡dane ilo±ci; zob. [16], s. 37, 130 i 132).

3. Krzywe sto»kowe w astronomii i �zyce

�Przede wszystkim stworzenie przez Mikoªaja Kopernika5 i Jana Keplera heliocentrycznej teorii ruchu

planet wywoªaªo potrzeb¦ stworzenia efektywnych metod operowania krzywymi sto»kowymi; krzywe te

s¡ drogami ciaª niebieskich w tej teorii� (zob. [7], s. 70). Prawa Keplera gªosz¡, »e:

Rysunek 5. Ilustracja drugiego prawa Keplera

4 Isaac Newton (1643�1727), angielski �zyk, �lozof, astronom i matematyk.
5 Mikoªaj Kopernik (1473�1543), polski astronom, odkryª, »e Ziemia nie jest w centrum wszech±wiata.
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1) planety poruszaj¡ si¦ dookoªa Sªo«ca po orbicie eliptycznej (Sªo«ce znajduje si¦ w jednym z ognisk

tej elipsy);

2) przy ruchu planet, linia ª¡cz¡ca planet¦ i Sªo«ce zakre±la równe pola (wycinków elipsy) w równych

odst¦pach czasu (planety w pobli»u Sªo«ca poruszaj¡ si¦ szybciej, a wolniej w oddaleniu od niego);

3) kwadraty okresów obiegu dwóch planet dookoªa Sªo«ca maj¡ si¦ do siebie jak sze±ciany póªosi ich

wielkich orbit (póªo± wielka to poªowa najdªu»szej ci¦ciwy).

Rysunek 6. Orbity planet P i Q (ilustracja trzeciego prawa Keplera)

Na rysunku 6 zaznaczone s¡ orbity planet P i Q. Gdy AB jest cztery razy wi¦ksze ni» CD, wówczas

planeta P obiega Sªo«ce w czasie
√
43 = 8 razy dªu»szym ni» planeta Q (zob. [19], s. 244).

Rysunek 7. Tory ruchu pojazdu kosmicznego w polu grawitacyjnym
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Tory ruchu pojazdów kosmicznych w polu grawitacji ziemskiej przybieraj¡ ksztaªty krzywych sto»-

kowych w zale»no±ci od ich pr¦dko±ci startu v (w punkcie A kierunek v jest poziomy � rys. 7). Przy

pr¦dko±ci startowej mniejszej ni» 7,93 km/s tor ruchu pojazdu przybiera ksztaªt ªuku elipsy, której dalsze

ognisko od punktu startowego A le»y w ±rodku Ziemi (na rysunku linia przerywana), przy pr¦dko±ci o wiele

mniejszej ni» 7,93 km/s tor jest parabol¡. Tor ma ksztaªt okr¦gu, gdy pr¦dko±¢ pojazdu v w chwili startu

wynosi okoªo 7,93 km/s. Tor jest elips¡, je±li pr¦dko±¢ jest w przedziale mi¦dzy 7,93 km/s a 11,2 km/s

(pierwsza pr¦dko±¢ kosmiczna), a ognisko tej elipsy bli»sze punktu A znajduje si¦ w ±rodku Ziemi. Tor ma

ksztaªt paraboli, gdy pr¦dko±¢ wynosi 11,2 km/s (druga pr¦dko±¢ kosmiczna). Gdy pr¦dko±¢ jest wi¦ksza

od 11,2 km/s, to tor ma ksztaªt hiperboli. Przy dwóch ostatnich pr¦dko±ciach pojazd ucieknie w prze-

strze« kosmiczn¡. Pisze o tym S. Kowal w [9] na s. 165 i 166, za± M. Gardner w [5] na s. 253 zamieszcza

uwag¦ o torach ruchu komet: �Poniewa» parabola to przypadek graniczny mi¦dzy elips¡ i hiperbol¡, na

podstawie obserwacji komety przechodz¡cej niedaleko Sªo«ca bardzo trudno jest powiedzie¢, czy pod¡»a

ona po niezwykle wydªu»onej trajektorii eliptycznej (w tym przypadku powróci), czy te» po paraboli lub

hiperboli (w tym przypadku ju» nigdy nie powróci)�.

Do ciekawych wªasno±ci elipsy, paraboli i hiperboli nale»¡ tak zwane wªasno±ci optyczne (przytoczymy

je wedªug opisu N.V. E�mova z [2], s. 105�106):

1') prosta styczna do elipsy w dowolnym punkcie M tworzy równe k¡ty z promieniami ogniskowymi

F1M i F2M oraz przechodzi na zewn¡trz F1MF2 (rys. 8a),

2') prosta styczna do paraboli w dowolnym punkcie M tworzy równe k¡ty z promieniem ogniskowym

FM i z prost¡ wychodz¡c¡ z punktu M , równolegª¡ do osi w stron¦ rozprzestrzeniania si¦ niesko«-

czonego paraboli (rys. 8b),

3') prosta styczna do hiperboli w dowolnym punkcieM tworzy równe k¡ty z promieniami ogniskowymi

F1M i F2M oraz poªo»ona jest wewn¡trz k¡ta F1MF2, jest ona dwusieczn¡ tego k¡ta (rys. 8c).

a) b) c)

Rysunek 8. Wªasno±ci optyczne elipsy, paraboli i hiperboli

Je±li powierzchnie rzeczywiste: elipsoid¦, paraboloid¦ i hiperboloid¦, które powstaj¡ przez obrót od-

powiednio elipsy, paraboli i hiperboli wokóª osi z ogniskami, pokryjemy amalgamatem, to otrzymamy

kolejno zwierciadªa: eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne. Wówczas wªasno±ci 1'), 2') i 3') mo»na opi-

sa¢ nast¦puj¡co:

α) je±li ¹ródªo promieni ±wiatªa znajduje si¦ w jednym z ognisk zwierciadªa eliptycznego, to promienie

odbiwszy si¦ od zwierciadªa skupiaj¡ si¦ w drugim ognisku,
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β) je±li ¹ródªo promieni ±wietlnych znajduje si¦ w ognisku zwierciadªa parabolicznego, to promienie

±wietlne odbiwszy si¦ od zwierciadªa b¦d¡ równolegªe do osi (dziaªanie re�ektora, projektora);

oznacza to te», »e wszystkie promienie ±wiatªa padaj¡ce równolegle do osi na wkl¦sªe zwierciadªo

paraboliczne zostan¡ po odbiciu skierowane w stron¦ ogniska,

γ) je±li ¹ródªo promieni ±wietlnych znajduje si¦ w jednym z ognisk zwierciadªa hiperbolicznego, to jego

promienie odbiwszy si¦ od zwierciadªa id¡ dalej tak, jakby wychodziªy z drugiego ogniska..

Dodajmy, »e zasada β) to tak»e zasada dziaªania teleskopów, urz¡dze« do koncentrowania energii sªonecz-

nej i wkl¦sªych naczy« stosowanych w kuchenkach mikrofalowych (zob. [5] s. 254). Teleskop astronomiczny

wynalazª Galileusz6 w 1610 r., co wykorzystano do sprawdzenia teorii Kopernika (zob. [19], s. 243). Za

pomoc¡ teleskopu i mikroskopu badano wªasno±ci soczewek (zob. [7], s. 70�71).

4. Krzywe sto»kowe w otaczaj¡cym nas ±wiecie

Podamy teraz kilka wypowiedzi M. Gardnera z [5] ze s. 252�253 i 255�256 o wyst¦powaniu paraboli

w otaczaj¡cym nas ±wiecie. �Strumie« wody wypªywaj¡cy z w¦»a ma ksztaªt niemal idealnej paraboli.

Je±li podlewaj¡c trawnik b¦dziemy powoli zmniejsza¢ nachylenie w¦»a, od poªo»enia niemal pionowego

do niemal poziomego, to wierzchoªki strumieni wody zakre±l¡ fragment elipsy, a obwiednia7 wszystkich

strumieni b¦dzie parabol¡�. �Je±li rzucimy poziomo kamie«, to leci on po torze zbli»onym do paraboli�.

�[...] paraboliczny tor pocisku jest troch¦ znieksztaªcony przez kulisto±¢ Ziemi i znacznie bardziej przez

opór powietrza�.

Nad krzyw¡ zbli»on¡ do paraboli, jak¡ zatacza rzucony kamie«, zastanawiali si¦ Leonardo da Vinci

w XV wieku oraz Galileusz, który to w XVII wieku opublikowaª odpowiednie twierdzenie (zob. [5], s. 252).

�Je±li [...] parabol¦ b¦dziemy toczy¢ po linii prostej, to jej ognisko zakre±li idealn¡ lini¦ ªa«cuchow¡�

(rys. 9a), natomiast �gdy dwie identyczne parabole zetkniemy wierzchoªkami i jedn¡ z nich b¦dziemy

toczy¢ po drugiej, ognisko toczonej paraboli porusza si¦ wówczas po kierownicy paraboli nieruchomej,

a wierzchoªek zakre±la cissoid¦� (rys. 9b).

Krzywe sto»kowe maj¡ równie» zastosowanie w kartogra�i. Tworzenie map dla nowych terenów

geogra�cznych �wymusiªo� badanie krzywych znanych, a tak»e stosowanie nowych krzywych (zob. [7],

s. 71). W paragra�e Problemy kartografa w [19] na s. 228 I.R. Vesselo pisze, »e przede wszystkim kartograf

musi wybra¢ rzutowanie, aby móc przedstawi¢ powierzchni¦ Ziemi na pªaskim papierze.

P. Kopacz w [8] na s. 5�7 mówi o odpowiednikach krzywych sto»kowych na zakrzywionych powierzch-

niach. �W podro»y bardzo istotn¡ rol¦ odgrywa mapa. Wspóªcze±nie na papierowych mapach nawigacyj-

nych nadal niejednokrotnie wykonuje si¦ ró»ne konstrukcje geometryczne i w cz¦±ci odbywa si¦ to w sposób

klasyczny, tzn. za pomoc¡ cyrkla i linijki. PEH to nazwa krzywej, która jest jednocze±nie sferyczn¡ elips¡,

hiperbol¡ i parabol¡. Krzywe sto»kowe mo»na rozwa»a¢ na ró»nych zakrzywionych powierzchniach lub

w ogólniejszych strukturach geometrycznych, gdzie ich �wygl¡d� i wªasno±ci mog¡ nieraz zaskakiwa¢�.

Wynalezienie koªa byªo wielce po»yteczne dla czªowieka. Mówi si¦, »e jest bardzo wa»ne zaraz po

ogniu. W [4] na s. 11�12 czytamy: � Bez koªa nie mogªoby si¦ »y¢ [...] trudno przedstawi¢ sobie cho¢ troch¦

rozwini¦te ludzkie spoªecze«stwo, które mogªoby obchodzi¢ si¦ bez niego. Do niedawna twierdziªo si¦, »e

6 Galileusz (1564�1642), wªoski astronom, astrolog, matematyk, �zyk i �lozof, prekursor nowo»ytnej �zyki, propagowaª
teori¦ heliocentryczn¡.

7 Obwiednia to krzywa, która w ka»dym swoim punkcie jest styczna do co najmniej jednej krzywej danej rodziny.



Krzywe sto»kowe 11

a) b)

Rysunek 9. Linia ªa«cuchowa y = cosh x
a
(z lewej) i cissoida (z prawej)

koªo pojawiªo si¦ w Mezopotamii [...] archeologowie odkryli na Póªnocnym Kaukazie, »e w Poªudniowo-

Wschodniej Europie byªo znane wcze±niej. By¢ mo»e, »e wyst¦powaªo ono w niezale»nie w dwóch lub

kilku miejscach nie maj¡cych zwi¡zku ze sob¡�. Wykopaliska wskazuj¡ na lata 3000 i 2700 p.n.e.

Rower nap¦dzany pedaªami z korb¡ powstaª w Pary»u w roku 1865, a w 1876 roku zbudowano rower

z przekªadni¡, podobny do rowerów spotykanych obecnie (pisze o tym A. Richards w [14] na s. 419�420).

�uki w ksztaªcie krzywych sto»kowych spotykamy w budownictwie i architekturze. �Liny pod-

trzymuj¡ce most wisz¡cy maj¡ w przybli»eniu ksztaªt paraboli. Krzywa ta ulega znieksztaªceniu, gdy

masa mostu rozkªada si¦ nierówno lub gdy ci¦»ar lin jest zbyt du»y w porównaniu z ci¦»arem mostu.

W tym drugim przypadku krzyw¡ wzdªu» której rozpi¦ta jest lina trudno odró»ni¢ od linii ªa«cuchowej�

(zob. [5], s. 255).

W [15] w paragra�e Geometria ªuków ceglanych na s. 360�363 czytamy o ró»nych ªukach murarskich:

pªaskim, póªkolistym, odcinkowym. �uki eliptyczne s¡ cz¦sto stosowane przez konstruktorów murów bu-

dowlanych. Pi¦kne konstrukcje architektoniczne w ksztaªcie fragmentów tak zwanych powierzchni stopnia

drugiego, mi¦dzy innymi hiperboloidy, paraboloidy hiperbolicznej (powierzchni siodªowej) czy te» elipso-

idy mo»emy ogl¡da¢ ju» nie tylko w literaturze fachowej, ale równie» w rzeczywisto±ci w ró»nych krajach,

w tym tak»e i w Polsce (pokrycia dachowe).

S. Przewªocki w [13] na s. 132 i 193 pisze: �Szczególnie interesuj¡c¡ plastycznie form¦ ma konoida linii

prostej zwana cz¦±ciej paraboloid¡ hiperboliczn¡. [...] Mo»na j¡ utworzy¢ przez równolegªe przesu-

wanie �paraboli przecznej� po �paraboli grzbietowej�, przy czym wypukªo±ci obu parabol s¡ przeciwne,

tzn. gdy jedna jest wypukªa ku górze, to druga ku doªowi lub na odwrót�. Na rys. 10 przedstawiono

fragment powierzchni siodªowej8.

8 Paraboloida hiperboliczna to niezamkni¦ta bez ±rodka symetrii powierzchnia stopnia drugiego. W ukªadzie wspóª-

rz¦dnych ma ona równanie:x
2

p
− y2

q
= 2z, p, q > 0. Przekroje paraboloidy hiperbolicznej pªaszczyznami równolegªymi do

pªaszczyzn xOz i yOz s¡ parabolami, przekroje pªaszczyznami równolegªymi do pªaszczyzny xOy � hiperbolami, a pªasz-
czyzn¡ xOy � dwiema prostymi. O± symetrii paraboloidy hiperbolicznej nazywamy jej osi¡. Punkt przeci¦cia paraboloidy
hiperbolicznej z osi¡ to wierzchoªek paraboloidy hiperbolicznej. Je±li p = q, to paraboloida hiperboliczna ma dwie osie
symetrii (zob. [12]).
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Rysunek 10. Paraboloida hiperboliczna (fragment)

5. Kwadratura paraboli i inne wªasno±ci krzywych sto»kowych

Archimedes9 jako pierwszy rozwi¡zaª zadanie tzw. kwadratury paraboli, czyli obliczenia pola jej od-

cinka ograniczonego ci¦ciw¡ (rys. 11). Udowodniª, »e je±li na odcinku paraboli opiszemy równolegªobok

o parze boków równolegªych do osi paraboli, to pole tego równolegªoboku do pola odcinka paraboli b¦dzie

si¦ miaªo jak 3:2. Wykorzystaª on metod¦ wyczerpywania, która stanowiªa pierwowzór rachunku caªko-

wego. Archimedes wcze±niej si¦ tego domy±liª, wa»¡c te dwa obszary (zob. [5], s. 257). W [3] na s. 21�25

znajdujemy dokªadny opis wraz z ilustracjami u»ycia wagi i d¹wigni przez Archimedesa do wykazania

proporcji pola odcinka paraboli do pola trójk¡ta. Obecnie to zadanie jest bardzo ªatwe do rozwi¡zania,

je±li zastosujemy pochodn¡ i caªk¦ oznaczon¡10.

Jak wspomniano wcze±niej, obracaj¡c elips¦, parabol¦ lub hiperbol¦ wzgl¦dem osi z ogniskami, otrzy-

mamy powierzchnie zwane odpowiednio elipsoid¡, paraboloid¡ i hiperboloid¡. M. Gardner w [5] zauwa»a,

»e je±li obracamy garnek z wod¡, to powierzchnia cieczy przybiera ksztaªt paraboloidy.

Przypu±¢my, »e paraboloida stoi na pªaskiej podstawie prostopadªej do jej osi. Obj¦to±¢ bryªy ograni-

czonej t¡ paraboloid¡ i podstaw¡ jest równa 3/2 obj¦to±ci sto»ka opartego o t¦ sam¡ kolist¡ podstaw¦11.

Badaª to Archimedes (zob. [5], s. 255).

W [9] na s. 37�38 mo»na przeczyta¢ na temat rozwi¡zania zadania delijskiego o zbudowaniu sze±cianu

o obj¦to±ci dwa razy wi¦kszej od obj¦to±ci danego sze±cianu o boku a (podwojenie sze±cianu12). Do

rozwi¡zania matematyk ate«ski Menechemus13 w IV w. p.n.e. u»yª dwu parabol: x2 = ay i y2 = 2ax.

Rozwi¡zuj¡c ukªad powy»szy otrzymuje si¦ x3 = 2a3. Odci¦ta punktu przeci¦cia si¦ tych parabol daje

szukany bok sze±cianu o podwojonej obj¦to±ci. W [16] na s. 123 autor pisze, »e w celu rozwi¡zania

zadania delijskiego Menechemus przecinaª pªaszczyzn¡ trzy rodzaje sto»ków z k¡tami: ostrym, prostym

9 Archimedes z Syrakuz (287 � 212 p.n.e.), wybitny grecki matematyk i �zyk.
10 W celu obliczenia pola równolegªoboku i pola odcinka paraboli oznaczmy przez P1(x1, y1) i P2(x2, y2), gdzie x1 < x2,

punkty przeci¦cia si¦ paraboli y = ax2 z ci¦ciw¡. Wtedy równanie ci¦ciwy b¦dzie miaªo posta¢: y = a(x2+x1)x−ax1x2, za±
równanie stycznej do paraboli: y = a(x2 + x1)x− a

4
(x2 + x1)2. Pole równolegªoboku wynosi a

4
(x2 − x1)3, za± pole odcinka

paraboli a
6
(x2 − x1)3.

11 Rzeczywi±cie, obliczaj¡c te obj¦to±ci caªk¡ podwójn¡ dla paraboloidy z = x2 + y2 i dla sto»ka z2 = x2 + y2 opartych
o koªo b¦d¡ce ich przeci¦ciem, otrzymujemy odpowiednio: π

2
i π

3
.

12 Jest to jeden z trzech problemów staro»ytno±ci, pochodzi z wyspy Delos.
13 Zapis tego imienia równie»: Menaichmos, Menechmos.
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Rysunek 11. Kwadratura paraboli

i rozwartym i narysowaª dwie parabole i hiperbol¦. Podane s¡ te» obliczenia dla boku danego sze±cianu

a = 7 [m] (zob. tam»e rysunek).

M. Bry«ski w [1] na s. 27-30 podaje metod¦ znajdowania pierwiastka dowolnego równania stopnia

czwartego przy pomocy paraboli y = x2. Nale»y skonstruowa¢ odpowiedni okr¡g i znale¹¢ jego wspólne

punkty z parabol¡. Korzystaj¡c z tej metody, zadanie delijskie rozwi¡zuje si¦ nast¦puj¡co: po przemno»e-

niu równania a3 = 2 obustronnie przez a, przeksztaªca si¦ je do postaci a4− a2+ 1
4 + a

2− 2a+1− 5
4 = 0,

co po zwini¦ciu daje okr¡g (a− 1)2 + (y− 1
2 )

2 = 5
4 , przy czym y = a2 . Wykre±laj¡c ten okr¡g i parabol¦

y = a2, otrzymuje si¦ punkty wspólne (0, 0) i ( 3
√
2, 3
√
4). Metody tej autor u»ywa te» do trysekcji k¡ta 60◦.

Podajmy jeszcze wªasno±¢ elipsy, hiperboli i paraboli dotycz¡c¡ ±rodków równolegªych ci¦ciw: ±rodki

równolegªych ci¦ciw do linii rz¦du drugiego (elipsy, hiperboli i paraboli) le»¡ na jednej

prostej. Dla hiperboli pokazane jest to na rysunku 12. Odnotujmy, »e w przypadku hiperboli ci¦ciwy

te nie powinny by¢ wyznaczone przez proste równolegªe do jej asymptot, czyli prostych o równaniach:

y = b
ax i y = − b

ax, a w przypadku paraboli nie powinny by¢ równolegªe do osi Ox (twierdzenie i dowód

w [2], s. 100�104).

Rysunek 12. Równolegªe ci¦ciwy hiperboli i ich ±rodki
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6. Niektóre sposoby wykre±lania krzywych sto»kowych

Znana jest stara prosta metoda wykre±lania okr¦gu za pomoc¡ sznurka z jednym ko«cem zamocowa-

nym w pewnym punkcie, podczas gdy kreda lub patyk umieszczony na drugim ko«cu rysuje okr¡g. Przy

konstrukcji ªuku odcinkowego, gdy podana jest dªugo±¢ ci¦ciwy AB ª¡cz¡cej ko«ce ªuku i dªugo±¢ �strzaª-

ki� CD, czyli odcinka normalnej od jej przeci¦cia si¦ z ci¦ciw¡ w punkcie C do punktu D � przeci¦cia si¦

normalnej z ªukiem, wtedy ±rodek koªa b¦dzie punktem przeci¦cia si¦ dwóch normalnych: normalnej do

ci¦ciwy AB i normalnej do ci¦ciwy AD (lub DB). Promie« okr¦gu mo»na obliczy¢ równie» z twierdzenia

o przecinaj¡cych si¦ ci¦ciwach. Przy naszych oznaczeniach b¦dziemy mieli AC · CB = CD · x, gdzie
CD + x = 2r. W przypadku gdy mamy du»e rozmiary zarówno ci¦ciwy AB jak i promienia okr¦gu (na-

le»y rysunek sporz¡dzi¢ w skali), to do wykre±lenia ªuku w praktyce sªu»y tzw. cyrkiel dr¡»kowy, którego

dziaªanie opiera si¦ na twierdzeniu: k¡ty oparte o t¦ sam¡ ci¦ciw¦ okr¦gu s¡ równe k¡towi ADB.

Kre±lenie elipsy za pomoc¡ sznurka: tutaj ko«ce sznurka zamocowane s¡ w punktach zwanych ogniska-

mi elipsy. Dªugopis wykre±la elips¦ (rys. 13). Metod¦ ze sznurkiem stosuje si¦ przy wyznaczaniu klombów

(dlatego elips¦ nazywa si¦ krzyw¡ ogrodników).

Rysunek 13. Wykre±lanie elipsy za pomoc¡ sznurka

�Cyrkiel� do rysowania elipsy to linijka z otworami A i B ±lizgaj¡cymi si¦ odpowiednio na osiach Oy

i Ox oraz z otworem O, gdzie AO i BO to póªosie elipsy odpowiednio a i b. W punkcie O umieszczona

kreda lub dªugopis rysuje elips¦ (rys. 14, opis w [10] na s. 279�278). �uki eliptyczne wykorzystuje si¦

w budownictwie, a tak»e przy wyrobie ró»nych przedmiotów. O zastosowaniu cyrkli dr¡»kowych w bu-

downictwie do wyznaczania ªuków koªowych i eliptycznych mo»na przeczyta¢ w [15] na s. 361-363.

Podamy sposób na wykre±lanie paraboli przy u»yciu k¡townika (rys. 15). Oªówek naci¡gaj¡cy nitk¦

o dªugo±ci AB wykre±la jedno z ramion paraboli przy przesuwaniu k¡townika wzdªu» narysowanej prostej

� kierownicy paraboli. Na rysunku wyra¹nie wida¢, »e odlegªo±ci od dowolnego punktu powstaj¡cej

paraboli do ustalonego punktu � ogniska, gdzie zamocowany jest jeden koniec nitki i do kierownicy (punkt

B) s¡ równe (drugi koniec nitki zamocowany jest w górnej cz¦±ci k¡townika, punkt A). Analogicznie

rysujemy drugie rami¦ paraboli, ustawiaj¡c k¡townik po przeciwnej stronie ogniska (szczegóªowy opis

w [5], s. 257 � 258).

M. Gardner w [5], s. 258�259 i S. Kowal w [9], s. 83 pisz¡, »e parabole mo»emy uzyska¢ za pomoc¡

wielokrotnego zaginania papieru, co przedstawione jest tam na rysunku (metoda origami).
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Rysunek 14. �Cyrkiel� do wykre±lania elipsy

Rysunek 15. Wykre±lanie paraboli

A. Duran w [3] na s. 21 zamieszcza opis powstawania paraboli (nazywa to inn¡ de�nicj¡ paraboli) jako

obwiedni rodziny prostych. Podobnie J. Sales i F. Banyuls w [16] na s. 132 podaj¡ sposób wykre±lania

gaª¦zi hiperboli jako obwiedni rodziny prostych: z prawego ogniska (c, 0) wykre±la si¦ proste i w ich

punktach wspólnych z okr¦giem o promieniu a i ±rodku w (0, 0) wyznacza si¦ proste prostopadªe do nich,

obwiednia których stanowi lew¡ gaª¡¹ hiperboli (rys. 16).

Prosty sposób szkicowania hiperboli (5) wi¡»e si¦ z interpretacj¡ geometryczn¡ staªej b wyst¦puj¡cej

w równo±ci b2 = c2−a2. Hiperbola (5) nie przecina osi Oy, je±li jednak wstawimy x = 0 do jej równania, to

otrzymamy równanie y2 = −b2, którego rozwi¡zaniami s¡ liczby zespolone ±bi. O punktach (0,−b) i (0, b)
mówi si¦ jako o nierzeczywistych punktach przeci¦cia hiperboli z osi¡ Oy. Chc¡c narysowa¢ hiperbol¦,

najpierw rysujemy tzw. prostok¡t podstawowy, którego boki o dªugo±ciach 2a i 2b s¡ równolegªe do osi

ukªadu wspóªrz¦dnych, a przek¡tne pokrywaj¡ si¦ z asymptotami hiperboli. Wówczas boki prostopadªe

do osi Ox przechodz¡ przez wierzchoªki hiperboli (−a, 0) i (a, 0), a gaª¦zie �zbli»aj¡� si¦ do asymptot.

N.V. E�mow zauwa»a, »e w literaturze matematycznej przyj¦to tak»e nazywa¢ osiami hiperboli odcinki

o dªugo±ciach 2a i 2b ª¡cz¡ce ±rodki przeciwlegªych boków prostok¡ta podstawowego (zob. [2], s. 89).
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Rysunek 16. Hiperbola jako obwiednia rodziny prostych

Elips¦ i okr¡g mo»na traktowa¢ jako szczególne przypadki owalu Kartezjusza14, czyli krzywej, która

jest miejscem geometrycznym wszystkich punktów, dla których suma odlegªo±ci d od ustalonego punktu

F1 i podwójnej odlegªo±ci l od punktu ustalonego F2 jest staªa i wynosi c.

a) b) c)

Rysunek 17. Owale Kartezjusza dla ró»nych warto±ci parametru c przy m = 1, n = 2, F1(0, 0), F2(2, 0)

Bardziej ogólne krzywe to miejsce geometryczne punktów dla których md + nl = c, gdzie m i n s¡

liczbami rzeczywistymi. Na rys. 17 pokazano wykre±lanie owalu Kartezjusza dla m = 1 i n = 2. Rysuj¡c

elips¦, przyjmujemy m = n = 1, a dla okr¦gu F1 = F2.

Opisy innych konstrukcji geometrycznych elipsy, hiperboli i paraboli, gdzie wykorzystuje si¦ mi¦dzy

innymi tzw. ±rednice sprz¦»one podane s¡ w [17], odpowiednio na stronach 208�209, 215 i 218.

7. Krzywe sto»kowe w j¦zyku literackim i potocznym

�Przez póªtora wieku opis kre±lenia krzywych sto»kowych przez Menechemusa byª jednocze±nie ich

nazw¡: przekrój prostopadªy do tworz¡cej sto»ka ostrego, prostego czy rozwartego to odpowiednio dzi-

14 �Owale Kartezjusza s¡ tak zwanymi krzywymi aplanatycznymi: je±li dwa o±rodki s¡ oddzielone owalem Kartezjusza,
to wszystkie promienie ±wietlne, wychodz¡ce z ustalonego punktu w jednym o±rodku skupiaj¡ si¦ po zaªamaniu na gra-
nicy o±rodków w ustalonym punkcie drugiego o±rodka. To wªa±nie poszukiwania krzywych aplanatycznych doprowadziªy
Kartezjusza do jego owali�. J.C. Maxwell odkryª te owale niezale»nie od Kartezjusza (zob. [5], s.47�50).
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siejsze krzywe: elipsa, parabola i hiperbola� (zob. [16], s. 124). W III wieku p.n.e. Apoloniusz z Pergi

napisaª traktat �Koniká�, w którym u»yª tych wªa±nie sªów. Nazwy te pochodziªy �z antycznego j¦zyka

pitagorejskiego dla rozwi¡za« równa« drugiego stopnia: �elipsa� oznaczaªo brak, opuszczenie; �hiperbo-

la� nadmiar (hiperbola jest wyolbrzymieniem, przesad¡); �parabola� za± zrównanie� (zob. [16], s. 125).

W tym samym sensie terminy elipsa, hiperbola, parabola s¡ stosowane w teorii literatury.

Elipsa jest �gur¡ retoryczn¡, która polega na �pomini¦ciu w zdaniu lub wyra»eniu jakiego± skªadnika,

który daje si¦ na ogóª zrekonstruowa¢ na podstawie kontekstu lub sytuacji towarzysz¡cej wypowiedzi.

Elipsa stwarza konstrukcj¦ niekompletn¡ z punktu widzenia skªadniowego, ale zamkni¦t¡ znaczeniowo,

co odró»nia j¡ od zdania lub wyra»enia urwanego� ( [6], s. 126).

Inn¡ �gur¡ retoryczn¡ jest hiperbola, czyli �przedstawienie jakiego± zjawiska wyolbrzymiaj¡ce jego

wygl¡d, znaczenie, dziaªanie i oddziaªywanie [...] U»ywanie hiperboli bywa znakiem silnego zaanga»owania

emocjonalnego mówcy lub poety i ma podobn¡ reakcj¦ wywoªa¢ u odbiorcy� ( [6], s. 197). Je±li mówimy,

»e kto± p¦ka ze ±miechu, umiera ze zm¦czenia, szaleje z rado±ci, wierci dziur¦ w brzuchu, to stosujemy

wªa±nie hiperbol¦ w j¦zyku potocznym. Szurek w [18] na s. 43 pisze: �Dla uszu matematyka ciekawie

brzmi okre±lenie �topos hiperboliczny� � zwyczaj nakazuj¡cy w pewnych sytuacjach wyolbrzymia¢ nasze

uczucia [...]. Poznaj¡c kogo± nowego, mówimy na ogóª �bardzo mi przyjemnie�, ale czy naprawd¦ bardzo

nam przyjemnie? No có», tak ka»e topos hiperboliczny...[...]. Greckie sªowo �topos� oznacza �miejsce,

¹ródªo�, a w teorii literatury u»ywane jest w znaczeniu �skªad w¡tków my±lowych�, �odwoªanie si¦ do

ogólnie znanych prawd��.

Z kolei parabola to gatunek literatury moralistycznej. Jest to �alegoryczna opowie±¢ o tre±ci moralno�

dydaktycznej� (zob. [20]), czyli �utwór narracyjny, w którym przedstawione postacie i zdarzenia nie s¡

wa»ne ze wzgl¦du na swe cechy jednostkowe, lecz jako przykªady uniwersalnych prawideª ludzkiej eg-

zystencji, postaw wobec »ycia i kolei losu [...] Wªa±ciwa interpretacja paraboli wymaga przej±cia od jej

znaczenia literalnego do ukrytego znaczenia alegorycznego lub moralnego. Byªa to jedna z najbardziej

uprzywilejowanych form literatury religijnej Dalekiego i Bliskiego Wschodu, zwªaszcza w obr¦bie bud-

dyzmu i judaizmu� ( [6], s. 450). W j¦zyku polskim cz¦±ciej u»ywa si¦ rodzimego terminu przypowie±¢,

jednak sªowo parabola przetrwaªo w niezmienionej postaci w j¦zyku wªoskim � na przykªad w [11] mamy

�Parabola del servitore spietato� (Mt 18, 23; przypowie±¢ o niemiªosiernym dªu»niku) oraz �Parabola degli

operai� (Mt 20, 1; przypowie±¢ o robotnikach winnicy).

Sªowa koªo i okr¡g oraz pochodz¡ce od nich (np. wokóª, dookoªa, okr¡gªy, koªacz) s¡ u»ywane na co

dzie«. Na koniec przypomnijmy star¡ de�nicj¦ Boga jako koªa, którego ±rodek jest wsz¦dzie, a obwód

nigdzie � jest to ciekawy przykªad zastosowania poj¦¢ matematycznych w zupeªnie innej dziedzinie.
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