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Krzywe stozkowe

Streszczenie. W artykule przedstawiono krzywe stozkowe, ktore znane byly juz w starozytno-
§ci. Omoéwiono ich ciekawe wlasnosci oraz pokazano wystepowanie tych krzywych w otaczajacym
nas $§wiecie, m.in. w fizyce, astronomii, budownictwie.

Stowa kluczowe: okrag, elipsa, parabola, hiperbola.

1. Co to sa krzywe stozkowe?

Pierwsza rozwijajaca sie dziedzing matematyki byta geometria. Ciesle i mierniczy z Egiptu i Babilonii
juz 4 000 lat p.n.e. stosowali drobne obliczenia matematyczne. Podziwiajac zabytki architektury, mozemy
sadzié, ze znane im bytly rézne praktyczne konstrukcje geometryczne.

Filozofom greckim (600-300 lat p.n.e.) zawdziecza sie wprowadzenie dowodu indukcyjnego, a takze
rozwiniecie geometrii euklidesowej. Zajmowali sie oni figurami podstawowymi, czyli liniami i krzywymi
(takimi jak trojkat, okrag, elipsa, parabola, hiperbola), szescianami, kulami, paraboloidami i hiperbolo-
idami.

Krzywe: okrag, elipsa, parabola i hiperbola nazywaja sie krzywymi stozkowymi i sa one prze-
krojami powierzchni stozkowej — przeciecia tej powierzchni pewnymi plaszczyznami (rys. 1). Definicje
i wlasnosci tych przekrojow byly dzietem uczonych starozytnej Grecji (zob. [7], s. 661 [9], s. 134), zwlaszcza
Apoloniusza (260-200 r. p.n.e.), nastepcy Euklidesa (ok. 300 r. p.n.e.). Przekrojami powierzchni stozkowe;j
plaszczyzna moga by¢ réwniez punkt, prosta lub dwie proste, ale przypadki te nas nie interesuja.

Okrag jest miejscem geometrycznym punktoéw plaszczyzny réwno odleglych od ustalonego punktu,
zwanego Srodkiem okregu.

Elipsa jest zbiorem punktéw plaszczyzny, dla ktérych suma odlegtosci od dwoch ustalonych punktéw
Fy i F5, zwanych ogniskami elipsy, jest stala, rowna 2a i jest wieksza od odlegtosci miedzy ogniskami.
Na rys. 2 przedstawiono elipse w prostokatnym ukladzie kartezjanskim z ogniskami Fj(—c,0) i Fa(c,0)
lezacymi na osi Oz. Osie uktadu wspolrzednych sa jej osiami symetrii. Punkty (—a,0), (a,0), (0,—b),
(0,b) to wierzcholki elipsy. Liczby 2a i 2b nazywaja sie dtugosciami osi elipsy (0 < b < a), liczba a —
polosia wielka, liczba b — poélosia mala elipsy.
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Rysunek 1. Krzywe stozkowe jako przekroje powierzchni stozkowej

Z definicji elipsy wynika, ze odleglosé¢ punktu (0, b) od ogniska jest rowna a, zatem z twierdzenia Pitagorasa

. . ’, s , . 2 . . . .
otrzymujmy zaleznosé¢ a® = b* + ¢*. Proste o rownaniach © = +% zwane sa kierownicami elipsy.

a’
c

Rysunek 2. Elipsa

Hiperbola to zbiér punktéw plaszezyzny, dla ktorych roznica odleglosci od dwdch ustalonych punk-

tow Fi i Fy, zwanych ogniskami hiperboli, ma stala warto$¢ bezwzgledna réwna 2a, mniejsza od odlegtosci
miedzy ogniskami i r6zna od zera.
Na rys. 3 przedstawiona jest hiperbola w prostokatnym uktadzie kartezjariskim z ogniskami Fj(—c,0)
i F5(c,0) potozonymi na osi Oz. Przecina ona o§ Ox w dwoch punktach (—a,0) i (a,0), zwanych wierz-
chotkami hiperboli (zauwazmy, ze 0 < a < ¢). Obie osie uktadu wspotrzednych sa jej osiami symetrii.
Punkt (0,0) nazywa sie srodkiem hiperboli. Hiperbola sktada sie z dwoch galezi: lewej i prawej. Proste
o réwnaniach z = :I:% nosza nazwe kierownic hiperboli.
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Rysunek 3. Hiperbola

Parabola to zbiér punktéw plaszczyzny réwno oddalonych od ustalonej prostej k, zwanej kierownica
paraboli, i ustalonego punktu F', zwanego ogniskiem paraboli. Ognisko nie moze naleze¢ do kierownicy.
Rysunek 4 przedstawia w prostokatnym kartezjanskim ukladzie wspétrzednych parabole z kierownica
k:x = —% i ogniskiem F(Z,0) lezacym na osi Oz, ktora jest osia symetrii paraboli. Liczba p > 0 to
odlegtos¢ ogniska od kierownicy, nazywamy ja parametrem paraboli.

f 3 ¥

=) |’r;
<
SRk

Rysunek 4. Parabola

Wielko$¢ € = ¢ nazywamy mimoSrodem elipsy i hiperboli. Podobnie jak parabole, réwniez elipse
i hiperbole mozna opisaé¢ jako zbiér punktéw plaszczyzny, dla ktérych stosunek odleglosci od
ogniska do odleglosci od blizej polozonej kierownicy jest staly'. Stosunek ten jest réwny mimo-
§rodowi i oznaczamy go rowniez jako e. Odczytujac oznaczenia z rysunkéw 2-4, mamy € = 4. I tak dla
elipsy € < 1, dla hiperboli € > 1, a dla paraboli ¢ = 1.

L Por. definicjg stozkowej wlasciwej w [17], s. 172.
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Przytoczmy wypowiedz J. Keplera® o krzywych stozkowych zamieszczong w [5] na s. 249: , Ze wzgledu
na swa posrednia nature, parabola zajmuje sSrodkowe polozenie (miedzy elipsa i hiperbola). Gdy powstaje,
nie rozwiera swych ramion tak jak hiperbola, lecz zaciska je, uktada niemal réwnolegle, zawsze ogarniajac
coraz wiecej, a mimo to zawsze pragnac mniej — podczas gdy hiperbola im wiecej obejmuje, tym wiecej
prébuje uzyskac”.

A oto inne uwagi o krzywych stozkowych:

e  Elipsa, czyli «splaszczonys» okrag” (zob. [10], s. 275).

e O okregu mozna mysleé, ze to elipsa, ktorej ogniska zlaly sie w jednym punkcie — §rodku okregu”
(zob. [5], s. 249).

e . Ramiona paraboli zaczynaja stopniowo przybieraé kierunki coraz blizsze do rownoleglych” (zob. [5],
5. 249).

e  Zmienianie wylacznie rozmiaréw, a nie ksztaltéow, to jedna z wtasnosci, ktore parabola dzieli z okre-
giem, lecz nie z elipsa i hiperbola” (zob. [5], s. 251).

2. Matematyczne wzory krzywych stozkowych

R. Descartes (1596-1650) i P. Fermat (1601-1665) spostrzegli mozliwosci zastosowania metody alge-
braicznej do geometrii. Rozwineli geometrie analityczna. Zastapila ona krzywe rownaniami przez wpro-
wadzenie pojecia uktadu wspotrzednych. Starozytni Grecy schowali algebre w geometrii. Jako przyktad
mozna, podaé, ze liczbe /2 traktowali jako przekatna kwadratu o boku 1. Pézniej algebra zdominowata,
geometrie — nastapilta arytmetyzacja geometrii.

Gdy zastosowano rachunek rézniczkowy do badania krzywych i powierzchni, to nowe ujecie geome-
trii zostalo nazwane geometria rézniczkowa. Zajmuje sie ona wieloma zagadnieniami (m.in. liniami
geodezyjnymi czy odlegtoscia punktéw na powierzchni). O historii powstania geometrii analitycznej i roz-
niczkowej opowiada M. Kline w [7] na s. 70-71 i 73-74.

Jesli srodek okregu o promieniu R pokrywa sie z poczatkiem uktadu wspotrzednych Oxy w uktadzie
prostokatnym kartezjaniskim, to réwnanie tego okregu ma postac:

a? +y? = R (1)

Dla elipsy o potosi wielkiej a, pétosi matej b i o srodku w poczatku uktadu Ozy w ukladzie prosto-
katnym kartezjanskim mamy:
22 2
) + 2= 1. (2)
Elipse, zwang sptaszczonym okregiem, mozemy otrzymac przez przeksztalcenie kazdego z jego punktow
(z,y) na punkt (z, ky), gdzie 0 < k < 1 (czyli przez powinowactwo prostokatne, ktorego osig jest o§ Oz,
a wspoélczynnikiem powinowactwa liczba k). ,Mowiac troche nieporzadnie, elipsa jest czyms, co w jedna
strone jest okregiem o promieniu a, w druga strone okregiem o promieniu b’ (zob. [10], s. 276-277).
Wyprowadzimy wzor (2). Jesli punkt M(z,y) lezy na elipsie, to suma jego odlegtosci od ognisk

Fi(—c,0) i Fz(c,0) jest rowna 2a, tzn.

Vie+e)2+y2+/(z—c)2+y2=2a

2 Johannes Kepler (1571-1630), niemiecki matematyk, fizyk i astronom.
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Vie+e)?2+y?2=2a—+/(z—c)?+y? ‘()2
22+ 2cx + A +y? =4a® —da/(z — )2 +y2 + 2® — 2cx + 2 + o) 4

av/(z—c)2+y2=a*>—cx ’()2
a’z? — 2d%cx + a®c? + a?*y? = a* — 2d°cx + Aa?
(a® — *)a? + a®y? = a*(a® — &?). (3)

2

Wiemy, ze a® — ¢® = b%, wiec dzielac obie strony rownania (3) przez a?b?, otrzymujemy réwnanie (2).

Musimy jeszcze pokazaé, ze jesli wspohrzedne pewnego punktu spelniajg warunek (2), gdzie a, b > 0, to
punkt ten nalezy do elipsy, poniewaz w powyzszym wyprowadzeniu dwa réwnania podnosiliSmy stronami
do kwadratu. Wychodzac z réwnania (2), dochodzimy do réownania (3), ktore przeksztalcamy do postaci

(& — 0 + ) = (6 — c)?.
7 ostatniej réwnosci otrzymujemy
ay/(x —¢)2 +y2 = +(a® — cx), (4)
przy czym wybieramy po prawej stronie znak plus, poniewaz:
e 7 rownania (2) wynika, ze i—i <1, czyli |z] < a,
e ze zwiazku a? — ¢ = b? wynika, ze ¢ < a (mozemy przyjaé, ze ¢ > 0),

skad wnioskujemy, ze |cz| < a?. Mnozymy teraz stronami réwnanie (4) przez 4, dodajemy do obu stron
wyrazenie 2 + ¢ + y? i po zastosowaniu wzoréw skréconego mnozenia dostajemy

(:c+c)2+y2::|:(2af\/(:cfc)72+y2).

Wybieramy tu znowu plus, bo:

e 7 rownania (2) wynika, ze z—j <1, czyli |y| < b,
e 7 nieréwnosci |cz| < a? wynika, ze —2a? < —2cx < 2a?,
o b2+ c? = a?
i stad mamy oszacowanie
(x—c)?4+9? =27 —2cx+ P +9? <a®+2a% + A+ > = a® + 2 + a® = 4d?,

czyli v/(xz — ¢)? + y? < 2a.

Analogicznie otrzymujemy rownania hiperboli i paraboli. Dla hiperboli mamy wzor:

2 2
%71;—2:1, gdzie b2 =2 — a’. (5)



6 A. Laskowska

Hiperbole po obrocie o 45° mozna zapisa¢ w postaci:
zy = a, gdzie a € R\ {0}.

Wzor opisujacy parabole ma postagé:
y* = 2pz, (6)

gdzie p jest odlegtoscig ogniska F'(£,0) od kierownicy paraboli = —% (woéwczas wierzcholek para-

boli znajduje sie w punkcie (0,0) jak na rys. 4). Po zamianie osi parabole o wierzchotku w punkcie

( b —b’+4ac

R s mozemy zapisaé jako krzywa o réwnaniu:

y = ax® + bz + ¢, gdzie a # 0.

Francuski matematyk M.K. Jordan (1838-1922) moéwiac o linii, mial na mysli poruszajacy sie punkt
zgodnie z prawem okres§lonym przez uklad réwnan zwanych rownaniami parametrycznymi (wspoltrzedne
punktu sa funkcjami czasu t). Krzywe stozkowe maja nastepujace rownania parametryczne:

= Rcost
! 7 €0 dla okregu x% + y? = R?,
y = Rsint, 0 <t <27
r =acost 2 2
. dla elipsy % + % =1,
{ybsirlt,0§t<27r PSY a b

x = acosht 2 2
. dla prawej galezi hiperboli® %; — ¥4 =1,
{y_bsinht,te]R prawe) gaieat b o T

xr = —a_ 2 2
. cost ) dla hiperboli %Z; — % =1,
{ y=btgt, t € (0,5)U(E, %) U (5, 2n) R
= 2pt?
o FTP dla paraboli y? = 2pz.
y=2pt, teR

Mozna sprawdzié¢, ze po wyrugowaniu parametru ¢t z powyzszych uktadéw otrzymuje sie wskazana postac
kanoniczng krzywej stozkowe;j.

Zauwazmy jeszcze, ze rzut okregu na dowolna plaszczyzne jest elipsa oraz kazdy przekrdj
walca obrotowego plaszczyzna nieré6wnolegla do jego osi jest elipsa. Rysunki i dowody podane
sa w [2] na s. 78-80.

Roéwnania biegunowe maja wspolna postaé dla elipsy, paraboli i hiperboli (jednej gatezi):

p
-7 7
" 1+ecosp’ (M

gdzie € < 1 dla elipsy, € > 1 dla gatezi hiperboli, ¢ = 1 dla paraboli. Maja one zastosowanie szczegdlnie
w mechanice nieba ze wzgledu na ruch planet i komet po stozkowych.

3 Dla lewej gatezi hiperboli trzeba zmieni¢ znak wspotrzednej . W réwnaniach parametrycznych hiperboli mamy dwie
funkcje hiperboliczne: sinus hiperboliczny, zdefiniowany jako sinht = %(et —e~!), oraz cosinus hiperboliczny, zdefiniowany
jako cosht = %(et + e~!). Funkcje hiperboliczne nie sa okresowe, ale maja wiele wlasnosci bardzo podobnych do wtasnosci
funkcji trygonometrycznych, np. cosh? t —sinh? ¢ = 1, sinh 2t = 2sinht cosht, cosh 2t = cosh? t +sinh? t (dla kazdego t € R).
Funkcje te wprowadzil Vincenzo Riccati (1707-1775) 1 stosowal je przy obliczaniu pola pod hiperbola.
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Wyprowadzimy teraz rownanie biegunowe dla prawej gatezi hiperboli (wyprowadzenie dla lewej gatezi
oraz elipsy i paraboli jest podobne). Punkt M (x,y) lezacy na hiperboli bedziemy identyfikowaé z jego
wspOlrzednymi biegunowymi, tzn. para (r, ), gdzie r to odlegtos¢ punktu M od ogniska F», natomiast ¢
jest miarg kata Fy Fo M (zob. rys. 3). Zauwazmy, ze odlegtosé¢ punktu M od ogniska F} jest r6wna 2a + 7.
Z twierdzenia kosinuséw dla tréjkata Fy Fo M mamy

(2a +7)% = r* 4 (2¢)* — 4rccos ¢
4a? + dar + 7% = r? + 4a® 4+ 4b* — drccos ¢ 14

ar =b* —rccos

b2
r=———.
a+ ccosp
Po podstawieniu p = % oraz € = ¢ otrzymujemy (7). Przy okazji warto zauwazy¢, ze dla elipsy (2)

i hiperboli (5) ich cieciwy, ktore sa prostopadie do osi Ox i przechodza przez ognisko, maja dlugosé
% = 2p. Rowniez dla paraboli (6) jej cieciwa, ktora jest prostopadia do osi Oz i przechodzi przez
ognisko, ma dtugosé¢ 2p, gdzie p jest parametrem paraboli.

W nazwach innych krzywych znajduja sie stowa: elipsa i hiperbola. Do takich zaliczamy superelipsy
(o wygladzie miedzy elipsa a prostokatem), hiperbole kubiczne o réwnaniu ogélnym zy? = P(z), gdzie
P(x) jest wielomianem stopnia rownego lub mniejszego niz 3, ktére to badat Newton? i nazwat je ,tr6j-
zebnymi”. Dodajmy, ze podstawowa zaleznos$¢ w ekonomii miedzy cena a popytem ilustruje hiperbola (na
przyktad y = 1290 gdzie y oznacza ceny, a x zadane ilosci; zob. [16], s. 37, 130 i 132).

xT )

3. Krzywe stozkowe w astronomii i fizyce

,Przede wszystkim stworzenie przez Mikotaja Kopernika® i Jana Keplera heliocentrycznej teorii ruchu
planet wywotalo potrzebe stworzenia efektywnych metod operowania krzywymi stozkowymi; krzywe te
sa drogami cial niebieskich w tej teorii” (zob. [7], s. 70). Prawa Keplera glosza, ze:

Rysunek 5. Ilustracja drugiego prawa Keplera

4 Isaac Newton (1643-1727), angielski fizyk, filozof, astronom i matematyk.
5 Mikotaj Kopernik (1473-1543), polski astronom, odkryl, ze Ziemia nie jest w centrum wszechéwiata.
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1) planety poruszaja sie dookota Stonica po orbicie eliptycznej (Storice znajduje sie w jednym z ognisk
tej elipsy);

2) przy ruchu planet, linia taczaca planete i Storice zakresla rowne pola (wycinkéw elipsy) w rownych
odstepach czasu (planety w poblizu Stonica poruszaja sie szybciej, a wolniej w oddaleniu od niego);

3) kwadraty okreséw obiegu dwoch planet dookota Storica maja sie do siebie jak sze$ciany polosi ich
wielkich orbit (pétos wielka to potowa najdtuzszej cieciwy).

~ -
= em o - =

Rysunek 6. Orbity planet P i @ (ilustracja trzeciego prawa Keplera)

Na rysunku 6 zaznaczone s3 orbity planet P i Q). Gdy AB jest cztery razy wieksze niz C'D, wowczas
planeta P obiega Storice w czasie V43 = 8 razy dluzszym niz planeta @ (zob. [19], s. 244).

Hiperbola

Parabola

Rysunek 7. Tory ruchu pojazdu kosmicznego w polu grawitacyjnym
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Tory ruchu pojazdéw kosmicznych w polu grawitacji ziemskiej przybieraja ksztalty krzywych stoz-
kowych w zaleznosci od ich predkosci startu v (w punkcie A kierunek v jest poziomy — rys. 7). Przy
predkosci startowej mniejszej niz 7,93 km /s tor ruchu pojazdu przybiera ksztalt tuku elipsy, ktorej dalsze
ognisko od punktu startowego A lezy w §rodku Ziemi (na rysunku linia przerywana), przy predkosci o wiele
muniejszej niz 7,93 km/s tor jest parabola. Tor ma ksztalt okregu, gdy predkosé¢ pojazdu v w chwili startu
wynosi okoto 7,93 km/s. Tor jest elipsa, jesli predkos¢ jest w przedziale miedzy 7,93 km/s a 11,2 km/s
(pierwsza predko$¢ kosmiczna), a ognisko tej elipsy blizsze punktu A znajduje sie w srodku Ziemi. Tor ma
ksztalt paraboli, gdy predkosé¢ wynosi 11,2 km/s (druga predkosé¢ kosmiczna). Gdy predkosc jest wieksza
od 11,2 km/s, to tor ma ksztalt hiperboli. Przy dwoch ostatnich predkosciach pojazd ucieknie w prze-
strzerl kosmiczng. Pisze o tym S. Kowal w [9] na s. 165 i 166, za§ M. Gardner w [5] na s. 253 zamieszcza
uwage o torach ruchu komet: ,Poniewaz parabola to przypadek graniczny miedzy elipsa i hiperbola, na
podstawie obserwacji komety przechodzacej niedaleko Storica bardzo trudno jest powiedzie¢, czy podaza
ona po niezwykle wydluzonej trajektorii eliptycznej (w tym przypadku powrdci), czy tez po paraboli lub
hiperboli (w tym przypadku juz nigdy nie powroci)”.

Do ciekawych wtasnosci elipsy, paraboli i hiperboli nalezg tak zwane wlasnosci optyczne (przytoczymy
je wedlug opisu N.V. Efimova z [2], s. 105-106):

1’) prosta styczna do elipsy w dowolnym punkcie M tworzy réwne katy z promieniami ogniskowymi
F1M i FoM oraz przechodzi na zewnatrz Fy M Fy (rys. 8a),

2’) prosta styczna do paraboli w dowolnym punkcie M tworzy réwne katy z promieniem ogniskowym
FM iz prosta wychodzaca z punktu M, rownolegta do osi w strone rozprzestrzeniania sie nieskon-
czonego paraboli (rys. 8b),

3’) prosta styczna do hiperboli w dowolnym punkcie M tworzy réwne katy z promieniami ogniskowymi
FiM i Fo M oraz potozona jest wewnatrz kata Fy M F», jest ona dwusieczng tego kata (rys. 8c).

M
M

S

S
>

a) b) c)

Rysunek 8. Wtasnosci optyczne elipsy, paraboli i hiperboli

Jesli powierzchnie rzeczywiste: elipsoide, paraboloide i hiperboloide, ktére powstaja przez obrét od-
powiednio elipsy, paraboli i hiperboli wokét osi z ogniskami, pokryjemy amalgamatem, to otrzymamy
kolejno zwierciadta: eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne. Wowczas wlasnosdci 1°), 2°) 1 3”) mozna opi-
sa¢ nastepujaco:

«) jesli zrodio promieni §wiatla znajduje sie w jednym z ognisk zwierciadla eliptycznego, to promienie
odbiwszy sie od zwierciadla skupiaja sie w drugim ognisku,
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B) jesli zrodlo promieni Swietlnych znajduje sie w ognisku zwierciadla parabolicznego, to promienie
Swietlne odbiwszy sie od zwierciadla beda rownolegle do osi (dzialanie reflektora, projektora);
oznacza to tez, ze wszystkie promienie §wiatta padajace rownolegle do osi na wkleste zwierciadto
paraboliczne zostang po odbiciu skierowane w strone ogniska,

) jesli zrodio promieni $wietlnych znajduje sie w jednym z ognisk zwierciadta hiperbolicznego, to jego
promienie odbiwszy sie od zwierciadla ida dalej tak, jakby wychodzily z drugiego ogniska..

Dodajmy, ze zasada () to takze zasada dzialania teleskopow, urzadzen do koncentrowania energii stonecz-
nej i wklestych naczyn stosowanych w kuchenkach mikrofalowych (zob. [5] s. 254). Teleskop astronomiczny
wynalazt Galileusz® w 1610 1., co wykorzystano do sprawdzenia teorii Kopernika (zob. [19], s. 243). Za
pomoca teleskopu i mikroskopu badano wlasnosci soczewek (zob. [7], s. 70-71).

4. Krzywe stozkowe w otaczajacym nas $wiecie

Podamy teraz kilka wypowiedzi M. Gardnera z [5] ze s. 252-253 i 255-256 o wystepowaniu paraboli
w otaczajacym nas Swiecie. ,Strumien wody wyplywajacy z weza ma ksztalt niemal idealnej paraboli.
Jesli podlewajac trawnik bedziemy powoli zmniejsza¢ nachylenie weza, od potozenia niemal pionowego
do niemal poziomego, to wierzchotki strumieni wody zakresla fragment elipsy, a obwiednia’ wszystkich
strumieni bedzie parabolg”. ,Jesli rzucimy poziomo kamien, to leci on po torze zblizonym do paraboli”.
»|---] paraboliczny tor pocisku jest troche znieksztalcony przez kulisto$é¢ Ziemi i znacznie bardziej przez
opOr powietrza’”.

Nad krzywa zblizona do paraboli, jaka zatacza rzucony kamien, zastanawiali sie Leonardo da Vinci
w XV wieku oraz Galileusz, ktory to w XVII wieku opublikowal odpowiednie twierdzenie (zob. [5], s. 252).
,Jesli [...] parabole bedziemy toczy¢ po linii prostej, to jej ognisko zakresli idealna linie laricuchowa”
(rys. 9a), natomiast ,,gdy dwie identyczne parabole zetkniemy wierzchotkami i jedng z nich bedziemy
toczy¢ po drugiej, ognisko toczonej paraboli porusza sie wowczas po kierownicy paraboli nieruchomej,
a wierzcholek zakregla cissoide” (rys. 9b).

Krzywe stozkowe maja rowniez zastosowanie w kartografii. Tworzenie map dla nowych terenéw
geograficznych ,wymusito” badanie krzywych znanych, a takze stosowanie nowych krzywych (zob. [7],
s. 71). W paragrafie Problemy kartografa w [19] na s. 228 I.R.. Vesselo pisze, ze przede wszystkim kartograf
musi wybraé¢ rzutowanie, aby méc przedstawi¢ powierzchnie Ziemi na ptaskim papierze.

P. Kopacz w [8] na s. 5-7 mowi o odpowiednikach krzywych stozkowych na zakrzywionych powierzch-
niach. ,,W podrozy bardzo istotna role odgrywa mapa. Wspotczesnie na papierowych mapach nawigacyj-
nych nadal niejednokrotnie wykonuje sie r6zne konstrukcje geometryczne i w czesci odbywa sie to w sposéb
klasyczny, tzn. za pomoca cyrkla i linijki. PEH to nazwa krzywej, ktéra jest jednoczesnie sferyczng elipsa,
hiperbolg i parabola. Krzywe stozkowe mozna rozwaza¢ na réznych zakrzywionych powierzchniach lub
w ogolniejszych strukturach geometrycznych, gdzie ich «wyglad» i wlasnosci moga nieraz zaskakiwac”.

Wynalezienie kota byto wielce pozyteczne dla czlowieka. Mowi sie, ze jest bardzo wazne zaraz po
ogniu. W [4] na s. 11-12 czytamy: ,, Bez kota nie mogloby sie zy¢ [...] trudno przedstawic sobie cho¢ troche
rozwiniete ludzkie spoteczeristwo, ktére mogtoby obchodzi¢ sie bez niego. Do niedawna twierdzilo sie, ze

6 Galileusz (1564-1642), wtoski astronom, astrolog, matematyk, fizyk i filozof, prekursor nowozytnej fizyki, propagowal
teorie heliocentryczna.
7 Obwiednia to krzywa, ktora w kazdym swoim punkcie jest styczna do co najmniej jednej krzywej danej rodziny.
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Rysunek 9. Linia taiicuchowa y = cosh £ (z lewej) i cissoida (z prawej)

koto pojawito sie w Mezopotamii [...] archeologowie odkryli na Poinocnym Kaukazie, ze w Potudniowo-
Wschodniej Europie bylo znane wczesniej. By¢ moze, ze wystepowalo ono w niezaleznie w dwoch lub
kilku miejscach nie majacych zwigzku ze sobg”. Wykopaliska wskazujg na lata 3000 i 2700 p.n.e.

Rower napedzany pedatami z korba powstal w Paryzu w roku 1865, a w 1876 roku zbudowano rower
7 przektadnia, podobny do roweréw spotykanych obecnie (pisze o tym A. Richards w [14] na s. 419-420).

Luki w ksztalcie krzywych stozkowych spotykamy w budownictwie i architekturze. ,Liny pod-
trzymujace most wiszacy maja w przyblizeniu ksztalt paraboli. Krzywa ta ulega znieksztatceniu, gdy
masa mostu rozklada sie nieréwno lub gdy ciezar lin jest zbyt duzy w poréwnaniu z ciezarem mostu.
W tym drugim przypadku krzywa wzdluz ktérej rozpieta jest lina trudno odréznié od linii taicuchowe;j”
(zob. [5], s. 255).

W [15] w paragrafie Geometria tukéw ceglanych na s. 360-363 czytamy o réznych tukach murarskich:
plaskim, potkolistym, odcinkowym. Fuki eliptyczne sa czesto stosowane przez konstruktoréw murdéw bu-
dowlanych. Piekne konstrukcje architektoniczne w ksztalcie fragmentow tak zwanych powierzchni stopnia
drugiego, miedzy innymi hiperboloidy, paraboloidy hiperbolicznej (powierzchni siodlowej) czy tez elipso-
idy mozemy ogladaé juz nie tylko w literaturze fachowej, ale rowniez w rzeczywistosci w réznych krajach,
w tym takze 1 w Polsce (pokrycia dachowe).

S. Przewlocki w [13] na s. 1321 193 pisze: ,,Szczegolnie interesujaca plastycznie forme ma konoida linii
prostej zwana czesciej paraboloida hiperboliczng. [...] Mozna ja utworzy¢ przez rownolegte przesu-
wanie «paraboli przecznejy po «paraboli grzbietowej», przy czym wypuktosci obu parabol sg przeciwne,
tzn. gdy jedna jest wypukta ku gérze, to druga ku dotowi lub na odwrét”. Na rys. 10 przedstawiono
fragment powierzchni siodtowe;j®.

8 Paraboloida hiperboliczna to niezamknieta bez $rodka symetrii powierzchnia stopnia drugiego. W ukladzie wspol-

2
rzednych ma ona réwnanie:% — % = 2z, p,q > 0. Przekroje paraboloidy hiperbolicznej pltaszczyznami réwnolegltymi do
plaszczyzn £Oz i yOz sa parabolami, przekroje pltaszczyznami rownolegltymi do plaszczyzny Oy — hiperbolami, a plasz-
czyzna xOy — dwiema prostymi. O$ symetrii paraboloidy hiperbolicznej nazywamy jej osia. Punkt przeciecia paraboloidy
hiperbolicznej z osia to wierzcholek paraboloidy hiperbolicznej. Jesli p = ¢, to paraboloida hiperboliczna ma dwie osie

symetrii (zob. [12]).
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Rysunek 10. Paraboloida hiperboliczna (fragment)

5. Kwadratura paraboli i inne wlasnos$ci krzywych stozkowych

Archimedes? jako pierwszy rozwigzal zadanie tzw. kwadratury paraboli, czyli obliczenia pola jej od-
cinka ograniczonego cieciwa (rys. 11). Udowodnit, ze jesli na odcinku paraboli opiszemy rownolegtobok
o parze bokéw rownoleglych do osi paraboli, to pole tego réwnolegtoboku do pola odcinka paraboli bedzie
sie mialo jak 3:2. Wykorzystal on metode wyczerpywania, ktéra stanowita pierwowzér rachunku catko-
wego. Archimedes wczesniej sie tego domyslit, wazac te dwa obszary (zob. [5], s. 257). W [3] na s. 21-25
znajdujemy dokladny opis wraz z ilustracjami uzycia wagi i dzwigni przez Archimedesa do wykazania
proporcji pola odcinka paraboli do pola tréjkata. Obecnie to zadanie jest bardzo tatwe do rozwigzania,
jesli zastosujemy pochodng i calke oznaczong!'®.

Jak wspomniano wczesniej, obracajac elipse, parabole lub hiperbole wzgledem osi z ogniskami, otrzy-
mamy powierzchnie zwane odpowiednio elipsoida, paraboloida i hiperboloida. M. Gardner w [5] zauwaza,
ze jesli obracamy garnek z woda, to powierzchnia cieczy przybiera ksztalt paraboloidy.

Przypusémy, ze paraboloida stoi na plaskiej podstawie prostopadlej do jej osi. Objetosé bryty ograni-
czonej ta paraboloida i podstawa jest réwna 3/2 objetosci stozka opartego o te sama kolista podstawe!!.
Badal to Archimedes (zob. [5], s. 255).

W [9] na s. 37-38 mozna przeczytac¢ na temat rozwiazania zadania delijskiego o zbudowaniu szescianu
o objetoéci dwa razy wiekszej od objetosci danego szescianu o boku a (podwojenie sze$cianu'?). Do
rozwigzania matematyk ateriski Menechemus'® w IV w. p.n.e. uzyt dwu parabol: 2 = ay i y*> = 2az.
Rozwigzujac uktad powyzszy otrzymuje sie 23 = 2a3. Odcieta punktu przeciecia sie tych parabol daje
szukany bok szeScianu o podwojonej objetosci. W [16] na s. 123 autor pisze, ze w celu rozwiazania
zadania delijskiego Menechemus przecinal plaszczyzna trzy rodzaje stozkéw z katami: ostrym, prostym

9 Archimedes z Syrakuz (287 — 212 p.n.e.), wybitny grecki matematyk i fizyk.

10 W celu obliczenia pola réwnolegloboku i pola odcinka paraboli oznaczmy przez Pi (z1,91) 1 P2(x2,y2), gdzie 21 < 2,
punkty przeciecia sig paraboli y = az? z cieciwa. Wtedy réwnanie cieciwy bedzie miato postaé: y = a(xe +x1)x —azxix2, zas
rownanie stycznej do paraboli: y = a(z2 + z1)z — %(xg + 1:1)2. Pole rownolegloboku wynosi %(wz — :r:1)37 za$ pole odcinka
paraboli %(:cz — x1)3.

11 Rzeczywidcie, obliczajac te objetosci catka podwoéjng dla paraboloidy z = 2 + 32 i dla stozka 22 = x2 + y? opartych
o koto bedace ich przecigciem, otrzymujemy odpowiednio: 5 i 5 .

12 Jest to jeden z trzech probleméw starozytnosci, pochodzi z wyspy Delos.

13 Zapis tego imienia réwniez: Menaichmos, Menechmos.
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0§ symetrii

Rysunek 11. Kwadratura paraboli

i rozwartym i narysowal dwie parabole i hiperbole. Podane sg tez obliczenia dla boku danego szescianu
a =7 [m] (zob. tamze rysunek).

M. Brynski w [1] na s. 27-30 podaje metode znajdowania pierwiastka dowolnego réownania stopnia
czwartego przy pomocy paraboli y = x2. Nalezy skonstruowaé odpowiedni okrag i znalezé jego wspolne
punkty z parabola. Korzystajac z tej metody, zadanie delijskie rozwiazuje sie nastepujaco: po przemnoze-
niu réwnania a® = 2 obustronnie przez a, przeksztalca sie je do postaci a* —a? + 1 +a*—2a+1-2 =0,
co po zwinieciu daje okrag (a — 1) + (y — %)2 = g, przy czym y = a® . Wykreélajac ten okrag i parabole
y = a?, otrzymuje sie punkty wspolne (0,0) i (v/2, v/4). Metody tej autor uzywa tez do trysekeji kata 60°.

Podajmy jeszcze wlasnosé elipsy, hiperboli i paraboli dotyczaca srodkéw réownolegtych cieciw: srodki
réownoleglych cieciw do linii rzedu drugiego (elipsy, hiperboli i paraboli) leza na jednej
prostej. Dla hiperboli pokazane jest to na rysunku 12. Odnotujmy, ze w przypadku hiperboli cieciwy
te nie powinny by¢ wyznaczone przez proste réwnolegle do jej asymptot, czyli prostych o réwnaniach:
y = gx iy= —gx, a w przypadku paraboli nie powinny byé¢ rownolegle do osi Oz (twierdzenie i dowod

w [2], s. 100-104).

M,

o [

Rysunek 12. Réwnolegle cieciwy hiperboli i ich $rodki
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6. Niektore sposoby wykreslania krzywych stozkowych

Znana jest stara prosta metoda wykreslania okregu za pomoca sznurka z jednym koricem zamocowa-
nym w pewnym punkcie, podczas gdy kreda lub patyk umieszczony na drugim koricu rysuje okrag. Przy
konstrukcji tuku odcinkowego, gdy podana jest dtugosé cieciwy AB ltaczacej korice tuku i dtugosé ,strzal-
ki” CD, czyli odcinka normalnej od jej przeciecia sie z cieciwg w punkcie C' do punktu D — przeciecia sie
normalnej z tukiem, wtedy $rodek kota bedzie punktem przeciecia sie dwoéch normalnych: normalnej do
cieciwy AB i normalnej do cieciwy AD (lub DB). Promien okregu mozna obliczy¢ rowniez z twierdzenia
o przecinajacych sie cieciwach. Przy naszych oznaczeniach bedziemy mieli AC' - CB = CD - x, gdzie
CD + z = 2r. W przypadku gdy mamy duze rozmiary zaréwno cieciwy AB jak i promienia okregu (na-
lezy rysunek sporzadzi¢ w skali), to do wykreslenia tuku w praktyce stuzy tzw. cyrkiel drazkowy, ktérego
dzialanie opiera sie na twierdzeniu: katy oparte o te sama cieciwe okregu sa réwne katowi ADB.

Kreslenie elipsy za pomocg sznurka: tutaj konce sznurka zamocowane sg w punktach zwanych ogniska-
mi elipsy. Dtugopis wykresla elipse (rys. 13). Metode ze sznurkiem stosuje sie przy wyznaczaniu klombow
(dlatego elipse nazywa sie krzywa ogrodnikow).

Rysunek 13. Wykreslanie elipsy za pomoca sznurka

,Cyrkiel” do rysowania elipsy to linijka z otworami A i B §lizgajacymi sie odpowiednio na osiach Oy
i Ox oraz z otworem O, gdzie AO i BO to pélosie elipsy odpowiednio a i b. W punkcie O umieszczona
kreda lub dlugopis rysuje elipse (rys. 14, opis w [10] na s. 279-278). Luki eliptyczne wykorzystuje sie
w budownictwie, a takze przy wyrobie roéznych przedmiotéw. O zastosowaniu cyrkli drazkowych w bu-
downictwie do wyznaczania tukéw kotowych i eliptycznych mozna przeczytaé w [15] na s. 361-363.

Podamy sposob na wykreslanie paraboli przy uzyciu katownika (rys. 15). Oléwek naciagajacy nitke
o dtugosci AB wykresla jedno z ramion paraboli przy przesuwaniu katownika wzdtuz narysowanej prostej
— kierownicy paraboli. Na rysunku wyraznie widaé, ze odlegtosci od dowolnego punktu powstajacej
paraboli do ustalonego punktu — ogniska, gdzie zamocowany jest jeden koniec nitki i do kierownicy (punkt
B) sa rowne (drugi koniec nitki zamocowany jest w gornej czesci katownika, punkt A). Analogicznie
rysujemy drugie ramie paraboli, ustawiajac katownik po przeciwnej stronie ogniska (szczegdtowy opis
w [5], s. 257 — 258).

M. Gardner w [5], s. 258259 i S. Kowal w [9], s. 83 pisza, ze parabole mozemy uzyskaé¢ za pomoca
wielokrotnego zaginania papieru, co przedstawione jest tam na rysunku (metoda origami).
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Rysunek 14. ,Cyrkiel” do wykreslania elipsy

ognisko

kierownica ‘

Rysunek 15. Wykreglanie paraboli

A. Duran w [3] na s. 21 zamieszcza opis powstawania paraboli (nazywa to inna definicja paraboli) jako
obwiedni rodziny prostych. Podobnie J. Sales i F. Banyuls w [16] na s. 132 podaja sposob wykreslania
galezi hiperboli jako obwiedni rodziny prostych: z prawego ogniska (c,0) wykresla sie proste i w ich
punktach wspéluych z okregiem o promieniu a i $srodku w (0,0) wyznacza sie proste prostopadte do nich,
obwiednia ktorych stanowi lewg gataz hiperboli (rys. 16).

Prosty sposob szkicowania hiperboli (5) wiaze sie z interpretacja geometryczna stalej b wystepujacej
w rownoéci b2 = ¢ —a?. Hiperbola (5) nie przecina osi Oy, jesli jednak wstawimy = = 0 do jej réwnania, to
otrzymamy réwnanie y? = —b?, ktérego rozwiazaniami sa liczby zespolone 4bi. O punktach (0, —b) i (0, b)
moéwi sie jako o nierzeczywistych punktach przeciecia hiperboli z osiag Oy. Chcac narysowaé hiperbole,
najpierw rysujemy tzw. prostokat podstawowy, ktérego boki o dlugosciach 2a i 2b sa réwnolegle do osi
uktadu wspoétrzednych, a przekatne pokrywaja sie z asymptotami hiperboli. Wéwczas boki prostopadte
do osi Ox przechodza przez wierzcholki hiperboli (—a,0) i (a,0), a galezie ,zblizaja” sie do asymptot.
N.V. Efimow zauwaza, ze w literaturze matematycznej przyjeto takze nazywaé osiami hiperboli odcinki
o dlugosciach 2a i 2b taczace srodki przeciwlegtych bokow prostokata podstawowego (zob. [2], s. 89).
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Rysunek 16. Hiperbola jako obwiednia rodziny prostych

Elipse i okrag mozna traktowaé jako szczegdlne przypadki owalu Kartezjusza'?, czyli krzywej, ktora
jest miejscem geometrycznym wszystkich punktéw, dla ktérych suma odleglosci d od ustalonego punktu
F i podwdjnej odleglosci | od punktu ustalonego F; jest stata i wynosi c.

v v v

a) b) c)

Rysunek 17. Owale Kartezjusza dla roznych wartoéci parametru ¢ przy m = 1, n = 2, F1(0,0), F>(2,0)

Bardziej ogoélne krzywe to miejsce geometryczne punktéw dla ktérych md + nl = ¢, gdzie m i n sa
liczbami rzeczywistymi. Na rys. 17 pokazano wykreslanie owalu Kartezjusza dla m =11 n = 2. Rysujac
elipse, przyjmujemy m =n = 1, a dla okregu F; = F5.

Opisy innych konstrukeji geometrycznych elipsy, hiperboli i paraboli, gdzie wykorzystuje sie miedzy
innymi tzw. Srednice sprzezone podane sa w [17], odpowiednio na stronach 208-209, 215 i 218.

7. Krzywe stozkowe w jezyku literackim i potocznym

~Przez pottora wieku opis kreslenia krzywych stozkowych przez Menechemusa byt jednocze$nie ich
nazwg: przekrdj prostopadly do tworzacej stozka ostrego, prostego czy rozwartego to odpowiednio dzi-

14 Owale Kartezjusza sa tak zwanymi krzywymi aplanatycznymi: jesli dwa ogrodki sa oddzielone owalem Kartezjusza,
to wszystkie promienie §wietlne, wychodzace z ustalonego punktu w jednym odrodku skupiaja sie po zalamaniu na gra-
nicy osrodkéw w ustalonym punkcie drugiego osrodka. To wtlasnie poszukiwania krzywych aplanatycznych doprowadzilty
Kartezjusza do jego owali”. J.C. Maxwell odkryl te owale niezaleznie od Kartezjusza (zob. [5], 5.47-50).
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siejsze krzywe: elipsa, parabola i hiperbola” (zob. [16], s. 124). W III wieku p.n.e. Apoloniusz z Pergi
napisal traktat ,Konikd”, w ktérym uzyl tych wlasnie stéw. Nazwy te pochodzily ,z antycznego jezyka
pitagorejskiego dla rozwiazan réwnan drugiego stopnia: «elipsa» oznaczalto brak, opuszczenie; «hiperbo-
lay nadmiar (hiperbola jest wyolbrzymieniem, przesada); «parabolay za$ zrownanie” (zob. [16], s. 125).
W tym samym sensie terminy elipsa, hiperbola, parabola sa stosowane w teorii literatury.

Elipsa jest figura retoryczna, ktora polega na ,pominieciu w zdaniu lub wyrazeniu jakiego§ sktadnika,
ktory daje sie na ogédt zrekonstruowaé¢ na podstawie kontekstu lub sytuacji towarzyszacej wypowiedzi.
Elipsa stwarza konstrukcje niekompletna z punktu widzenia sktadniowego, ale zamknieta znaczeniowo,
co odroznia ja od zdania lub wyrazenia urwanego” ( [6], s. 126).

Inng figura retoryczng jest hiperbola, czyli ,przedstawienie jakiego$ zjawiska wyolbrzymiajace jego
wyglad, znaczenie, dziatanie i oddzialywanie [...] Uzywanie hiperboli bywa znakiem silnego zaangazowania
emocjonalnego méwcy lub poety i ma podobna reakcje wywolaé u odbiorcy” ( [6], s. 197). Jesli mowimy,
ze kto§ peka ze §miechu, umiera ze zmeczenia, szaleje z radosci, wierci dziure w brzuchu, to stosujemy
wlagnie hiperbole w jezyku potocznym. Szurek w [18] na s. 43 pisze: ,Dla uszu matematyka ciekawie
brzmi okreslenie «topos hiperboliczny» — zwyczaj nakazujacy w pewnych sytuacjach wyolbrzymiac¢ nasze
uczucia [...]. Poznajac kogo$ nowego, méwimy na ogél «bardzo mi przyjemniey, ale czy naprawde bardzo
nam przyjemnie? No c0z, tak kaze topos hiperboliczny...[...]. Greckie stowo «topos» oznacza «miejsce,
zrodtoy, a w teorii literatury uzywane jest w znaczeniu «sktad watkéow myslowychy, «odwotlanie sie do
ogo6lnie znanych prawd»”.

Z kolei parabola to gatunek literatury moralistycznej. Jest to ,,alegoryczna opowiesé o tresci moralno—
dydaktycznej” (zob. [20]), czyli ,utwér narracyjny, w ktorym przedstawione postacie i zdarzenia nie sa
wazne ze wzgledu na swe cechy jednostkowe, lecz jako przyktady uniwersalnych prawidel ludzkiej eg-
zystencji, postaw wobec zZycia i kolei losu [...] Wlasciwa interpretacja paraboli wymaga przejscia od jej
znaczenia literalnego do ukrytego znaczenia alegorycznego lub moralnego. Byla to jedna z najbardziej
uprzywilejowanych form literatury religijnej Dalekiego i Bliskiego Wschodu, zwlaszcza w obrebie bud-
dyzmu i judaizmu” ( [6], s. 450). W jezyku polskim czesciej uzywa sie rodzimego terminu przypowiesc,
jednak stowo parabola przetrwato w niezmienionej postaci w jezyku wloskim — na przyktad w [11] mamy
,Parabola del servitore spietato” (Mt 18, 23; przypowie$¢ o niemitosiernym dtuzniku) oraz ,Parabola degli
operai” (Mt 20, 1; przypowies¢ o robotnikach winnicy).

Stowa kolo i okrag oraz pochodzace od nich (np. wokoét, dookota, okragly, kotacz) sa uzywane na co
dzieri. Na koniec przypomnijmy starg definicje Boga jako kota, ktorego srodek jest wszedzie, a obwdd
nigdzie — jest to ciekawy przyklad zastosowania poje¢ matematycznych w zupelnie innej dziedzinie.

Podziekowania

Autorka sklada serdeczne podziekowania Panu mgr. Piotrowi Szczepaniakowi, nauczycielowi Szkoty
Podstawowej im. M. Kopernika w Bralinie, za wykonanie rysunkéw do tego artykutu.
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