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Streszczenie. Celem artykuªu jest propagowanie Konkursu �O zªoty indeks Politechniki �l¡-
skiej� w dziedzinie matematyki, edycja 2019/2020 w±ród jak najwi¦kszej rzeszy uczniów i nauczycie-
li szkóª ±rednich. W artykule przedstawione zostaªy przykªadowe rozwi¡zania zada« ze wszystkich
etapów Konkursu w formie, w jakiej z jednej strony mo»na oczekiwa¢ od uczniów, z drugiej strony
wystarczaj¡cej do uzyskania maksymalnej liczby punktów.

Sªowa kluczowe: Zªoty Indeks, konkurs.

1.Wst¦p

Konkurs �O zªoty indeks Politechniki �l¡skiej� jest cyklicznym, dwuetapowym konkursem, organizo-

wanym przez Politechnik¦ �l¡sk¡ w Gliwicach. Jego celem jest propagowanie wybranych nauk ±cisªych

w±ród uczniów szkóª ±rednich oraz wyªowienie spo±ród nich najbardziej utalentowanych. Pierwszy etap

polega na zdalnym rozwi¡zywaniu zada«. Uczestnicy pierwszego etapu, którzy uzyskaj¡ odpowiedni¡ licz-

b¦ punktów, kwali�kuj¡ si¦ do drugiego etapu, który jest organizowany na Politechnice �l¡skiej. Najlepsi

uczestnicy drugiego etapu otrzymuj¡ tytuªy Laureatów I, II i III stopnia. Gªówn¡ nagrod¡ dla Laureatów

I stopnia s¡ miejsca na prawie wszystkich kierunkach studiów na Politechnice �l¡skiej, a dla Laureatów II

i III stopnia punkty preferencyjne w post¦powaniu rekrutacyjnym. Szczegóªy dotycz¡ce konkursu mo»na

znale¹¢ na stronie https://rekrutacja.polsl.pl/zloty-indeks/

W edycji 2019/2020, konkurs zostaª przeprowadzony w czterech dziedzinach: matematyki, �zyki, che-

mii i informatyki.

W ka»dym z etapów uczestnicy konkursu w dziedzinie matematyki mieli do rozwi¡zania po cztery

zadania wybrane przez komisj¦ przedmiotow¡. Wymagany do ich rozwi¡zania zakres materiaªu nie wy-

kraczaª poza podstaw¦ programow¡ dla przedmiotu matematyka, IV etap edukacyjny, zakres rozszerzony.

Za ka»de zadanie mo»na byªo uzyska¢ maksymalnie 10 punktów.

W dalszej cz¦±ci artykuªu przedstawimy zadania z obydwu etapów w dziedzinie matematyki z przykªa-

dowymi rozwi¡zaniami w formie wystarczaj¡cej do uzyskania maksymalnej liczby punktów przez uczest-
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nika konkursu. Poniewa» artykuª jest skierowany gªównie do uczniów szkóª ±rednich i ich nauczycieli,

dlatego narz¦dzia u»yte do rozwi¡zywania zada« nie b¦d¡ wykracza¢ poza podstaw¦ programow¡. Rów-

nie» przedstawione rozwi¡zania nie s¡ maksymalnie uproszczone poniewa» chcemy, aby byªy one wzorem

dla uczestników kolejnych edycji konkursu, nie tylko ze wzgl¦du na prowadzony ci¡g rozumowa«, ale tak-

»e ze wzgl¦du na oczekiwan¡ dokªadno±¢ opisu rozwi¡zania. Przykªadowo, pomimo mo»liwo±ci zdalnego

rozwi¡zywania zada«, niewielu z uczestników konkursu, którzy prawidªowo rozwi¡zali zadanie 4 z pierw-

szego etapu, korzystaªa ze wzoru na obj¦to±¢ ±ci¦tego sto»ka. Dlatego w prezentowanym rozwi¡zaniu

skorzystali±my tylko ze wzorów na obj¦to±¢ sto»ka. Równie» wi¦kszo±¢ uczestników, którzy rozwi¡zywali

zadanie 1 z etapu pierwszego drugim z przedstawionych dalej sposobów, aby wyznaczy¢ równanie prostej

przechodz¡cej przez dwa dane punkty nie korzystaªa z gotowego wzoru lecz rozwi¡zywaªa odpowiedni

ukªad równa«, który przedstawili±my w tym rozwi¡zaniu. Przeksztaªcenia, które trudno pomin¡¢ w trak-

cie wªasnor¦cznych oblicze«, nie zostaªy równie» pomini¦te w rozwi¡zaniach. Mamy przez to nadziej¦, »e

rozwi¡zania b¦d¡ ªatwiejsze w odbiorze dla szerszego grona uczniów.

Oczywi±cie, rozwi¡zania wykraczaj¡ce poza zakres szkoªy ±redniej te» s¡ akceptowane w konkursie.

Mi¦dzy innymi zadanie 4 z pierwszego etapu mo»na rozwi¡za¢ przy u»yciu rachunku caªkowego.

Szczególnie w przypadku pierwszego etapu, Komisja staraªa si¦ unika¢ wyboru zada«, których rozwi¡-

zania znajduj¡ si¦ w internecie lub innych ¹ródªach. W praktyce nie zawsze da si¦ tego unikn¡¢. Zgodnie

z regulaminem konkursu, rozwi¡zywanie zadania powinno by¢ samodzielne, wi¦c aby unikn¡¢ wykluczenia

z konkursu, niedopuszczalne jest ani przepisywanie gotowego rozwi¡zania z dowolnego ¹ródªa ani wspólne

rozwi¡zywanie zada«.

2. Pierwszy etap

W pierwszym etapie z dziedziny matematyki wzi¦ªo udziaª 88 uczestników. 66 uczestników, uzyskuj¡c

co najmniej 50% mo»liwych do zdobycia punktów, zakwali�kowaªo si¦ do drugiego etapu.

�rednia liczba punktów zdobytych przez uczestników pierwszego etapu za rozwi¡zanie kolejnych zada«

wynosiªa 9.65, 7.41, 5.88 i 6.10. Dwóch uczestników uzyskaªo maksymaln¡ liczb¦ punktów.

Zadanie 1. Dany jest trójk¡t ABC, którego boki maj¡ dªugo±¢ |AB| = 10, |AC| = 8, |BC| = 6. Punkt

P jest poªo»ony na przeci¦ciu symetralnej boku AB oraz dwusiecznej k¡ta ^ACB. Oblicz pole trójk¡ta

APB.

Rozwi¡zanie Poniewa» |AC|2 + |BC|2 = 64+36 = 100 = |AB|2, wi¦c ]ACB = 90◦. Niech S b¦dzie

±rodkiem okr¦gu o opisanego na trójk¡cie ABC, l - prost¡ prostopadª¡ do prostej zawieraj¡cej odcinek

CP i przechodz¡c¡ przez S. Wtedy odcinek CS jest symetryczny do odcinka SP wzgl¦dem prostej l, wi¦c

P nale»y do o. Poniewa» AB jest ±rednic¡ okr¦gu o wi¦c ]APB = 90◦. Trójk¡t APB jest równoramienny

wi¦c ]PAB = ]PBA = 45◦ a |SP | = 1
2 |AB| = 5.

Ostatecznie, pole APB jest równe PAPB = 1
2 |AB| · |SP | =

1
2 · 10 · 5 = 25. �

Inne rozwi¡zanie Poniewa» |AC|2 + |BC|2 = 64+ 36 = 100 = |AB|2, wi¦c ]ACB = 90◦. W kartezja«-

skim ukªadzie wspóªrz¦dnych ustalmy A(0, 8), B(6, 0) i C(0, 0). Wtedy prosta zawieraj¡ca dwusieczn¡

k¡ta ^ACB dana jest równaniem y = x, a równanie prostej y = ax + b zawieraj¡cej punkty A i B
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Rysunek 1

wyznaczamy z ukªadu równa«:{
8 = 0a+ b

0 = 6a+ b
⇔

{
8 = b

0 = 6a+ 8
⇔ a = −4

3
∧ b = 8, y = −4

3
x+ 8.

Symetralna boku AB zawiera punkt S(3, 4) i jest prostopadªa do prostej y = − 4
3x+8. St¡d jej równanie

ma posta¢ y − 4 = 3
4 (x− 3).

Punkt P jest punktem przeci¦cia si¦ prostych: y = x i y − 4 = 3
4 (x− 3). St¡d{

x− 4 = 3
4x−

9
4

y = x
⇔

{
1
4x = 7

4

y = x
⇔

{
x = 7

y = 7
⇔ P (7, 7).

St¡d |SP | =
√
(7− 3)2 + (7− 4)2 = 5 i pole szukanego trójk¡ta to

PAPB =
1

2
|AB| · |SP | = 1

2
· 10 · 5 = 25.�

Zadanie 2. Rozwi¡» nierówno±¢:

logx2 2 + logx4 2 + logx8 2 + · · ·+ logx2n 2 6 1− 1

2n
.

Rozwi¡zanie. Zaªo»enia:
(
x2 > 0 ∧ x2 6= 1

)
⇔ x ∈ R \ {−1, 0, 1}.

Upro±cimy najpierw lew¡ stron¦ nierówno±ci:
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log2 x
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+
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=

=
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=
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=
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2

log2 x
2
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St¡d nasza nierówno±¢ ma posta¢:(
1− 1

2n

)
2

log2 x
2
6 1− 1

2n
⇔ 2

log2 x
2
6 1⇔ 2 log2 x

2 − log22 x
2 6 0⇔ log2 x

2(2− log2 x
2) 6 0.

Niech t = log2 x
2. Dalej, t(2− t) = 0 dla t = 0 ∨ t = 2, wi¦c t(2− t) 6 0 dla (0 > t ∨ 2 6 t). Dalej,(

0 > log2 x
2 ∨ 2 6 log2 x

2
)
⇔
(
1 > x2 ∨ 4 6 x2

)
⇔ x ∈ (−∞,−2〉 ∪ 〈−1, 1〉 ∪ 〈2,∞〉 .

Po uwzgl¦dnieniu zaªo»e«, x ∈ (−∞,−2〉 ∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ 〈2,∞〉. �

Zadanie 3. Wyznacz okres podstawowy ci¡gu (an), gdzie an = sin πn2

6 (okresem podstawowym ci¡gu

(an) nazywamy najmniejsz¡ liczb¦ p ∈ N, dla której dla ka»dego n ∈ N, an = an+p).

Rozwi¡zanie.Wykorzystamy, »e podstawowy okres funkcji y = sinx wynosi 2π = 12π
6 . Niech k ∈ N∪{0}.

n = 6k ⇒ n2 = 12 · 3k2 ⇒ sin

(
(6k)2π

6

)
= sin 0 = 0,

n = 6k + 1⇒ n2 = 12 · (3k2 + k) + 1⇒ sin

(
(6k + 1)2π

6

)
= sin

(π
6

)
=

1

2
,

n = 6k + 2⇒ n2 = 12(3k2 + 2k) + 4⇒ sin

(
(6k + 2)2π

6

)
= sin

(
4π

6

)
=

√
3

2
,

n = 6k + 3⇒ n2 = 12(3k2 + 3k) + 9⇒ sin

(
(6k + 3)2π

6

)
= sin

(
9π

6

)
= −1,

n = 6k + 4⇒ n2 = 12(3k2 + 4k + 1) + 4⇒ sin

(
(6k + 4)2π

6

)
= sin

(
4π

6

)
=

√
3

2
,

n = 6k + 5⇒ n2 = 12(3k2 + 5k + 2) + 1⇒ sin

(
(6k + 5)2π

6

)
= sin

(π
6

)
=

1

2
.

Zatem okres podstawowy ci¡gu (an) wynosi 6. �

Zadanie 4. Obracaj¡c trójk¡t o wierzchoªkach A(1, 1), B(0, 2) i C(2, 3) wokóª osi OX, otrzymujemy

bryª¦ B1. Nast¦pnie obracaj¡c bryª¦ B1 dookoªa osi OY otrzymujemy bryª¦ B2. Ostatecznie, obracaj¡c

w przestrzeni bryª¦ B2 dookoªa prostej prostopadªej do osi OX oraz OY i zawieraj¡cej ±rodek ukªadu

wspóªrz¦dnych otrzymujemy bryª¦ B3. Oblicz obj¦to±ci bryª B1 i B3.

Rozwi¡zanie.

Dalej V b¦dzie oznacza¢ obj¦to±¢. Wprowadzimy nast¦puj¡ce oznaczenia do sto»ków o osi symetrii b¦d¡cej

osi¡ OX: Wtedy B1 = (S0 \ S1) \ ((S2 \ S3) ∪ (S4 \ S5)),

sto»ek wierzchoªek ±rodek podstawy dªugo±¢ prom. podstawy
S0 (−4, 0) (2, 0) 3
S1 (−4, 0) (0, 0) 2
S2 ( 12 , 0) (2, 0) 3
S3 ( 12 , 0) (1, 0) 1
S4 (2, 0) (0, 0) 2
S5 (2, 0) (1, 0) 1
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Rysunek 2

V (B1) = V (S0)− V (S1)− (V (S2)− V (S3))− (V (S4)− V (S5)) =

=
1

3
π · 32 · 6− 1

3
π · 22 · 4−

(
1

3
π · 32 · 3

2
− 1

3
π · 12 · 1

2

)
−
(
1

3
π · 22 · 2− 1

3
π · 12 · 1

)
= 6π.

Zauwa»my, »e ka»dy punkt danego trójk¡ta po wykonaniu wszystkich opisanych w tre±ci zadania obrotów

utworzy sfer¦ o ±rodku w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych i promieniu równym jego odlegªo±ci od ±rodka

ukªadu wspóªrz¦dnych. Ze wszystkich punktów trójk¡ta, punkt A jest najbli»ej a punkt C najdalej ±rodka

ukªadu wspóªrz¦dnych S. Poniewa» |SA| =
√
12 + 12 =

√
2, |SC| =

√
22 + 32 =

√
13, wi¦c co B3 jest

kul¡ o promieniu
√
13 z usuni¦t¡ ze ±rodka kul¡ o promieniu

√
2. Dlatego

V (B3) =
4

3
π
√
13

3
− 4

3
π
√
2
3
=

4

3
π
(
13
√
13− 2

√
2
)
.�

3. Drugi etap

W drugim etapie wzi¦ªo udziaª 62 uczestników. �rednia liczba punktów zdobytych za rozwi¡zanie

kolejnych zada« wynosiªa 6.77, 4.43, 4.16 i 5.98. 12 z uczestników zdobyªo co najmniej 35 punktów

i zostaªo Laureatami I stopnia. Kolejnych 14 uzyskaªo co najmniej 28 punktów i zostaªo Laureatami II

stopnia. Nikt nie zostaª Laureatem III stopnia.

Zadanie 1. Dªugo±ci boków trójk¡ta s¡ kolejnymi wyrazami ci¡gu arytmetycznego. Obwód trójk¡ta jest

równy 30, a cosinus najwi¦kszego k¡ta wynosi − 1
8 . Oblicz pole tego trójk¡ta.

Rozwi¡zanie. Niech dla a > 0, r > 0, liczby a− r, a, a+ r b¦d¡ dªugo±ciami boków szukanego trójk¡ta.

Z (a− r) + a+ (a+ r) = 30 mamy 3a = 30, czyli a = 10.

Najwi¦kszy z k¡tów trójk¡ta (oznaczmy go x) jest naprzeciw najdªu»szego z boków. St¡d z twierdzenia

cosinusów:

(10 + r)2 = 102 + (10− r)2 − 2 · 10(10− r)
(
−1

8

)
⇔

⇔ 100 + 20r + r2 = 100 + 100− 20r + r2 + 25− 5

2
r ⇔ 85

2
r = 125⇔ r =

50

17
.



Konkurs �O zªoty indeks Politechniki �l¡skiej� w dziedzinie matematyki, edycja 2019/2020 89

a

a− r a+ r

x

Rysunek 3

Z jedynki trygonometrycznej i faktu, »e x < 180◦,

sin2 x+

(
−1

8

)2

= 1⇔ sin2 x =
63

64
⇔ sinx =

3
√
7

8
.

Pole trójk¡ta wynosi

P =
1

2
(a− r)a sinx =

1

2

(
10− 50

17

)
· 10 · 3

√
7

8
=

225
√
7

17
.�

Zadanie 2. W ostrosªup prawidªowy czworok¡tny wpisano kul¦ o promieniu 1. Oblicz ile wynosi dªugo±¢

kraw¦dzi podstawy tego z ostrosªupów, który ma najmniejsz¡ obj¦to±¢.

Rozwi¡zanie. Oznaczmy w ostrosªupie: wysoko±¢: 1+x, pole podstawy: Pp i dªugo±¢ kraw¦dzi podstawy:

r r

r r
1

11

x

Rysunek 4

2r. Zauwa»my, »e r > 1 oraz x > 1.

Pole P rzutu bocznego ostrosªupa (Rysunek 4) mo»emy wyliczy¢ na dwa sposoby:

P =
1

2
· 2r · (1 + x), P =

1

2
· 2r · 1 + 1

2
· (r +

√
x2 − 1) · 1 + 1

2
· (r +

√
x2 − 1) · 1.

Po przyrównaniu ich do siebie mamy

r(1 + x) = r +
1

2
· (r +

√
x2 − 1) +

1

2
· (r +

√
x2 − 1) ⇔ r + rx = 2r +

√
x2 − 1 ⇔

⇔ r(x− 1) =
√
x2 − 1 ⇔ r2(x− 1)2 = (x− 1)(x+ 1) ⇔ xr2 − r2 = x+ 1 ⇔ x =

r2 + 1

r2 − 1
.
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Obj¦to±¢ ostrosªupa wynosi

V (r) =
1

3
· Pp · (1 + x) =

1

3
· (2r)2 ·

(
1 +

r2 + 1

r2 − 1

)
=

4r2

3
· r

2 − 1 + r2 + 1

r2 − 1
=

8

3
· r4

r2 − 1
.

V ′(r) =
8

3
· 4r

3(r2 − 1)− r42r
(r2 − 1)2

=
8

3
· 4r

5 − 4r3 − 2r5

(r2 − 1)2
=

16r3(r2 − 2)

3(r2 − 1)2
.

V ′(r) = 0 ⇔ r ∈ {−
√
2, 0,
√
2}. Zmiany znaku V ′(r) przedstawia Rysunek 5. St¡d funkcja V (r) ma

w przedziale (1,∞) minimaln¡ warto±¢ dla r =
√
2. Ostatecznie dªugo±¢ kraw¦dzi podstawy ostrosªupa

o najmniejszej obj¦to±ci wynosi 2
√
2. �

-r−√2 r0 r√2
r

V ′(r)

bb
Rysunek 5

Zadanie 3. Przedstaw na pªaszczy¹nie zbiór punktów

{(x, y) : −10 6 x 6 10 ∧ 0 6 y 6 10 ∧ sinx = sin y ∧ x ∈ R ∧ y ∈ R} .

Rozwi¡zanie. sin y = sinx⇔ (y = x+ 2kπ ∨ y = π − x+ 2kπ). Rozwi¡zaniem s¡ fragmenty opisanych

powy»ej prostych, przedstawione na Rysunku 5. �
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Rysunek 6

Zadanie 4. Oblicz

(1− 2−2)(1− 3−2)(1− 4−2) . . . (1− 200−2).

Rozwi¡zanie.

(1− 2−2)(1− 3−2)(1− 4−2) . . . (1− 200−2) =
22 − 1

22
· 3

2 − 1

32
· 4

2 − 1

42
· . . . · 200

2 − 1

2002
=
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=
(2− 1)(2 + 1)(3− 1)(3 + 1)(4− 1)(4 + 1) . . . (200− 1)(200 + 1)

32 · 42 · . . . · 2002
=

=
1 · 3 · 2 · 4 · 3 · 5 · . . . · 199 · 201

(200!)2
=

199! · 201!2

200! · 200!
=

199! · 200! · 201
199! · 200 · 200! · 2

=
201

400
.�


