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Streszczenie. Celem artykutu jest propagowanie Konkursu ”O zloty indeks Politechniki Sla-
skiej” w dziedzinie matematyki, edycja 2019/2020 wérod jak najwiekszej rzeszy uczniow i nauczycie-
li szko6t drednich. W artykule przedstawione zostaly przyktadowe rozwigzania zadan ze wszystkich
etapow Konkursu w formie, w jakiej z jednej strony mozna oczekiwa¢ od uczniéow, z drugiej strony
wystarczajacej do uzyskania maksymalnej liczby punktow.

Slowa kluczowe: Ztoty Indeks, konkurs.

1. Wstep

Konkurs 70 zloty indeks Politechniki Slaskiej” jest cyklicznym, dwuetapowym konkursem, organizo-
wanym przez Politechnike Slaska w Gliwicach. Jego celem jest propagowanie wybranych nauk $cistych
wsréd ucznidw szkot §rednich oraz wylowienie sposréd nich najbardziej utalentowanych. Pierwszy etap
polega na zdalnym rozwigzywaniu zadan. Uczestnicy pierwszego etapu, ktorzy uzyskaja odpowiednig licz-
be punktéw, kwalifikuja sie do drugiego etapu, ktory jest organizowany na Politechnice Slaskiej. Najlepsi
uczestnicy drugiego etapu otrzymuja tytulty Laureatow I, I1 i III stopnia. Gl6wna nagroda dla Laureatow
I stopnia sa miejsca na prawie wszystkich kierunkach studiéw na Politechnice Slaskiej, a dla Laureatow IT
i III stopnia punkty preferencyjne w postepowaniu rekrutacyjnym. Szczegolty dotyczace konkursu mozna
znalezé na stronie https://rekrutacja.polsl.pl/zloty-indeks/

W edycji 2019/2020, konkurs zostal przeprowadzony w czterech dziedzinach: matematyki, fizyki, che-
mii i informatyki.

W kazdym z etapéw uczestnicy konkursu w dziedzinie matematyki mieli do rozwiazania po cztery
zadania wybrane przez komisje przedmiotowa. Wymagany do ich rozwiazania zakres materiatu nie wy-
kraczal poza podstawe programowa dla przedmiotu matematyka, IV etap edukacyjny, zakres rozszerzony.
Za kazde zadanie mozna byto uzyska¢ maksymalnie 10 punktow.

W dalszej czesci artykutu przedstawimy zadania z obydwu etapéw w dziedzinie matematyki z przykta-
dowymi rozwigzaniami w formie wystarczajacej do uzyskania maksymalnej liczby punktéw przez uczest-
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nika konkursu. Poniewaz artykul jest skierowany gléwnie do ucznidéw szkél érednich i ich nauczycieli,
dlatego narzedzia uzyte do rozwiazywania zadan nie beda wykracza¢ poza podstawe programowa. Row-
niez przedstawione rozwigzania nie sa maksymalnie uproszczone poniewaz chcemy, aby bylty one wzorem
dla uczestnikéw kolejnych edycji konkursu, nie tylko ze wzgledu na prowadzony ciag rozumowar, ale tak-
ze ze wzgledu na oczekiwana dokladnosé opisu rozwiazania. Przykladowo, pomimo mozliwosci zdalnego
rozwigzywania zadan, niewielu z uczestnikéw konkursu, ktérzy prawidtowo rozwiazali zadanie 4 z pierw-
szego etapu, korzystala ze wzoru na objeto$¢ $cietego stozka. Dlatego w prezentowanym rozwigzaniu
skorzystalismy tylko ze wzoréw na objetosé stozka. Rowniez wiekszo$é uczestnikow, ktérzy rozwiazywali
zadanie 1 z etapu pierwszego drugim z przedstawionych dalej sposobéw, aby wyznaczy¢ rownanie prostej
przechodzacej przez dwa dane punkty nie korzystala z gotowego wzoru lecz rozwigzywata odpowiedni
uktad réwnan, ktory przedstawiliSmy w tym rozwigzaniu. Przeksztalcenia, ktére trudno pominaé¢ w trak-
cie wlasnorecznych obliczen, nie zostaly rowniez pominiete w rozwiazaniach. Mamy przez to nadzieje, ze
rozwigzania beda tatwiejsze w odbiorze dla szerszego grona uczniéw.

Oczywiscie, rozwigzania wykraczajace poza zakres szkoly $redniej tez sa akceptowane w konkursie.
Miedzy innymi zadanie 4 z pierwszego etapu mozna rozwiaza¢ przy uzyciu rachunku catkowego.

Szczegolnie w przypadku pierwszego etapu, Komisja starata sie unika¢ wyboru zadan, ktorych rozwia-
zania znajduja sie w internecie lub innych zrédtach. W praktyce nie zawsze da sie tego uniknaé. Zgodnie
z regulaminem konkursu, rozwigzywanie zadania powinno by¢ samodzielne, wiec aby uniknaé¢ wykluczenia
z konkursu, niedopuszczalne jest ani przepisywanie gotowego rozwiazania z dowolnego zrodta ani wspoélne

rozwigzywanie zadan.

2. Pierwszy etap

W pierwszym etapie z dziedziny matematyki wzieto udzial 88 uczestnikow. 66 uczestnikdéw, uzyskujac
co najmniej 50% mozliwych do zdobycia punktéow, zakwalifikowalo sie do drugiego etapu.

Srednia liczba punktow zdobytych przez uczestnikow pierwszego etapu za rozwiagzanie kolejnych zadan
wynosita 9.65, 7.41, 5.88 i 6.10. Dwoch uczestnikéow uzyskalo maksymalng liczbe punktow.

Zadanie 1. Dany jest trojkat ABC, ktorego boki maja dlugosé¢ |AB| = 10, |AC| = 8, |BC| = 6. Punkt
P jest polozony na przecieciu symetralnej boku AB oraz dwusiecznej kata <<AC' B. Oblicz pole trojkata
APB.

Rozwiazanie Poniewaz |AC|? + |BC|? = 64+ 36 = 100 = |AB|?, wiec LACB = 90°. Niech S bedzie
srodkiem okregu o opisanego na trojkacie ABC, [ - prosta prostopadla do prostej zawierajacej odcinek
CP i przechodzaca przez S. Wtedy odcinek C'S jest symetryczny do odcinka S P wzgledem prostej [, wiec
P nalezy do o. Poniewaz AB jest $rednica okregu o wiec LAPB = 90°. Tr6jkat AP B jest rownoramienny
wiec LPAB = {PBA = 45° a |SP| = |AB| = 5.

Ostatecznie, pole APB jest réwne Papp = 3|AB|-|SP|=1-10-5=25.0

Inne rozwiazanie Poniewaz |AC|? + |BC|? = 64 + 36 = 100 = |AB|?, wiec LACB = 90°. W kartezjari-
skim uktadzie wspotrzednych ustalmy A(0,8), B(6,0) i C(0,0). Wtedy prosta zawierajaca dwusieczna
kata <ACB dana jest rownaniem y = x, a rOwnanie prostej y = ax + b zawierajacej punkty A i B
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Rysunek 1

4

wyznaczamy z ukltadu réwnan:
a=—=
3

8=0>
0=6a+38

8=0a+0
0=6a+0
Symetralna boku AB zawiera punkt S(3,4) i jest prostopadta do prostej y = f%x + 8. Stad jej rownanie

y:

ma posta¢ y —4 = 3(z — 3).
Punkt P jest punktem przeciecia sie prostych: y =z iy —4 = 3(x — 3). Stad
=7
{ * = P(7,7).

—3,_9 1
r—4=3r—7 o) 1
y=1x

Stad |SP| = /(7 —3)2 + (7 — 4)2 = 5 i pole szukanego tréjkata to

1 1
Papp = §|AB\ -|SP| = R 10-5=25.0

1

Zadanie 2. Rozwiaz nier6wnosé:

log,>2+log,a2+1og,s 2+ - +1log,n 2 <1 — o
Rozwigzanie. Zalozenia: (22 > 0A 2% #1) © z € R\ {-1,0,1}.
Uproscimy najpierw lewg strone nieréwnosci:

L1 Lo, (S SN SR 1 B
~ logy 2?2  logyz*  log, 28 log, 22" logyz2  2log, 22 = 4log, x2 2n—llog, x2

1 1 1-& 1 1\ 2

logo 2?2 1—1 logya? 27 ) logy 22’

= 1+1+1+ +
a 2 4 on—1
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Stad nasza nieréwnos$¢ ma postac:

1 2 1 2 2 2 2 2 2
(1—2n>log2x2<1—2n¢)log25€2<1@210g2x —logs z° < 0 & logy °(2 — log, z°) < 0.

Niech t = log, #2. Dalej, t(2 —t) =0dlat =0Vt =2, wiec t(2—t) <0 dla (0 >tV 2 < t). Dalej,
(0> logyz* V2 <logy2?®) & (1 >2° VA< 2?) & x e (—o0,—2) U(-1,1) U(2,00).

Po uwzglednieniu zatozen, x € (—oo, —2) U (—1,0) U (0,1) U (2,00). O

Zadanie 3. Wyznacz okres podstawowy ciagu (a,), gdzie a, = sin’rﬁﬁ (okresem podstawowym ciggu

(an) nazywamy najmniejszq liczbe p € N, dla ktorej dla kazdego n € N, ayn, = anyp).

Rozwiazanie. Wykorzystamy, ze podstawowy okres funkcji y = sin z wynosi 27 = 127”. Niech k£ € NU{0}.

2
n:6k:>n2:12~3k2:>sin<(6kg ”) =sin0 =0,

k+1)2 1
n—6k+1:>n2—12-(3k2+/<:)+1:>sin((6+)7r)—sin(é)—Z,

(=

22
n:6k+2:>n2:12(3k2+2k)+4:sin((6k2)77) :sin<

k 2
n6k+3én212(3k2+3k)+9:>sin((6+63)7r> sin<967r> = -1,

4)? 4
n:6k:+4:>n2:12(3k2+4k+1)+4:>sin((6k—2)7r> :Sin< ”) _ V3

k 2
n6k+5:>n212(3k2+5k+2)+1:>sin<(6+65)7r) :sin<%):f.

Zatem okres podstawowy ciagu (a,) wynosi 6. OJ

Zadanie 4. Obracajac trojkat o wierzchotkach A(1,1), B(0,2) i C(2,3) wokoél osi OX, otrzymujemy
bryle B;. Nastepnie obracajac bryle B; dookota osi OY otrzymujemy bryle B,. Ostatecznie, obracajac
w przestrzeni bryte By dookota prostej prostopadtej do osi OX oraz OY i zawierajacej srodek uktadu
wspolrzednych otrzymujemy bryle Bs. Oblicz objetosci bryt By i Bs.

Rozwigzanie.

Dalej V' bedzie oznaczaé objetosé. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia do stozkdéw o osi symetrii bedacej
osig OX: Wtedy By = (Sp \ 1) \ ((S2 \ 93) U (S \ S5)),

stozek | wierzchotek | srodek podstawy | dlugo$é¢ prom. podstawy
So (—4,0) (2,0) 3
S1 (—4,0) (0,0) 2
So (%, 0) (2,0) 3
Ss (3.0) (1,0) 1
Sy (2,0) (0,0) 2
Ss (2,0) (1,0) 1
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Rysunek 2

V(B1) =V(So) = V(51) = (V(S2) = V(S3)) = (V(S4) = V(55)) =

1 1 1 1 1 1 1
=-7r-32.6—-7-22.4— 77T~32~§777T~12~7 —|(z7r-22.2—Zx-12.1) =6m.
3 3 3 2 3 2 3 3

Zauwazmy, ze kazdy punkt danego trojkata po wykonaniu wszystkich opisanych w tresci zadania obrotéw
utworzy sfere o §rodku w srodku ukladu wspotrzednych i promieniu roéwnym jego odlegtosci od srodka
ukltadu wspotrzednych. Ze wszystkich punktow trojkata, punkt A jest najblizej a punkt C najdalej sSrodka
uktadu wspotrzednych S. Poniewaz |SA| = V12 +12 = /2, |SC| = V22 + 32 = /13, wiec co B3 jest
kula o promieniu /13 z usunieta ze §rodka kulg o promieniu v/2. Dlatego

4 4 4
V(By) = o 13° §7r\/§3 = o (13\/ﬁ _ Ni) O

3. Drugi etap

W drugim etapie wzieto udzial 62 uczestnikoéw. Srednia liczba punktéw zdobytych za rozwigzanie
kolejnych zadan wynosita 6.77, 4.43, 4.16 i 5.98. 12 z uczestnikéw zdobylo co najmniej 35 punktow
i zostato Laureatami I stopnia. Kolejnych 14 uzyskalo co najmniej 28 punktéw i zostalo Laureatami II
stopnia. Nikt nie zostal Laureatem III stopnia.

Zadanie 1. Dlugosci bokéw trojkata sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Obwod trojkata jest
réwny 30, a cosinus najwiekszego kata wynosi —é . Oblicz pole tego trojkata.

Rozwiazanie. Niech dla a > 0, r > 0, liczby a — 7, a, a +r beda dlugosciami bokéw szukanego trojkata.
Z(a—r)+a+ (a+r)=30 mamy 3a = 30, czyli a = 10.
Najwiekszy z katow trojkata (oznaczmy go x) jest naprzeciw najdluzszego z bokow. Stad z twierdzenia

cosinusow:

(10 4 7)? = 10% + (10 — r)* = 2-10(10 — 7) (é) o

5 85 50
@100—1—207’—1—7‘2:1004—100—207“—1—7"2—1—25—57"(:)?7“:125<:)r:ﬁ.
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a—r a+r

a

Rysunek 3

Z jedynki trygonometrycznej i faktu, ze x < 180°,

1\ 2
sin” z + <8> =1<esinz = g—zésinx: %ﬁ

Pole tréjkata wynosi

1 , 1 50 3T 2257
P—2(a—r)abmx—2<10—)-10-8_ 7 .0

Zadanie 2. W ostrostup prawidlowy czworokatny wpisano kule o promieniu 1. Oblicz ile wynosi dtugosé
krawedzi podstawy tego z ostrostupéw, ktoéry ma najmniejsza objetosé.

Rozwiazanie. Oznaczmy w ostrostupie: wysokosé: 14z, pole podstawy: P, i dtugo$¢ krawedzi podstawy:

Rysunek 4

2r. Zauwazmy, ze r > 1 oraz x > 1.
Pole P rzutu bocznego ostrostupa (Rysunek 4) mozemy wyliczy¢ na dwa sposoby:

1 1 1 1
P:§'27"(1+1‘), P:5'2T'1+§'(T‘+\/13271)'1+§'(T+\/1}271)'1.

Po przyréownaniu ich do siebie mamy

1 1
r(l—i—a:):r—i—i-(r+\/x2—1)+§~(r+\/x2—1) S r+re=2r+vz2—-1 <

r2+1

sra-)=ve2-1 e rz-1) =@-)+1) @ e’ -r’=z+1 & T= o
2 _
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Objetosé ostrostupa wynosi

ar” _8
r2—1 3 21

1 1 P41\ 4P P -140r7 41
=-.P (1 =—.(2r)?. (1
V(r) 5 br (1+2) 3 (2r) < + ) 3 o

8 4r3(r2 — 1) — rt2r 8 4y — 4p3 — 2pd _ 16r3(r? — 2)

Vi =3 2—102 3 (2-12 30212

V'(r) = 0 & r € {—v/2,0,v/2}. Zmiany znaku V’(r) przedstawia Rysunek 5. Stad funkcja V() ma
w przedziale (1,00) minimalng wartoéé¢ dla r = v/2. Ostatecznie dtugosé krawedzi podstawy ostrostupa
o najmniejszej objetosci wynosi 2v/2. O

Rysunek 5

Zadanie 3. Przedstaw na plaszczyznie zbior punktow

{(z,y) : —10< <10 AN 0<y<10 A sinz=siny A z€R A yeR}.

Rozwiazanie. siny =sinz < (y = z + 2kr Vy = 7 — x + 2k7). Rozwiazaniem sg fragmenty opisanych
powyzej prostych, przedstawione na Rysunku 5. [J

/

-
—3 —27 —T RysuLek 6 T 2 3T
Zadanie 4. Oblicz
(1-2"3H(1-3"2)(1—-472)...(1-2002).
Rozwigzanie.
22-1 32-1 42-1 2002 —1

1-2"H1-3)(1-4"2%)...(1-200"2) =

22 32 42 772002
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2-1DE2+DEB-DE+ 14— 1)4+1)

... (200 — 1)(200 + 1)

32.42....-2002

199! - 200! - 201 201

1.3.2.4-3.5-...-199-201  199!- 20
= (2001)2 200! - 200!

199!-200-200!-2  400°



