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Trójk¡t Klaubera i spirala Ulama od kuchni

Streszczenie. Zarówno spirala Ulama, jak i trójk¡t Klaubera sªu»¡ do wizualizacji rozmieszcze-
nia liczb pierwszych w±ród liczb naturalnych. Ró»ni¡ si¦ one algorytmami de�niuj¡cymi kolejno±¢
zapeªniania kwadratowej sieci liczbami naturalnymi. Znane sa równie» inne sposoby wizualizacji
(na przykªad spirala Sachsa), które w tym artykule zostan¡ pomini¦te.
Algorytmizacja budowy zarówno spirali Ulama, jak i trójk¡ta Klaubera umo»liwia zidenty�ko-

wanie trójk¡ta jako znacz¡co uproszczonej wersji spirali. Jednocze±nie pozwala to na stworzenie
pokrewnych im konstrukcji, odpowiednich do zademonstrowania nieoczywistych dla oryginalnych
�gur wªa±ciwo±ci. Ponadto podaje si¦ sposób dalszego uproszczenia trójk¡ta przez rozszerzenie jego
dziedziny do póªpªaszczyzny. Transformacje tej póªpªaszczyzny przy pomocy wielomianów jednej
zmiennej pozwoliªy zidenty�kowa¢ zaobserwowan¡ przez Klaubera regularno±¢ jako pierwszy ele-
ment w serii, umo»liwiaj¡c tak»e wskazanie kolejnych jej przedstawicieli.

Sªowa kluczowe: liczby pierwsze, trójk¡t Kalubera, spirala Ulama.

1.Wst¦p

Spirala Ulama i trójk¡t Klaubera sªu»¡ od dawna do epatowania miªo±ników matematyki niezwykªy-

mi wªa±ciwo±ciami w rozkªadzie liczb pierwszych. W niniejszym artykule wykazane zostaj¡ podobie«stwa

i ró»nice pomi¦dzy oboma podej±ciami. Podana zostaje tak»e metoda algorytmizacji budowy obu �gur.

Algorytm ten, poprzez mody�kacj¦ parametrów, umo»liwia tworzenie ro»nych wariantów podanych �gur,

w szczególno±ci takich, które lepiej uwidaczniaj¡ obserwowane prawidªowo±ci. Ponadto, rozszerzenie dzie-

dziny �gur do caªej pªaszczyzny wyja±nia zaobserwowan¡ przez Klaubera regularno±¢ jako jedn¡ z serii,

jednocze±nie wskazuj¡c na inne, przez niego niedostrze»one. Ostatecznie nast¦puje transformacja z geo-

metrii w obszar równa« wielomianów jednej zmiennej, co umo»liwia obserwacje niezwykªych regularno±ci

równie» dla wielomianów wy»szych stopni.

Autor korespondencyjny: B. Biªy (Barbara.Bily@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 04.12.2019.
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2. Gra�czne przedstawienia rozkªadu liczb pierwszych

2.1. Rys historyczny

Zarówno szerzej znana spirala Ulama [1] (1963 r.), jak i nieco zapomniany trójk¡ Klaubera [2] (1932 r.)

sªu»¡ temu samemu celowi: unaocznieniu istnienia reguªy rz¡dz¡cej rozkªadem liczb pierwszych w±ród

liczb naturalnych. Reguªa ta wci¡» czeka na swojego odkrywc¦, gdy» przedstawione dowody nie znalazªy

dotychczas powszechnej akceptacji [4].

2.2. Spirala Ulama

W1963 Stanisªaw Ulam, podobno dla zabicia cza-
su w trakcie nudnej nasiadówki, na kratkowanej kart-
ce papieru zacz¡ª wypisywa¢ kolejne liczby natural-
ne, ukªadaj¡c je spiralnie:
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Rysunek 1. Pocz¡tek spirali Ulama
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Rysunek 2. Ci¡g dalszy spirali Ulama

Zapewne w ko«cu zabrakªo miejsca na kartce, za-
tem pozostaªo kontemplowanie tak powstaªego dzie-
ªa. Ulam, jako matematyk, dostrzegª w tym zbio-
rze liczb zastanawiaj¡c¡ wªa±ciwo±¢: liczby pierwsze
miaªy tendencje do grupowania si¦ wzdªu» linii uko-
±nych, nachylonych do osi kartki pod k¡tem ±π/4.
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Rysunek 3. Zaobserwowana prawidªowo±¢ w roz-
mieszczeniu liczb pierwszych

Prawidªowo±¢ ta jest widoczna ju» dla maªych wielko±ci spirali, przy wi¦kszych rozmiarach za± staje

si¦ rzucaj¡cym si¦ w oczy zjawiskiem. Aby go w peªni unaoczni¢, zachodzi potrzeba zmiany sposobu

prezentacji rozkªadu liczb pierwszych, gdy» stosowany powy»ej zawodzi ju» przy liczbach rz¦du 103.
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Powszechnie stosowanym sposobem jest zmniejszenie ka»dej liczby do rozmiaru punktu. Je±li dana

liczba jest liczb¡ pierwsz¡, wówczas przyporz¡dkowuje si¦ jej kolor czarny, natomiast wszystkie pozostaªe

punkty otrzymuj¡ kolor biaªy. Powy»szy sposób umo»liwia zmieszczenie na jednej stronie informacji

o liczbach rz¦du 105.

Rysunek 4. Poªo»enie liczb pierwszych na spirali Ulama zªo»onej z 2002 = 40000 liczb.

2.3. Trójk¡t Klaubera

Bardzo podobne prawidªowo±ci odkryª znacznie wcze±niej, bo ju» w 1932 roku, Laurence Monroe

Klauber. Jego sposób rozmieszczania kolejnych liczb naturalnych na pªaszczy¹nie byª znacznie prostszy:

liczebno±¢ kolejnych linii zwi¦kszano o 2, jednocze±nie wysuwaj¡c linie w lewo o jeden moduª. Zag¦szczenie

wyst¦powania liczb pierwszych obserwuje si¦ w tym przypadku na liniach uko±nych pochylonych pod

k¡tem α, dla którego tgα = ±1

2
(pod warunkiem u»ywania siatki kwadratowej do rozmieszczania liczb).
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Rysunek 5. Pocz¡tek trójk¡ta Klaubera.
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W tym przypadku dostrze»enie powy»szej regularno±ci w rozkªadzie liczb pierwszych wymaga pewnej

dozy spostrzegawczo±ci (rys. 6).

Rysunek 6. Poªo»enie liczb pierwszych w trójk¡cie Klaubera zªo»onego z 2002 = 40000 liczb.

Z tego powodu, aby uªatwi¢ percepcj¦, powy»szy rysunek uzupeªniono wyró»niaj¡c punkty na niektó-

rych g¦±ciej obsadzonych liniach (rys. 7).

Rysunek 7. Ten sam trójk¡t z wyró»nieniem niektórych punktów.

Na obu rysunkach dodatkowo zaznaczono kolorem »óªtym praw¡ kraw¦d¹ trójk¡ta. Inaczej byªaby ona

niewidoczna, poniewa» nie ma tam liczb pierwszych, gdy» znajduj¡ si¦ tam wyª¡cznie kwadraty kolejnych

liczb naturalnych.

2.4. Porównanie obu rozkªadów

Mo»na zada¢ pytanie, dlaczego pomimo niew¡tpliwego pierwsze«stwa Klaubera, jest on dzi± prak-

tycznie pomijany, a nawet zapomniany? Powodów mo»e by¢ kilka. Niew¡tpliwe regularno±ci na spirali
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Ulama s¡ na pierwszy rzut oka bardziej dostrzegalne. Dodatkowo ma ona przewag¦ poligra�czn¡: na tej

samej powierzchni (prostok¡tna kartka lub ekran) mo»na pomie±ci¢ dwukrotnie wi¦cej punktów (i tym

samym - informacji) u»ywaj¡c spirali.

Tymczasem spirala Ulama ma wady nieobecne w trójk¡cie Klaubera. Porównajmy niektóre linie,

zawieraj¡ce znaczny udziaª liczb pierwszych, widoczne na obu �gurach (rys. 8 i 9)

Rysunek 8. Trójk¡t Klaubera z zaznaczonymi punktami le»¡cymi na niektórych liniach g¦sto obsadzonych przez
liczby pierwsze.

Te same punkty zaznaczono na spirali Ulama:

Rysunek 9. Spirala Ulama z zaznaczonymi identycznymi punktami jak w powy»szym trójk¡cie Klaubera.

Jak wida¢, spirala Ulama dziaªa na zasadzie kalejdoskopu, podwajaj¡c linie z trójk¡ta Klaubera

i rozmieszczaj¡c je wg zasad symetrii osiowej. Linie uko±ne (oznaczone kolorem niebieskim), które prze-

cinaj¡ o± symetrii trójk¡ta zawieraj¡cego trójk¡t Klaubera, w spirali Ulama s¡ dodatkowo zginane pod

katem prostym α = π/2.
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Zadziwiaj¡ce równie» jest to, »e linie uko±ne na spirali Ulama, których odpowiednikami s¡ linie

pionowe w trójk¡cie Klaubera, nie zostaªy przez Klaubera w ogóle wzmiankowane jako fakt godny za-

uwa»enia. Przypuszczalnie potraktowaª je jako co± zbyt oczywistego, by zwraca¢ na nie czyj¡± uwag¦.

Natomiast w spirali Ulama s¡ one centralnym wydarzeniem, dookoªa którego jest koncentrowana caªa

uwaga. Dodatkowo, odpowiedniki linii uko±nych w trójk¡cie Klaubera (kolor niebieski) pozostaªy przez

Ulama w jego spirali caªkowicie niezauwa»one.

Podsumowuj¡c, spirala Ulama ma przewag¦ nad trójk¡tem Klaubera jedynie w zakresie estety-

ki, spowodowanej niezamierzon¡ symetryzacj¡. Natomiast do analizy zagadnienia rozmieszczenia liczb

pierwszych w±ród liczb naturalnych, spirala Ulama wnosi jedynie zb¦dne komplikacje.

3.Mody�kacje �gur Klaubera i Ulama

Poni»ej zostan¡ przedstawione propozycje mody�kacji trójk¡ta Klaubera, maj¡ce na celu albo po-

lepszenie widzialno±ci zawartych w nim regularno±ci, albo zrównanie go pod wzgl¦dem atrakcyjno±ci

wizualnej ze spiral¡ Ulama, przy zachowaniu zalet, wynikaj¡cych z jego prostoty.

3.1. Metoda mody�kacji

Najefektywniej mody�kacje mo»na przeprowadzi¢ rozpoznaj¡c wst¦pnie struktur¦ �gur, a nast¦pnie

algorytmizuj¡c ich tworzenie. Powstaªy w ten sposób algorytm b¦dzie zawiera¢ pewne parametry, które

s¡ charakterystyczne dla danych �gur. Przy takim podej±ciu, mody�kacja metod sprowadza si¦ jedynie

do mody�kacji parametrów, które z kolei zmieni¡ dziaªanie algorytmów tworz¡cych �gury. Caª¡ reszt¡

zajmie si¦ szybkie programowalne liczydªo (czytaj: komputer).

3.2. Struktura �gur

Tr. Klaubera:

posta¢ peªna

i schemat.
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Sp. Ulama:

posta¢ peªna

i schemat.
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Na powy»szych rysunkach zaznaczono:

• Sekcje, wyró»nione je czterema kolorami wg konwencji kartogra�cznej;
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• Czoªowe elementy sekcji umieszczono w »óªtych koªach;

• Elementy parzyste maj¡ ciemniejszy odcie«.

Przy ka»dym rysunku zamieszczono odpowiadaj¡cy mu schemat, na którym:

• Elementy w obr¦bie jednej sekcji s¡ poª¡czone odcinkami;

• Czoªowe elementy sekcji oznaczono kolorem czerwonym.

3.3. Parametryzacja

Porównanie schematów obu �gur umo»liwia wyªowienie tych elementów wspólnych, które nie pod-

legaj¡ zmianom podczas przechodzenia od jednej �gury do drugiej. Do takich elementów zaliczymy:

• Ilo±¢ liczb naturalnych zawartych w �gurze;

• Ilo±¢ sekcji, na które jest podzielona �gura;

• Numer elementu czoªowego rozpoczynaj¡cego kolejn¡ sekcj¦.

Zmianom natomiast podlegaj¡:

Lp. Parametr Typ tr. Klaubera sp.Ulama

1 Moduª mi¦dzy elementami wektor 2D staªy zmienny

2 Moduª miedzy sekcjami wektor 2D staªy zmienny

3 Kolejne elementy czoªowe obok siebie staªa logiczna tak nie

4 Sekcja w ksztaªcie odcinka staªa logiczna tak nie

Ju» porównuj¡c warto±ci tych parametrów, dostrze»emy nadzwyczajn¡ prostot¦ w trójk¡cie Klau-

bera, zawzi¦cie zakr¦can¡ przez spiral¦ Ulama (spirale tak maj¡).

3.4. �Szcz¦±liwy� wielomian Eulera

Wielomian w nast¦puj¡cej postaci:

P (n, a) = n2 + n+ a, dla a = 41

zostaª zaprezentowany przez Eulera [3] jako posiadaj¡cy unikaln¡ wªasno±¢: jego warto±ci s¡ liczbami

pierwszymi dla kolejnych czterdziestu argumentów b¦d¡cych liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, . . . , 39.

Wielomian ten zachowuje swoje niezwykªe wªa±ciwo±ci generatora liczb pierwszych równie» po

przekroczeniu tego progu. Poni»ej przedstawiono wynik przebadania okoªo tysi¡ca innych warto±ci para-

metru a ∈ 〈−500, 500〉 dla pierwszych ' 104 elementów (n ∈ 〈0, 104〉). Jak wynika z poni»szego rysunku,

w podanym zakresie wielomian Eulera nadal jest bezkonkurencyjny pod wzgl¦dem ob�to±ci wygenerowa-

nych liczb pierwszych, daj¡c ich ponad 41%, prawie 5% wi¦cej od drugiej liczby w rankingu (czyli -283).

Z powy»szego powodu generowane przez niego liczby b¦d¡ stosowane jako swoistego rodzaju papierek lak-

musowy, potra�¡cy wizualnie uporz¡dkowa¢ chaos w rozmieszczeniu liczb pierwszych na prezentowanych

rysunkach.
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3.5. Przykªady zmody�kowanych �gur

Poni»ej zaprezentowane zostan¡ niektóre ciekawsze postacie �gur analogicznych do trójk¡ta Klau-

bera i spirali Ulama, powstaªe wskutek eksperymentowania z parametrami stworzonego algorytmu. Iden-

tyczna b¦dzie dla ka»dej �gury maksymalna zawarta w niej liczba (10000), natomiast niekiedy usuni¦te

zostan¡ linie poziome i pionowe zawieraj¡ce wyª¡cznie liczby parzyste, o ile ich brak nie zakªóci charakteru

rysunku.

Liczby wygenerowane przez wielomian Eulera zostan¡ wyró»nione kolorem czerwonym, o ile s¡

liczbami pierwszymi, natomiast w przypadku przeciwnym b¦dzie u»yty kolor niebieski.

3.5.1. Trójk¡t Klaubera, parametry: [1,0],[-1,-1],1,1

Jako pierwszy zostanie pokazany standardowy trójk¡t Klaubera, który stanowi¢ b¦dzie punkt

odniesienia, uªatwiaj¡cy ±ledzenie zachodz¡cych zmian.

Standardowy trójk¡t Klaubera,

schemat:

Koªami o mniejszym promieniu

oznaczono liczby parzyste.

Rysunek 11. Punkty generowane przez �szcz¦±liwy� wielomian Eulera w standardowym trójk¡cie Klaubera.
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3.5.2. Trójk¡t Klaubera typu �choinka�, parametry bez zmian

Parametry generuj¡ce nie ulegaj¡ zmianie, natomiast z rysunku usuni¦te zostaj¡ kolumny zawie-

raj¡ce liczby parzyste. Powoduje to zmian¦ nachylenia linii zauwa»onych przez Klaubera, obecnie jest to

k¡t α = ±π/4.

3.5.3. Trójk¡t Klaubera typu �dadao�, parametry: [1,-1],[-1,-1],1,1

Przy takiej transformacji linie pionowe nie zmieniaj¡ swojej orientacji, natomiast cz¦±¢ linii za-

uwa»onych przez Klaubera, oryginalnie nachylonych pod k¡tem α = arc tg( 1
2 ), posiadaj¡ teraz przebieg

poziomy, co znakomicie poprawia warunki ich obserwacji.

Przed kompresj¡:

Po kompresji:
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3.5.4. Skrzy»owanie trójk¡ta Klaubera i spirali Ulama, parametry: [1,0],[0,-1],1,0

Jest mo»liwe uzyskanie rozªo»enia punktów na planie kwadratu (podobnie jak w spirali Ulama),

lecz bez wyst¦powania efektu kalejdoskopu (tak jak w trójk¡cie Klaubera).

4. Dodatkowe serie w trójk¡cie Klaubera

Sam Klauber zauwa»yª jedynie te linie, które w trójk¡cie Klaubera typu �choinka� s¡ pochylone

pod k¡tami:

α1 = ± arc tg(1) = ±π/4)

Przeoczyª jednakowo» serie dla k¡tów:

α0 =
π

2
, αn = ± arc tg(

1

n
) n = 2, 3, . . . ,K

gdzie K jest liczebno±ci¡ serii. Wzór na liczebno±¢ serii b¦dzie podany w rozdziale 5.3. na str. 25.

Rysunek 12. Dodatkowe serie wyst¦puj¡ce w trójk¡cie Klaubera
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Dla n > 1 powód jest oczywisty: liczebno±¢ Nn reprezentuj¡cych je punktów jest znikoma w porów-

naniu z N1. W szczególno±ci dla wielomianu generuj¡cego Eulera :

N2

N1
=

6

27
=

2

9

N3

N1
=

3

27
=

1

9

Z rozwa»a« geometrycznych wynika, »e dla wielomianu generuj¡cego:

Pn,a = n2 + n+ a

graniczny iloczyn miejsc w serii N2 i N1, w których mog¡ wyst¡pi¢ liczby pierwsze, wynosi:

lim
a→∞

(N2

N1

)
=

3

14

Natomiast dla serii N0 mo»emy si¦ domy±la¢, »e zapewne byªo to dla Klaubera zbyt oczywiste, by

ogªasza¢ to odkrycie jako swój wkªad w nauk¦.

5.Warsztat iluzjonisty od kuchni

Uprzednio (patrz rozdziaª 2.4. na str. 15) wykazano znaczne uproszczenia pªyn¡ce ze stosowania

trójk¡ta Klaubera zamiast spirali Ulama. Jednak»e sam trójk¡t Klaubera te» nie do ko«ca pozostaje

wzorem przejrzysto±ci. Pojawianie si¦ pewnych regularno±ci przypomina w nim raczej kuglarskie sztuczki.

Czas zatem zajrze¢, co iluzjonista ukrywa w r¦kawie przed publiczno±ci¡.

5.1. Skorygowanie trójk¡ta Klaubera

Zanim to nast¡pi, nale»y zmody�kowa¢ trójk¡t Klaubera do postaci, która lepiej pasuje do nowej

rzeczywisto±ci.

Poprawka b¦dzie drobna, ale radykalnie upro±ci dalsze rozwa»ania. Konstrukcj¦ trójk¡ta Klaubera

wystarczy rozpocz¡¢ od liczby 0, a nie od 1.

0
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4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22 23 24

n=0

n=1

n=2

n=3

n=4

n2 + nn2 n2 + 2n

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35n=5

n2 + n− 1 n2 + n+ 1

36 38 40 42 44 46 4839 4537 41 43 47n=6

Rysunek 13. Nowa posta¢ trójk¡ta Klaubera

Zalety takiej zmiany s¡ dostrzegalne od razu:
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• uproszczeniu ulegaj¡ wielomiany charakteryzuj¡ce linie w trójk¡cie Klaubera;

• zwi¡zek geometryczny linii z opisuj¡cych je wielomianami jest bardziej naturalny;

• rozkªad liczb pierwszych w nowym trójk¡cie Klaubera jest znacznie bli»szy symetrii.

5.2. Rozszerzenie dziedziny

Sposób rozszerzenia jest nast¦puj¡cy:
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Rysunek 14. Rozszerzenie dziedziny trójk¡ta Klaubera

Ka»dy wiersz w trójk¡cie Klaubera nale»y zast¡pi¢ niesko«czonym ci¡giem arytmetycznym, b¦d¡cym

przedªu»eniem tego wiersza. Z powodów, które wkrótce stan¡ si¦ jasne, warto±ci ci¡gu zast¡piono ich

warto±ciami bezwzgl¦dnymi.

5.3. Testowanie rozszerzonego trójk¡ta Klaubera

Testowanie b¦dzie prowadzone przy pomocy generatora Eulera liczb pierwszych.

Porównuj¡c powy»szy rysunek z rys.11 zauwa»my nast¦puj¡ce prawidªowo±ci:

• Oryginalny trójk¡t Klaubera pokazuje jedynie cz¦±¢ z ka»dej serii;

• na rozszerzonym trójk¡cie Klaubera ka»da seria zaczyna si¦ punktem na obwiedni paraboli x =

y2 + y + 41 (punkty te oznaczono kolorem czerwonym);

• moduª ka»dej serii wyznaczony jest przez dwa kolejne czerwone punkty. Poniewa» le»¡ one na

paraboli, zatem :

odst¦p ∆y jest staªy i wynosi 1;

odst¦p ∆x zwi¦ksza si¦ o kolejn¡ liczb¦ parzyst¡: 2, 4, . . ..

Rysunek ten umo»liwia równie» okre±lenie ilo±ci serii przechodz¡cych przez trójk¡t Klaubera. Dla gene-

ratora �szcz¦±liwych� liczb Eulera:

K41 = 6 ≤
√

41
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Rysunek 15. Test generatorem liczb pierwszych Eulera

Oczywi±cie dla ka»dego innego generatora w postaci n2 + n+ a, liczebno±¢ serii b¦dzie wynosi¢:

Ka ≤
√
a

6. Inne postacie generatorów liczb pierwszych

6.1. Wielomiany stopnia drugiego

Przedstawmy kilka wykresów, odpowiadaj¡cych generatorom w ogólnej postaci:

z = |y2 + ky + x|

Na wszystkich wykresach szarym kolorem oznaczono powierzchni¦ zajmowan¡ przez trójk¡t Klaubera.

Rysunek 16. Liczby pierwsze uzyskane generatorem y2 + x

Dla k parzystych dominuj¡cym miejscem wyst¦powania liczb pierwszych s¡ linie uko±ne, natomiast

dla k nieparzystych s¡ to linie pionowe. Poza tym wykresy s¡ niemal identyczne, linie charakterystyczne

s¡ jedynie nieznaczne przesuni¦te.
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Rysunek 17. Liczby pierwsze uzyskane generatorem y2 + y + x

Rysunek 18. Liczby pierwsze uzyskane generatorem y2 + 2y + x

Rysunek 19. Liczby pierwsze uzyskane generatorem y2 + 3y + x
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Ostatecznym wnioskiem jest niecelowo±¢ poszukiwania k dajacego lepszy generator, gdy» prawie

wszystkie uzyskane warto±ci liczb pierwszych ( z wyj¡tkiem sko«czonej ilo±ci wyrazów pocz¡tkowych ) s¡

identyczne.

6.2. Wielomiany stopnia trzeciego

Przyjrzyjmy si¦ ci¡gowi:

n3 − n = n(n− 1)(n+ 1) n = 0, 1, 2, . . .

Ka»dy jego element jest podzielny bez reszty przez 6, poniewa» jest zarówno liczb¡ parzyst¡, jak i po-

dzieln¡ przez 3. Identyczn¡ cech¦ b¦d¡ posiadaªy równie» ci¡gi:

G = n3 − n+ 6(kn2 + l) k, l ∈ C

gdzie k, l s¡ dowolnymi liczbami caªkowitymi. Jest oczywiste, »e w ci¡gu tym nie wyst¦puj¡ liczby pierw-

sze. Nie wyst¦puj¦ one tak»e w ci¡gach G + 2 i G + 4 (gdy» zawieraj¡ one liczby parzyste), oraz G + 3

(podzielno±¢ przez 3). Zatem liczby pierwsze mog¡ wyst¦powa¢ jedynie w ci¡gach G + 1 i G + 5.

Oto wyniki testu dla generatora

z = |y3 − y + x|

na wykresie analogicznym do rozszerzonego trójk¡t Klaubera:

Rysunek 20. Liczby pierwsze w±ród liczb uzyskanych generatorem |y3 − y + x|

Zauwa»my okresowe powtarzanie si¦ kolumn zawieraj¡cych liczby pierwsze (które odpowiadaj¡ ci¡gom

G + 1 i G + 5), rozdzielone pustymi kolumnami o szeroko±ci na przemian jednego piksela (dla ci¡gu G)
i trzech pikseli (dla G + 2, G + 3 i G + 4), gdzie nie wyst¦puj¡ liczby pierwsze.

Posiadanie predyspozycji do zawierania znacznej ilo±ci liczb pierwszych nie gwarantuje wszelako

nale»enia do grupy rekordzistów. Komputerowe sprawdzenie rodziny wielomianów:

z = |y3 + ay2 + by + c|, a, b ∈ 〈−17, 17〉 c ∈ 〈−200, 200〉, y ∈ 〈0, 400〉
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wykazaªo dominacj¦ wielomianu z = |y3 − 10y2 − 13y + 1|, który daje 200 liczb pierwszych na 401

mo»liwych.

7. Podsumowanie

Powy»ej pokazano, sk¡d bior¡ si¦ osobliwe serie widoczne w trójk¡cie Klaubera i spirali Ulama -

s¡ to odwzorowania punktów na pªaszczy¹nie, tworzonych przez generatory maj¡ce posta¢ kwadratowych

wielomianów. Nie ma natomiast ani sªowa o tym, jak powinien wygl¡da¢ dobry generator, czy cho¢by

o tym, dlaczego jeden generator jest lepszy od drugiego. Ten problem nadal czeka na swego odkrywc¦,

wraz ze znaczn¡ nagrod¡ za powy»sze dokonanie.
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