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Trojkat Klaubera i spirala Ulama od kuchni

Streszczenie. Zaréwno spirala Ulama, jak i trojkat Klaubera stuza do wizualizacji rozmieszcze-
nia liczb pierwszych wérod liczb naturalnych. R6znig sie one algorytmami definiujacymi kolejnosé
zapeliania kwadratowe]j sieci liczbami naturalnymi. Znane sa réwniez inne sposoby wizualizacji
(na przyktad spirala Sachsa), ktére w tym artykule zostang pominiete.

Algorytmizacja budowy zaréwno spirali Ulama, jak i trojkata Klaubera umozliwia zidentyfiko-
wanie trojkata jako znaczaco uproszczonej wersji spirali. Jednocze$nie pozwala to na stworzenie
pokrewnych im konstrukcji, odpowiednich do zademonstrowania nieoczywistych dla oryginalnych
figur wtasciwosci. Ponadto podaje sie sposob dalszego uproszczenia trojkata przez rozszerzenie jego
dziedziny do polptaszczyzny. Transformacje tej polplaszczyzny przy pomocy wielomianéw jednej
zmiennej pozwolily zidentyfikowaé¢ zaobserwowang przez Klaubera regularno$é¢ jako pierwszy ele-
ment w serii, umozliwiajac takze wskazanie kolejnych jej przedstawicieli.

Slowa kluczowe: liczby pierwsze, trojkat Kalubera, spirala Ulama.

1. Wstep

Spirala Ulama i trojkat Klaubera stuzg od dawna do epatowania mitosnikéw matematyki niezwykty-
mi wlasciwo$ciami w rozkladzie liczb pierwszych. W niniejszym artykule wykazane zostaja podobienstwa
i réznice pomiedzy oboma podejSciami. Podana zostaje takze metoda algorytmizacji budowy obu figur.
Algorytm ten, poprzez modyfikacje parametréw, umozliwia tworzenie roznych wariantéw podanych figur,
w szczeg6lnosci takich, ktore lepiej uwidaczniajg obserwowane prawidlowosci. Ponadto, rozszerzenie dzie-
dziny figur do calej plaszczyzny wyjasnia zaobserwowana przez Klaubera regularnosé jako jedna z serii,
jednoczes$nie wskazujac na inne, przez niego niedostrzezone. Ostatecznie nastepuje transformacja z geo-
metrii w obszar réwnan wielomianéw jednej zmiennej, co umozliwia obserwacje niezwyktych regularnosci
réwniez dla wielomianéw wyzszych stopni.
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Data wplyniecia: 04.12.2019.



Trojkat Klaubera i spirala Ulama od kuchni

13

2. Graficzne przedstawienia rozkladu liczb pierwszych

2.1. Rys historyczny

Zaréwno szerzej znana spirala Ulama [1] (1963 r.), jak i nieco zapomniany trojka Klaubera [2] (1932 1.)

stuza temu samemu celowi: unaocznieniu istnienia reguty rzadzacej rozkladem liczb pierwszych wsrod

liczb naturalnych. Reguta ta wciaz czeka na swojego odkrywce, gdyz przedstawione dowody nie znalazty

dotychczas powszechnej akceptacji [4].

2.2. Spirala Ulama

W 1963 Stanistaw Ulam, podobno dla zabicia cza-
su w trakcie nudnej nasiadéwki, na kratkowanej kart-
ce papieru zaczal wypisywaé kolejne liczby natural-
ne, uktadajac je spiralnie:

Poniewaz posiedzenie sie przedtuzalo, spirala roz-
rastala sie.

Zapewne w koncu zabraklo miejsca na kartce, za-
tem pozostato kontemplowanie tak powstalego dzie-
ta. Ulam, jako matematyk, dostrzegt w tym zbio-
rze liczb zastanawiajaca wtasciwosé: liczby pierwsze
mialy tendencje do grupowania sie wzdluz linii uko-
énych, nachylonych do osi kartki pod katem +m/4.

54 3

61 2]
7

Rysunek 1. Poczatek spirali Ulama
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Rysunek 2. Ciag dalszy spirali Ulama
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Rysunek 3. Zaobserwowana prawidlowosé¢ w roz-
mieszczeniu liczb pierwszych

Prawidtowos¢ ta jest widoczna juz dla matych wielkosci spirali, przy wiekszych rozmiarach za$ staje

sie rzucajgcym sie w oczy zjawiskiem. Aby go w pelni unaocznié¢, zachodzi potrzeba zmiany sposobu

prezentacji rozktadu liczb pierwszych, gdyz stosowany powyzej zawodzi juz przy liczbach rzedu 103.
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Powszechnie stosowanym sposobem jest zmniejszenie kazdej liczby do rozmiaru punktu. Jesli dana
liczba jest liczba pierwsza, wowczas przyporzadkowuje sie jej kolor czarny, natomiast wszystkie pozostate
punkty otrzymuja kolor bialy. Powyzszy sposéb umozliwia zmieszczenie na jednej stronie informacji
o liczbach rzedu 10°.

Rysunek 4. Polozenie liczb pierwszych na spirali Ulama ztozonej z 200% = 40000 liczb.

2.3. Trojkat Klaubera

Bardzo podobne prawidlowosci odkryl znacznie wczesniej, bo juz w 1932 roku, Laurence Monroe
Klauber. Jego sposéb rozmieszczania kolejnych liczb naturalnych na ptaszczyznie byt znacznie prostszy:
liczebnosé kolejnych linii zwiekszano o 2, jednocze$nie wysuwajac linie w lewo o jeden modut. Zageszczenie
wystepowania liczb pierwszych obserwuje sie w tym przypadku na liniach ukos$nych pochylonych pod

katem «, dla ktérego tga = ii (pod warunkiem uzywania siatki kwadratowej do rozmieszczania liczb).

1

2 3
58 7
10 11 12 13 14 15 16
P18 19 20 21 22 23724 25
26 27 28 29.30 34732 33 34 35 36

37 38 39 40 44742 743 .44 45 46 47748 49
50 H1 52 53754 55 56 57 58 5960 61 62 63 64

Rysunek 5. Poczatek tréjkata Klaubera.
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W tym przypadku dostrzezenie powyzszej regularnosci w rozkladzie liczb pierwszych wymaga pewnej

dozy spostrzegawczosci (rys. 6).

Rysunek 6. Polozenie liczb pierwszych w tréjkacie Klaubera zlozonego z 200% = 40000 liczb.

7 tego powodu, aby utatwié¢ percepcje, powyzszy rysunek uzupelniono wyrézniajac punkty na niekto-
rych gesciej obsadzonych liniach (rys. 7).

Rysunek 7. Ten sam tréjkat z wyréznieniem niektérych punktow.

Na obu rysunkach dodatkowo zaznaczono kolorem zéttym prawa krawedz tréjkata. Inaczej bytaby ona
niewidoczna, poniewaz nie ma tam liczb pierwszych, gdyz znajduja sie tam wylacznie kwadraty kolejnych
liczb naturalnych.

2.4. Porownanie obu rozkladow

Mozna zadaé¢ pytanie, dlaczego pomimo niewatpliwego pierwszenstwa Klaubera, jest on dzi§ prak-
tycznie pomijany, a nawet zapomniany? Powodéw moze by¢ kilka. Niewatpliwe regularnosci na spirali
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samym - informacji) uzywajac spirali.
Tymczasem spirala Ulama ma wady nieobecne w trojkacie Klaubera. Por6wnajmy niektére linie,

zawierajace znaczny udzial liczb pierwszych, widoczne na obu figurach (rys. 8 1 9)

Ulama sa na pierwszy rzut oka bardziej dostrzegalne. Dodatkowo ma ona przewage poligraficzna: na tej
samej powierzchni (prostokatna kartka lub ekran) mozna pomiesci¢ dwukrotnie wiecej punktow (i tym

o

Rysunek 8. Trojkat Klaubera z zaznaczonymi punktami lezacymi na niektoérych liniach gesto obsadzonych przez

liczby pierwsze.

Te same punkty zaznaczono na spirali Ulama:

:- ,.-/ _:rj""
V-
g

b ™

Rysunek 9. Spirala Ulama z zaznaczonymi identycznymi punktami jak w powyzszym trojkacie Klaubera.

Jak widaé, spirala Ulama dziala na zasadzie kalejdoskopu, podwajajac linie z trojkata Klaubera
i rozmieszczajac je wg zasad symetrii osiowej. Linie ukosne (oznaczone kolorem niebieskim), ktore prze-
cinaja oS symetrii trojkata zawierajacego trojkat Klaubera, w spirali Ulama sa dodatkowo zginane pod

katem prostym « = /2.
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Zadziwiajace réwniez jest to, ze linie ukosne na spirali Ulama, ktérych odpowiednikami sa linie
pionowe w tréjkacie Klaubera, nie zostaly przez Klaubera w ogble wzmiankowane jako fakt godny za-
uwazenia. Przypuszczalnie potraktowal je jako co$ zbyt oczywistego, by zwracaé¢ na nie czyjas uwage.
Natomiast w spirali Ulama sa one centralnym wydarzeniem, dookota ktérego jest koncentrowana cala
uwaga. Dodatkowo, odpowiedniki linii ukosnych w trojkacie Klaubera (kolor niebieski) pozostaly przez
Ulama w jego spirali catkowicie niezauwazone.

Podsumowujac, spirala Ulama ma przewage nad trojkatem Klaubera jedynie w zakresie estety-
ki, spowodowanej niezamierzona symetryzacja. Natomiast do analizy zagadnienia rozmieszczenia liczb
pierwszych wéréd liczb naturalnych, spirala Ulama wnosi jedynie zbedne komplikacje.

3. Modyfikacje figur Klaubera i Ulama

Ponizej zostang przedstawione propozycje modyfikacji trojkata Klaubera, majace na celu albo po-
lepszenie widzialnoéci zawartych w nim regularnosci, albo zréwnanie go pod wzgledem atrakcyjnosci
wizualnej ze spiralg Ulama, przy zachowaniu zalet, wynikajacych z jego prostoty.

3.1. Metoda modyfikacji

Najefektywniej modyfikacje mozna przeprowadzi¢ rozpoznajac wstepnie strukture figur, a nastepnie
algorytmizujac ich tworzenie. Powstaly w ten sposéb algorytm bedzie zawiera¢ pewne parametry, ktore
sa charakterystyczne dla danych figur. Przy takim podej$ciu, modyfikacja metod sprowadza sie jedynie
do modyfikacji parametréw, ktore z kolei zmienig dzialanie algorytmoéw tworzacych figury. Catlg reszta
zajmie sie szybkie programowalne liczydlo (czytaj: komputer).

3.2. Struktura figur

3 4
™
Tr. Klaubera: @ 6 7 8 9 8060
) eoceeo

postac peina eco0000

i schemat. @ 18 19 20 21 22 23 24 25 @0-0066000

eocGGCe0000
(26) 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

37) 38 39 ... >

87)36 35 34 33 32 31

38 (7) 30

Sp. Ulama: 39 18 4 3 29
postaé pelna 19 n 28
i schemat. 1 20 g 27
21 22 23 24 25(20)

>

H:

Na powyzszych rysunkach zaznaczono:

e Sekcje, wyrdznione je czterema kolorami wg konwencji kartograficzne;j;
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e Czolowe elementy sekcji umieszczono w z6ttych kotach;
e Elementy parzyste maja ciemniejszy odcien.

Przy kazdym rysunku zamieszczono odpowiadajacy mu schemat, na ktérym:
e Elementy w obrebie jednej sekcji sa potaczone odcinkami;

e Czolowe elementy sekcji oznaczono kolorem czerwonym.

3.3. Parametryzacja

Poréwnanie schematéw obu figur umozliwia wylowienie tych elementéw wspolnych, ktore nie pod-
legaja zmianom podczas przechodzenia od jednej figury do drugiej. Do takich elementow zaliczymy:

e Ilos¢ liczb naturalnych zawartych w figurze;
e Tlos¢ sekcji, na ktore jest podzielona figura;
e Numer elementu czolowego rozpoczynajacego kolejna sekcje.

Zmianom natomiast podlegaja:

Lp. | Parametr Typ tr. Klaubera | sp.Ulama
1 | Modul miedzy elementami wektor 2D staty zmienny
2 | Modut miedzy sekcjami wektor 2D staty zmienny
3 | Kolejne elementy czotowe obok siebie | stata logiczna tak nie
4 | Sekcja w ksztalcie odcinka stata logiczna tak nie

Juz poréwnujac wartosci tych parametréw, dostrzezemy nadzwyczajna prostote w trojkacie Klau-

bera, zawziecie zakrecana przez spirale Ulama (spirale tak maja).

3.4.“Szczesliwy” wielomian Eulera

Wielomian w nastepujacej postaci:
P(n,a) =n*+n+a, dla =141

zostal zaprezentowany przez Eulera [3] jako posiadajacy unikalng wlasnosé: jego wartosci sa liczbami
pierwszymi dla kolejnych czterdziestu argumentéw bedacych liczbami naturalnymi: 0,1,2,...,39.
Wielomian ten zachowuje swoje niezwykle wlasciwosci generatora liczb pierwszych réwniez po
przekroczeniu tego progu. Ponizej przedstawiono wynik przebadania okoto tysigca innych wartosci para-
metru a € (—500,500) dla pierwszych ~ 10* elementéw (n € (0,10%)). Jak wynika z ponizszego rysunku,
w podanym zakresie wielomian Eulera nadal jest bezkonkurencyjny pod wzgledem obfitosci wygenerowa-
nych liczb pierwszych, dajac ich ponad 41%, prawie 5% wiecej od drugiej liczby w rankingu (czyli -283).
7 powyzszego powodu generowane przez niego liczby beda stosowane jako swoistego rodzaju papierek lak-
musowy, potrafiacy wizualnie uporzadkowaé¢ chaos w rozmieszczeniu liczb pierwszych na prezentowanych

rysunkach.
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3.5. Przyklady zmodyfikowanych figur

Ponizej zaprezentowane zostang niektore ciekawsze postacie figur analogicznych do trojkata Klau-
bera i spirali Ulama, powstate wskutek eksperymentowania z parametrami stworzonego algorytmu. Iden-
tyczna bedzie dla kazdej figury maksymalna zawarta w niej liczba (10000), natomiast niekiedy usuniete
zostana linie poziome i pionowe zawierajace wylacznie liczby parzyste, o ile ich brak nie zakltoci charakteru
rysunku.

Liczby wygenerowane przez wielomian Eulera zostana wyréznione kolorem czerwonym, o ile sa
liczbami pierwszymi, natomiast w przypadku przeciwnym bedzie uzyty kolor niebieski.

3.5.1. Trojkat Klaubera, parametry: [1,0],[-1,-1],1,1

Jako pierwszy zostanie pokazany standardowy tréjkat Klaubera, ktéry stanowié bedzie punkt

Standardowy trojkat Klaubera, g
schemat:
Kotami o mniejszym promieniu g g g g

oznaczono liczby parzyste.

odniesienia, utatwiajacy $ledzenie zachodzacych zmian.

Rysunek 11. Punkty generowane przez “szczesliwy” wielomian Eulera w standardowym tréjkacie Klaubera.
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3.5.2. Trojkat Klaubera typu “choinka’”, parametry bez zmian

Parametry generujace nie ulegaja zmianie, natomiast z rysunku usuniete zostaja kolumny zawie-
rajace liczby parzyste. Powoduje to zmiane nachylenia linii zauwazonych przez Klaubera, obecnie jest to
kat o = +7/4.

2
<

(Clele,ele)

3.5.3. Trojkat Klaubera typu “dadao”, parametry: [1,-1],[-1,-1],1,1

Przy takiej transformacji linie pionowe nie zmieniaja swojej orientacji, natomiast cze$¢ linii za-
uwazonych przez Klaubera, oryginalnie nachylonych pod katem a = arc tg(%), posiadaja teraz przebieg
poziomy, co znakomicie poprawia warunki ich obserwacji.

Przed kompresja: -

%

Po kompresji:

%
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3.5.4. Skrzyzowanie trojkata Klaubera i spirali Ulama, parametry: [1,0],[0,-1],1,0

Jest mozliwe uzyskanie roztozenia punktéw na planie kwadratu (podobnie jak w spirali Ulama),
lecz bez wystepowania efektu kalejdoskopu (tak jak w trojkacie Klaubera).

o2

4. Dodatkowe serie w tréjkacie Klaubera

Sam Klauber zauwazy? jedynie te linie, ktore w trojkacie Klaubera typu “choinka” sa pochylone
pod katami:
ap = tarctg(l) = +m/4)

Przeoczyl jednakowoz serie dla katéw:
us 1
ap =, oy = farctg(—) n=23,...,K
2 n

gdzie K jest liczebnoscia serii. Wzér na liczebnosé serii bedzie podany w rozdziale 5.3. na str. 25.

Rysunek 12. Dodatkowe serie wystepujace w tréjkacie Klaubera
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Dla n > 1 powdd jest oczywisty: liczebno$é¢ NN,, reprezentujacych je punktoéw jest znikoma w porow-
naniu z Ni. W szczegélnosci dla wielomianu generujacego Eulera :

Ny 6 2 N3 3 1

N 279 N 219
Z rozwazan geometrycznych wynika, ze dla wielomianu generujacego:
P,.= n+n+a

graniczny iloczyn miejsc w serii Ny i N1, w ktorych moga wystapié¢ liczby pierwsze, wynosi:

lim (&> = i
a—r o0 Nl o 14

Natomiast dla serii Ny mozemy sie domysla¢, ze zapewne bylo to dla Klaubera zbyt oczywiste, by
oglasza¢ to odkrycie jako swoj wkitad w nauke.

5. Warsztat iluzjonisty od kuchni

Uprzednio (patrz rozdziat 2.4. na str. 15) wykazano znaczne uproszczenia plynace ze stosowania
tréjkata Klaubera zamiast spirali Ulama. Jednakze sam trojkat Klaubera tez nie do konca pozostaje
wzorem przejrzystosci. Pojawianie sie pewnych regularno$ci przypomina w nim raczej kuglarskie sztuczki.
Czas zatem zajrzec¢, co iluzjonista ukrywa w rekawie przed publicznoscia.

5.1. Skorygowanie tréjkata Klaubera

Zanim to nastapi, nalezy zmodyfikowaé trojkat Klaubera do postaci, ktora lepiej pasuje do nowej
rzeczywistosci.
Poprawka bedzie drobna, ale radykalnie uproéci dalsze rozwazania. Konstrukcje trojkata Klaubera
wystarczy rozpoczaé od liczby 0, a nie od 1.

n=0 0

n=1 1 2 3

n=2 4 5 6 7 8

n=3 9 1011121314 15

n=4 16 17 18 19 20 21 22 23 24
n=>5 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

n=C€ 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
n? n?+n n?+2n

n?4+n—1 n+n+1
Rysunek 13. Nowa posta¢ tréjkata Klaubera

Zalety takiej zmiany sa dostrzegalne od razu:
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e uproszczeniu ulegaja wielomiany charakteryzujace linie w trojkacie Klaubera;
e zwiazek geometryczny linii z opisujacych je wielomianami jest bardziej naturalny;

e rozktad liczb pierwszych w nowym tréjkacie Klaubera jest znacznie blizszy symetrii.

5.2. Rozszerzenie dziedziny

Sposob rozszerzenia jest nastepujacy:

6 -5-4-3-2-101 2 3 4 5 6
| —
|

| | | | | |

y

| |
T T T T T T T T

X
6 4 IR (RN 4 6
4 1 01 2 34 6 8
0 1 45 6 7 8\9 10 11 12

6 879 10 11 12 13 14 1516 18
1415716 17 18 19 20 21 22 23 2425 26
24725 26 27 28 29 30 31 32 33 34 3536
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

S U e W NN = O

<

2=y +y+ 2

Rysunek 14. Rozszerzenie dziedziny trojkata Klaubera

Kazdy wiersz w trojkacie Klaubera nalezy zastapi¢ nieskoniczonym ciaggiem arytmetycznym, bedacym
przedtuzeniem tego wiersza. Z powoddéw, ktore wkrotce stang sie jasne, wartosci ciagu zastapiono ich
warto$ciami bezwzglednymi.

5.3. Testowanie rozszerzonego trojkata Klaubera
Testowanie bedzie prowadzone przy pomocy generatora Eulera liczb pierwszych.
Poréwnujac powyzszy rysunek z rys.11 zauwazmy nastepujace prawidlowosci:

e Oryginalny tréjkat Klaubera pokazuje jedynie cze$¢ z kazdej serii;

e na rozszerzonym trojkacie Klaubera kazda seria zaczyna sie punktem na obwiedni paraboli x =
y? + y + 41 (punkty te oznaczono kolorem czerwonym);

e modul kazdej serii wyznaczony jest przez dwa kolejne czerwone punkty. Poniewaz leza one na
paraboli, zatem :
odstep Ay jest staly i wynosi 1;
odstep Ax zwieksza sie o kolejng liczbe parzysta: 2,4, .. ..

Rysunek ten umozliwia réwniez okreslenie ilosci serii przechodzacych przez trojkat Klaubera. Dla gene-
ratora “szczesliwych” liczb Eulera:

Ky =6<v41
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Rysunek 15. Test generatorem liczb pierwszych Eulera

Oczywiscie dla kazdego innego generatora w postaci n? + n + a, liczebnosé serii bedzie wynosié:

K, <+Va

6. Inne postacie generatoréw liczb pierwszych
6.1. Wielomiany stopnia drugiego
Przedstawmy kilka wykresow, odpowiadajacych generatorom w ogdélnej postaci:
2=y + ky + x|

Na wszystkich wykresach szarym kolorem oznaczono powierzchnie zajmowana przez trojkat Klaubera.

Rysunek 16. Liczby pierwsze uzyskane generatorem y> + z

Dla k parzystych dominujacym miejscem wystepowania liczb pierwszych sa linie uko$ne, natomiast
dla k nieparzystych sa to linie pionowe. Poza tym wykresy sa niemal identyczne, linie charakterystyczne
s3 jedynie nieznaczne przesuniete.
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Rysunek 17. Liczby pierwsze uzyskane generatorem 3> + y + x
Rysunek 18. Liczby pierwsze uzyskane generatorem 3> + 2y + x

+3y+z

Rysunek 19. Liczby pierwsze uzyskane generatorem 7>
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Ostatecznym wnioskiem jest niecelowo$é poszukiwania k dajacego lepszy generator, gdyz prawie
wszystkie uzyskane wartosci liczb pierwszych ( z wyjatkiem skoniczonej ilosci wyrazéw poczatkowych ) sa
identyczne.

6.2. Wielomiany stopnia trzeciego

Przyjrzyjmy sie ciagowi:
n—n = nn-1)(n+1) n=0,1,2, ...

Kazdy jego element jest podzielny bez reszty przez 6, poniewaz jest zaréwno liczba parzysta, jak i po-
dzielna przez 3. Identyczna ceche beda posiadaly rowniez ciagi:

G=n®—n+6(kn*+1) klecC

gdzie k,l sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Jest oczywiste, ze w ciagu tym nie wystepuja liczby pierw-
sze. Nie wystepuje one takze w ciagach G + 2 i G + 4 (gdyz zawieraja one liczby parzyste), oraz G + 3
(podzielnosé przez 3). Zatem liczby pierwsze moga wystepowaé jedynie w ciagach G+ 11 G + 5.
Oto wyniki testu dla generatora
z=y* -y + 2|

na wykresie analogicznym do rozszerzonego tréjkat Klaubera:

Rysunek 20. Liczby pierwsze wérod liczb uzyskanych generatorem |y® — y + x|

Zauwazmy okresowe powtarzanie sie kolumn zawierajacych liczby pierwsze (ktére odpowiadaja ciagom
G+ 11 G+ 5), rozdzielone pustymi kolumnami o szerokosci na przemian jednego piksela (dla ciagu G)
i trzech pikseli (dla G + 2, G+ 31 G + 4), gdzie nie wystepuja liczby pierwsze.

Posiadanie predyspozycji do zawierania znacznej ilodci liczb pierwszych nie gwarantuje wszelako
nalezenia do grupy rekordzistow. Komputerowe sprawdzenie rodziny wielomiandw:

z=|y® + ay® + by + ¢, a,b € (—17,17) c € (=200, 200), y € (0, 400)
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wykazato dominacje wielomianu z = |y® — 10y? — 13y + 1|, ktory daje 200 liczb pierwszych na 401

mozliwych.

7. Podsumowanie

Powyzej pokazano, skad biora sie osobliwe serie widoczne w trojkacie Klaubera i spirali Ulama -
s3 to odwzorowania punktéw na plaszczyznie, tworzonych przez generatory majace posta¢ kwadratowych
wielomian6éw. Nie ma natomiast ani stowa o tym, jak powinien wyglada¢ dobry generator, czy cho¢by
o tym, dlaczego jeden generator jest lepszy od drugiego. Ten problem nadal czeka na swego odkrywce,
wraz ze znaczng nagroda za powyzsze dokonanie.
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